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Op  blz.  389  van  Deel  VI,  tweede  reeks,  is  regel  4  v.  o.  het 
woord  „gauches**  weggevallen.  De  medaille  Guccia  zal  in  de 
eerste  plaats  worden  toegekend  aan 

nn  mémoire  qui  fera  faire  un  progrès  esflentiel  k 
la  theorie  des  courbes  gaucbes  algébriqnes. 
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Door  de  Redaktie  van  het  Nieuw  Archief  daartoe  uitgenoo- 
digd,  verschaft  het  mtj  groote  yoldoening  te  dezer  plaatse  een 
woord  van  waardeering  te  mogen  wfjden  aan  den  betrekkelgk 
plotseling  uit  zjjn  werkkring  weggerukten  geleerde.  Van  ver- 
schillende zgden  is  reeds  hulde  gebracht  aan  zijne  nagedachte- 
nis,  zoowel  in  vakbladen  voor  verzekeringswetenschap  als  in 
openbare  bladen.  Maar  zeker  mag  ook  in  de  werken  van  het 
Wiskundig  Genootschap  eene  levensbeschrijving  van  Landré  niet 
achterwege  blgven. 

Comeille  Louis  Landré  werd  op  31  Augustus  1838  te  Utrecht 
geboren.  Zijne  familie  is,  zooals  reeds  uit  den  naam  blgkt,  van 
franschen  oorsprong  en  h|j  zelf  had  steeds  eene  zekere  voorliefde 
voor  al  wat  fransch  was.  Hg  placht  zich  ook  met  groote  ge- 
makkelgkheid  van  de  fransche  taal  te  bedienen.  Ongeveer  de 
eerste  helft  van  zgn  leven  bracht  hfj  te  Utrecht  door  en  zeker 
is  het  aan  die  omstandigheid  te  danken,  dat  hjj  de  man  is 
geworden,  die  hp  later  was.  Immers  was  het  de  door  de 
akademiestad  geboden  gelegenheid  tot  omgang  met  geleerden 
van  naam ,  die  den  voor  het  lager  onderwijs  bestemden  jongeling 
dreef  tot  verdere  ontwikkeling  en  meer  uitgebreide  studie. 

In  zfjne  geboortestad  arbeidden  desf yds  mannen  als  R.  van  Rees 
en  G.  H.  D.  Bujs  Ballot,  en  stond  de' studie  der  jn^-  en  natuur- 
kunde nog  onder  den  invloed  van  den,  philosophischen  J.  F.  L. 
Schröder.  De  ruime  opvattingen  der  hatuurphilosophen  van  die 
dagen  moeiten  glroote  tontrekkingskracht  uitoefenen  op  den  geest 
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van  den  ook  op  het  gebied  van  letteren  en  kunst  reeds  zeer 
ontwikkelden  man ;  en  wie  hem  in  zgn  later  leven  Tan  nabg 
heeft  gekend,  kon  ook  duidelijk  de  sporen  daarvan  erkennen, 
o.  a.  in  de  veelzijdige  kennb  van  vakliteratuur  die  hem  eigen  was. 
Immers  slechts  hoogst  zelden  kon  men  eenig  leerboek  uit  ouderen 
of  nieuweren  tgd  bespreken,  waarmede  hjj  niet  had  kennis 
gemaakt. 

Ook  later  met  M.  Hoek  en  G.  H.  C.  Grinwis  heeft  Landré 
zeer  veel  omgang  gehad.  Zelf  had  hg  de  akte  E  V,  M.  O. 
behaald  en  trad  op  als  privaat  onderwijzer  in  wiskunde  en 
aanverwante  vakken,  iets  dat  een  wezenljjken  werkkring  op- 
leverde in  die  dagen,  toen  de  zoogenaamde  Groot  en  Klein 
Mathesis  examens ,  het  Literarisch  Mathematisch  examen  en  de 
meer  dan  thans  eenvoudige  Admissie-examens  voor  de  lessen  aan 
de  Hoogeschool  bestonden.  Toen  de  wijzigingen  in  de  regeling 
van  het  hooger  onderwjjs  aan  deze  examens  en  daarmede  voor 
een  groot  deel  aan  de  behoefte  aan  privaat  onderwijs  in  wis- 
kunde een  einde  maakten ,  ontstond  voor  Landré ,  evenals  voor 
zoovele  anderen ,  de  noodzakelijkheid  tot  het  zoeken  van  een 
anderen  werkkring,  en  zoo  trad  hg  op  1  Januari  1876,  op  aan- 
beveling van  Prof.  Grinwis ,  als  wiskundige  op  bg  de  omstreeks 
twee  jaren  te  voren  opgerichte  Levensverzekering  Maatschappg 
Dordrecht,  waarmede  tevens  zgne  verhuizing  naar  de  stad  van 
dien  naam  gepaard  ging.  In  1881  benoemd  tot  leeraar  in  de 
wiskunde  bg  de  Rijksnormaallessen  aldaar,  bleef  hjj  beide  be- 
trekkingen waarnemen,  tot  hg  na  den  dood  van  M.  G.  Snoer 
geroepen  werd  als  actuaris  op  te  treden  bij  de  Algemeene 
Maatschappij  van  Levensverzekering  en  Lgfrente  te  Amsterdam , 
welk  ambt  hg  van  1  April  1896  tot  aan  zgn  overlgden  op  10 
Februari  dezes  jaars ,  dus  gedurende  bgna  negen  jaren  bekleedde. 
Sedert  October  1903  trad  hg  met  Dr.  J.  P.  Janse  ook  opnieuw 
als  leeraar  op  aan  den  cursus  voor  Levensverzekeringsweten- 
schap, gegeven  namens  de  Yereeniging  van  Wiskundige  Ad- 
viseurs. 

Met  zgn  verblgf  in  de  hoofdstad  des  rgks  was  hg  zeer  inge- 
nomen. Trouwens ,  hg  vond  daar  terug,  wat  hg  bg  het  verlaten 
van  Utrecht  voor  het  grootste  gedeelte  had  verloren,  n.L  het 
dageljjksch  verkeer  met  wetenschappelgke  mannen,  waartoe  de 
aanwezigheid  eener  Universiteit  en  het  hier  gevestigd  zgn  van 
het  Wiskundig  Genootschap ,  van  de  Yereeniging  van  Wiskundige 
Adviseurs,  enz.  gelegenheid  geven.  Uerhaaldelgk  placht  hij  zgne 
tevredenheid   daarover   uit  te  spreken  en  dat  hg  daarvan  ook 
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werkelijk  gebruik  maakte ,  bleek  o.  a.  daamit ,  dat  b^na  alle 
b^eenkomsten  van  de  beide  genoemde  genootschappen  door  hem 
werden  bijgewoond.  Zelfs  in  December  1904,  toen  hy  reeds 
ernstig  ziek  was ,  bezocht  hjj  nog ,  tegen  den  raad  zijner  vrienden 
in,  de  yergadering  der  Vereeniging  van  Wiskundige  Adviseurs 
en  nam  daar  deel  aan  de  besprekingen. 

Landré  was  gehuwd  met  de  kunstschilderes  Hendrika  Wilhel- 
mina  van  der  Keilen,  die  hem  in  1903  ontviel. 

Omstreeks  October  1904  werd  h^  ziek;  hoewel  aanvankelgk 
eenige  beterschap  scheen  in  te  treden,  bleek  weldra,  dat  de 
ziekte  zeer  ernstig  was.  Toch  kwam  nog  het  bericht  van  zgn 
overlijden  op  10  Februari  d.  a.  v.  betrekkelijk  onverwacht ,  daar 
een  zoo  spoedig  einde  niet  was  voorzien.  Bg  de  ter  aarde 
bestelling  werd  het  woord  gevoerd  o.  a.  door  Prof.  Dr.  J.  C. 
Eluyver,  die  met  mg  het  bestuur  van  het  Wiskundig  Genoot- 
schap vertegenwoordigde. 

Eene  volledige  opgave  te  doen  van  al  hetgeen  Landré  heeft 
geschreven,  zou  bg  de  buitengewoon  groote  verspreiding  daar- 
van ,  nauwelgks  uitvoerbaar  zgn.  Ik  zal  mg  daarom ,  op  enkele 
uitzonderingen  na,  bepalen  tot  de  vermelding  van  zgn  werken 
op  zuiver  wiskundig  gebied. 

In  1875  verscheen  het  werk  getiteld  „Stereometrische  Hoofd- 
stukken ter  uitbreiding  van  de  elementaire  leerboeken"  waarvan 
op  dit  oogenblik  eene  tweede  uitgave  wordt  voorbereid  ,  die  nog 
geheel  door  Landré  zelven  tgdens  zgne  laatste  ziekte  is  bewerkt. 
Het  doel  van  dit  boek  is  aanvulling  van  het  behandelde  in  de 
meest  gebruikelgke  leerboeken  der  Stereometrie,  waarom  het 
dan  ook  meerendeels  minder  algemeen  bekende  onderwerpen 
behandelt. 

Hierop  volgde  in  1877  het  werkje:  ,Het  invoeren  van  nieuwe 
veranderlijken  in  differentiaal- vormen  en  integralen"  en  in  1891 
de  „Algebraïsche  Hoofdstukken  ter  uitbreiding  van  de  leerboe- 
ken over  de  elementaire  analyse",  een  werk  van  gelgke  strekking 
als  het  eerstgenoemde.  In  het  laatst  van  zgn  leven  is  Landré 
nog  aangezocht  eene  duitsche  vertaling  van  dit  werk  te  doen 
verschijnen. 

Intnsschen  had  hg  ook  verschillende  drukken  bewerkt  van 
F.  van  den  Berg's  Uitgelezen  vraagstukken  over  de  Algebra. 

In  1875  werd  Landré  lid  van  het  Wiskundig  Genootschap  en 
reeds  dadelgk  trad  hij  op  als  medewerker  aan  het  Nieuw  Archief 
voor  Wiskunde,  destgds  onder  redactie  van  Prof.  D.  Bierens 
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de  Haan  staande.    Daarin  verschenen  van  sgne  hand  de  volgende 
stnkken : 
In  deel  Hl :    Over  de  afzonderlijke  integralen  der  differentiaal- 
vergelgkingen  van  de  eerste  orde  met  twee  yerander- 
Ujken; 
In  deel  IV :    Over  veelvlakkige  lichamen ; 
In  deel  V:    Een  woord  over  de  omhnllende  van  een  stelsel 

kromme  l^nen; 
In  deel  VI :    Over  de  perspectief  van  den  bol , 
Eene  stelling  omtrent  determinanten, 
Bg  de  sommatie  formule  van  Euler, 
Beginselen  der  Stereometrie  door  Dr.  C.  J.  Matthes 
(Bibliographie) ; 
In  deel  VU :    Over  de  functie  q>  van  de  methode  der  kleinste 

kwadraten ; 
In  deel  X:    De  middelbare  fout  b(j  waarnemingen  ter  bepa- 
ling van  meer  dan  een  onbekende, 
Formulen  ter  bepaling  van  het  verband  tusschen  de 
nauwkeurigheid  van  sterftetafels  en  van  Cfjfers  voor 
levensverzekering , 
Eene  bgzonderheid  in  acht  te  nemen  bg  het  verzamelen 
van  gegevens  voor  het  berekenen  van  sterftewaar- 
sch^nlijkheden ; 
In  deel  XII:    Waarde  eener  Igfrente  en  koopsom  eener  levens- 
verzekering , 
Over  het  risico  der  uitkeering  by  levensverzekering; 
In  deel  XV:    Lgfrente  in  termijnen  en  doorloopend, 

Over  den  invloed  der  levenskansen  en  van  den  rente- 
voet op  tarief  en  reserve  b^j  levensverzekering. 
De  inhoud  dezer  verhandelingen  houdt  op  merkwaardige  wgze 
gelijken  tred  met  de  verandering  in  werkkring  van  den  schrgver 
en  diens  overgang  naar  het  gebied  der  toegepaste  wiskunde. 
Zelfs  houdt  zijne  medewerking  geheel  op  bg  de  oprichting  van 
het  Archief  voor  de  Levensverzekeringswetenschap ,  waarvan  hij 
zelf  met  Dr.  6.  J.  D.  Mounier  redakteur  was.  In  die  latere 
jaren  bepaalde  zich  zgne  werkzaamheid,  die  echter  eer  toe- dan 
afnam,  nagenoeg  geheel  tot  het  gebied  der  levensverzekering  en 
vond  hare  voornaamste  uiting  in  de  in  1893  verschenen  » Wis- 
kundige Hoofdstukken  over  Levensverzekering",  waarvan  in 
1895  eene  duitsche  vertaling  verscheen ,  die  in  1901  eene  tweede 
en  thans  reeds  eene  derde  uitgave  beleefde.  Dit  werk,  door  den 
schrgver  zelf  weder  als  » Hoofdstukken"  aangekondigd,  ,d.  w.  z. 


als  een  niet  op  volledigheid  aanspraak  makend  leerboek ,  is 
allen^  aangegroeid  tot  eene  vraagbaak  op  het  gebied  van  theorie 
en  praktijk  van  de  levensverzekering ,  die  men  slechts  zelden  te 
vergeefs  zal  raadplegen.  Vooral  de  samenvoeging  van  de  wis- 
kundige beginselen  met  de  uitkomsten  der  ondervinding  op  het 
gebied  der  praktijk  is  eene  eigenschap  van  dit  werk,  die  men 
zooal  ergens  dan  toch  zeker  zeer  zeldzaam  aantreft.  De  derde 
uitgave,  die  eerlang  zal  verschenen,  is  nog  geheel  door  hem 
zelven  gedurende  zfjne  laatste  ziekte  herzien  en  Aangevuld. 

Naast  deze  geschriften  van  grooteren  omvang,  heeft  Landré 
nog  in  tal  van  periodieken,  zoowel  Nederlandsche  als  vreemde, 
een  zeer  groot  aantal  bijdragen  geschreven  en  met  hart  en  ziel 
deelgenomen  aan  het  verhoogde  leven  op  verzekeringsgebied. 
Wij  vinden  hem  onder  de  oprichters  der  vereeniging  van  Wis- 
kundige Adviseurs  en  later  in  haar  bestuur,  in  het  bestuur  en 
gedurende  twee  jaren  als  Voorzitter  van  het  Wiskundig  Genoot- 
schap, in  den  Conseil  de  Direction  van  het  Comité  Permanent 
des  Congres  Internationaux  d'Actuaires,  onder  de  correspon- 
denten van  verschillende  buitenlandsche  vereenigingen  van 
actuarissen.  Ook  woonde  hij  alle  vier  congressen  van  actuaris- 
sen bë  en  leverde  voor  dat  te  Londen  in  1898  eene  bgdrage 
getiteld  ,Aper(u  succinct  des  théories  du  plein  de  l'assurance", 
voor  dat  te  Parps  in  1900  in  samenwerking  met  Dr.  J.  P.  Janse 
een  rapport  over  „l'Assurance  contre  Ie  risque  d*invalidité 
d'origine  morbide ,  senile  ou  accidentelle"  en  voor  dat  te  New- 
Tork  in  1903  gezamenlijk  met  mfj  een  rapport  „On  the  impro- 
vement  in  longevity  during  the  19^  century  in  the  Nether- 
lands." 

Ten  slotte  zjj  nog  vermeld  eene  bgdrage  in  het  &^  Bulletin  du 
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Comité  Permanent  van  1904  getiteld  „L'intégrale  Aé&nie  f q){x)dx^ 

o 
öu  fp  (x)  est  une  fonction  algébrique  entière ,  exprimée  en  fonc- 
tion  de  valeurs  particulières  de  l'élément  d'intégration",  waar- 
mede hg  nog  eens  toonde  op  het  gebied  der  zuivere  wiskunde 
geen  vreemdeling  te  zijn  geworden. 

Landré  was  voor  het  grootste  deel  wat  men  noemt  een  „self 
made  man",  en  bezat  al  de  eigenschappen  daarvan.  Vrien- 
delijk en  welwillend  voor  ieder  die  zijne  hulp  kwam  inroepen, 
hetgeen  in  den  laatsten  tijd  zeer  vaak  gebeurde ,  aangenaam  en 
oprecht  in  den  omgang  met  collega's,  in  de  hoogste  mate  be- 


scheiden ,  bewoog  hg  sdch  overal  met  gemak  en  was  h)j  welkom 
zoowel  aan  den  feestdisch  als  b^  wetenschappelgke  bgeen- 
komsten. 

Niet  enkel  in  zijn  huisgezin ,  maar  ook  in  alle  kringen  waarin 
hg  verkeerde,  zal  zgn  heengaan  nog  lang  eene  groote  leegte 
achterlaten  en  zgne  nagedachtenis  in  hooge  eere  worden  ge- 
houden. 

Amsterdam,  6  April  1905.  M.  C.  PARAIRA. 
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OYEfi  HET  VOLUME ,  DAT  DOOR  DKIE  BOLOPFEBYLAKEEN  IS 
MGRENSD,  DIE  ELKAAR  IN  TWEE  PUNTEN  »NUDI<:N, 


DOOK 


J.  C.  KLUYVEB. 

(Leiden.) 


Een  onderzoek  naar  het  volume,  dat  door  drie  boloppervlak- 
ken  begrensd  wordt,  is  geschied  naar  aanleiding  yan  de  groot- 
heid b  uit  de  vergelijking  van  Yan  Der  Waals  *).  Daar 
betreft  het  steeds  het  gemeensohappelijk  deel  van  drie  gelijke 
bollen,  en  men  kan  vragen,  of  er  van  eene  inhoudsformule 
sprake  zou  kunnen  zijn,  indien  de  stralen  der  bollen  ongelijk 
worden  aangenomen.  Het  antwoord  kan  bevestigend  luiden. 
Elementaire  beschouwingen  geven  eene  formule,  die  echter, 
hoewel  zij  eenige  regelmaat  vertoont,  ten  slotte  vrij  ingewik- 
keld  is. 

Als  gegevens  nemen  wij  de  stralen  a^  by  c  der  drie  gegeven 
bollen  A ,  B ,  C  en  de  afstanden  Oi ,  i] ,  C]  der  middelpunten. 
Wg  onderstellen  y  dat  deze  bollen  gelegen  zgn,  zooals  in  de 
figuur  is  aangeduid.  Het  vlak  der  middelpunten  A ,  B ,  O  is 
het  vlak  van  teekening.  Loodrecht  op  dit  vlak  staat  de  macht- 
Ign  PQy  die  in  E  het  vlak  van  teekening  snijdt.  De  helft  van 
het  te  berekenen  volume  ^V  heeft  ongeveer  de  gedaante  van 
een  viervlak.  Het  grondvlak  is  de  cirkeldriehoek  FOH,  de  top 
in  het  punt  P ,  en  de  zijvlakken  PHG ,  PFH  en  PFG  zgn 
boloppervlakken. 

De  figuur  wordt  door  de  machtvlakken  in  drie  soortgelgke 
stukken   verdeeld ,   die   wg   kunnen   aanduiden   door  P(EHO) 


^)    Men  T6rge]i)ke  b.T. :   J.  J.  Tan  Laar.    Évaluation  de  la  deuxième  cor- 
reclion  etc.    ArchiTes  Teyler,  Série  II,  T.  TI. 
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P(EFH)  en  P(EOF).   Het  stak  P(EQH)  is  als  eene  algebraïBche 
som  yan  meer  eenroudige  lichamen  te  beschouwen. 


Deze  stukken  zijn: 

1^.  Het  bolsegment  PGH YQ  van  de  bol  A ,  voor  zoover  het 
gelegen  is  in  den  tweevlakshoek  PACB  van  het  vienrlak 
PABO. 

2^.  Het  bolsegment  PHQZQ  yan  den  bol  A ,  voor  zoover 
het  gelegen  is  in  den  tweevlakshoeik  PABC  van  het 
viervlak  PABC. 

3^.  Een  driehoekige  sector  van  den  bol  A ,  waarvan  ^  rib- 
ben zgn  AB,  AC,  AP,  en  die  dus  geheel  gelegen  is  in 
den  drie  vlak  shbek  A(BCP). 
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4».    De  beide  vierTlakken  P(AET)  eo  P(AEU). 

Uit  de  figuur  valt  te  zien,  dat  het  volume  P(EHG)  gevon- 
den vrordt,  door  de  beide  gedeeltelijke  bolsegmenten  te  ver- 
meerderen met  dé  beide  vierv  lakken ,  en  van  de  som  af  te 
nemen  den  bplsector.  Eene  gelijke  rekening  kan  men  volgen 
voor  de  stukken  P(EFH)  en  P(EFQ).  Alles  te  zamen  nemende 
vindt  men  voor  het  gezochte  volume  ^Y: 

r.    Drie  paar  viervlakken  zooals  P(AET)  en  P(AEÜ).  Met 
elkander  geven  zi)  r ,  het  volume  van  het  viervlak  PABG» 

2^.  Drie  paar  gedeeltelijke  bolsegmenten,  aooals  PGHYQ 
en  PHGZQ.  Met  elkander  vormen  zg  gedeeltelgke 
'  bicoQvexe  lenzen.  Zoo  vormeq  bijv.  de  bollen  A  .en  B 
met  elkander  de  lens  PHZQ.  Noemen  wij  het  volume 
van  deze  len»  A,2>  dttn  is  van  het  lichaam  in*  rekening 
te  brengen  bet  deel,  dat  gelegen  is  in  den  tweevlaks- 
hoek  y  op  de  ribbe  AB  van  hei  viervlak  PABC,   der- 


w 

halve  een  volume  gelgk  aan  ^  A,a. 
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b  in  mindering  te  brengen  van  eiken  bol  een  driehoe- 
kige  sector»    in  volgorde  door  de  drievlakshoeken  A> 
i  B|   O  van  het  viervlak  PABC  bepaald.     Wij  noemen 
deze  bolsectoren  /lci  ,  ^,  /ua* 
De  verkregen  formule  luidt  thans 


iv  =  ,+  _x.+ 


/3  7 


en  er  blijft  na  te  gaan ,  in  hoeverre  de  grootheden ,  die  in  deze 
formule  voorkomen  ,  uitgedrukt  kunnen  worden  in  de  gegevens , 
dat  zijn  de  stralen  der  bollen  en  de  afstanden  hunner  middelpun- 
ten. Men  zal  opmerken,  dat  de  mogelijkheid  daartoe  bestaat, 
maar  dat  de  uitkomst ,  hoewel  symmetrisch ,  niet  eenvoudig  is. 
Vooreerst  is  volgens  eene  bekende  formule 


t2  = 


0 

1 

1 

1 

1 

4 

1 

0 

c^' 

*.» 

a^ 

1 

9RR 

1 

c,'^ 

0 

«."^ 

6» 

aOO 

1 

fc.» 

a,* 

0 

<r» 

1 

o» 

6» 

c» 

0 
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Yerrolgens  zgn  de  standhoeken  o,  ^,  7  te  berekenen.  Men 
Tindt  uitdrukkingen  als  de  onderstaande 

,     .  Sar 

^      2  .  ABC  X  PBC ' 

in  welke  formule  het  oppervlak  der  driehoeken  ABC  en  PBC 
weder  in  de  gegeven  ribben  van  het  viervlak  PABC  kan  wor- 
den uitgedrukt. 

Eindel^'k  zijn  de  Tolumens  der  lenavormige  lichamen  te  be- 
rekenen. 

Men  verkrggt  bgv. : 

1  ir 

o  4 

Maar  ingewikkeld  wordt  weder  de  uitkomat  voor  de  bel- 
sectoren /LCi ,  /U2  en  /LCs.  Men  heeft,  als  men  den  standhoek  op 
de  ribbe  PA  van  het  viervlak  PABC  noemt  «i , 

Aii  =  («1  +  0  +  7  —  ir)a», 

en  de  standhoek  a^  moet  weder  op  dezelfde  wjjze  als  a,  j3  en 
y  in  de  gegevens  worden  uitgedrukt. 

Yoor  het  op  eenvoudige  wgze  bepaalde  lichaam  bestaat  geene 
eenvoudige  inhoudsformule. 
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BSBEKElONe  YAS  DEN  INH01JD  VAN  HET  LIOHAAH,  DAT  AAN  DKIE 
NIET  GEHEEL  BUITEN  ELKAAR  LIOeENDE  BOLLEN  GEMEEN  Ig , 


DOOK 


F.   DE   BOER. 
(Groningen.) 


E 


1.  Laat  in  een  cirkel  MA  (fig.  1) 
3  een  middellgn  AF  en  een  koorde  BE 
getrokken  worden,  die  elkaar  in  een 
/l  punt  C  onder  een  hoek  BOA  =  ^ 
sngden.  Laat  MO  loodrecht  op  BE 
getrokken  zgn ,  en  zij  gegeyen  MC  =  c, 
MA»R. 

Om  de  8om  der  figuren  BOA  en  FEC 
te  Tinden,  merke  men  op,  dat 
Z FME  +  Z BMA»2^,  en  dat  d  MCO 


Fig.  1. 

het  halye  verschil  is  yan  de  driehoeken  MEC  en  MBO.    Men 
heeft  dus 

fig.  FEC + fig.  BOA = sector  FME  +  sector  BMA + d  EMO— A  MBO, 

en  dus 

fig.  FEO  +  fig.  BOA»B>^  +  (^8in^oo8^     .    .    .    1) 

Yerder  ziet  men  licht «  dat 

fig.  FEO  —  fig.  BOA  »  halve  cirkel  -  segment  BAE , 


dus 


MG 


fig,  FEO  -  fig.  BOA  =  y,  irR»  -  R»  boog  cos  r7=  +MGxGE, 

of 

fig.  FEC  -  fig.  BOA  =  R»boog8in ^^  +C8in^  VW-éhaa*f,  2) 
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De  vergelgking  2)  Tan  1)  aftrekkende  vindt  men 

2fig.BCA=RV+  Ain#coB^— R^boogsiD^-^-  CTin^V^R^-Ain^^  8) 

JbC 

«  • 

Door  optelling  Tindt  men  2  fig.  FEC,  die  natuurlijk  alleen 
in  het  teeken  van  c  yan  2  fig.  BCA  yerschilt. 

2.  Een  bol  MA  (fig.  2)  wordt  door 
twee  vlakken  FDA  en  BDE ,  waarvan 
het  eerste  door  het  middelpunt  gaat, 
in  yier  deelen  verdeeld.  Zg  het  ylak 
Tan  teekening  FEAB  genomen  lood- 
recht op  hun  doorsnede  CD,  en  zij 
gegeven  MA  =  R,  MO  =  c,  ^  BOA = ^. 
Brengt  men  doorsneden  aan,  loodrecht 
óp  OD,  en  deze  lyn  in  punten  tusschen 
Fig-  2.  '  O   en  D  gelegen  sngdende ,  en  noemt 

men  de  afstand  van  G  tot  zulk  een  vlak  y,  dan  is  de  door- 
snede van  dit  vlak  met  het  lichaam  DABO  volgens  3) 
gelgk  aan 

y,  { (R*  —  y*) ♦  +  c^sin ^ cos#  —  csin^V^(R»  —  y»  — (?Bin*^)  — 


—  (R*  -r-  y*)  boog  sin 


csm^ 


I 

Om  nu  het  deel  van  den  bol  te  berekenen,  dat  binnen  den 
tweevlakkigen  hoek  BCDA  ligt  (het  deel  dus  waarvan  de  twee- 
ylakkige  hoek  scherp  is,  en  op  welks  oppervlak,  het  middel* 
punt  niet  ligt)  hebben  wg  deze  functie  van  y  met  dy  te 
vermenigvuldigen ,  te  integreeren  tusschen  de  grenzen  O  en 
\^(B?  —  (P)^  GD ,  en  de  uitkomst  met  2  te  vermenigvuldigen. 

De  inhoud  van  het  schuitvormig  lichi^tm,  waarvan  DABO 
de  helft  is,  is  dus 


.i/(ii"-«^ 


j  (Ra  _  yaj  ^  ^  ^  sin#  cos^  -  (R^  —  y*)  boog  sin 
—  c  sin  #  V(W  —  c»  sin*  ♦  —  y")  j  dy. 


K(R"-y') 

ccosy 


De  eerste  twee  termen  geven 

1(>|,R*  +  Vic»)#  '+  c*  sin  ^  cos  ^{  J/(R«  -  c»)  . 


«) 
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In  de  oyenohietende  integraal 

subBÜttteeren  wg  y  =  V(R^  —  c*  sin*  ^  —  2*) ,  waardoor  zij  oyer- 
gaat  in 


(ü^  +  ci^  sin*  #)  boogcot  — : 1- 2^810  ^ 

^"'^^ zdz. 

l/(R*-c*8in»^  — 0») 


/    

+ 

Men  heeft 
(2?  +  d*  sin*  ^)  2f<fe 


zoodat  de  bovenstaande  integraal  door  partieel  integreereo  van 
den  eersten  term  overgaat  in 

—  Vj(Ain*04-2R*— e»)V'(Ra— Ain«#— 0>oogoot— r 


OBin^ 

tcoêf 


|/E«  — cigb»^ 


Tl  — '/>c(d»8inV+2R*+g*)8in»V^ 
Wl  «»  +  c»sina^ 


.,^,.  ,-_  ^  .  — .  .  ,  ,--- i»V^(Ra— casin»»-ga)  g^c  sip  » 

^  "  "•  •    "  "^  "*"  K(R*-casin»^-«»)  ' 


De  geintegreerde  term  is 

—  %(2R»  +  c*)#l/(R*-c') b) 

De  overgebleven  integraal  laat  zich  splitsea  ia  twee  deelen, 
namelijk 


Va  «'  -  %  (R'  -  c»  sin»  ^)  , 


V(R^  —  c»  sin»  ^  ~  z^) 


en 

K(K 

2^  +  c*  sin*  ^ 


ƒ< 
V(R*-casin»é-««)  , 


j/(R«-H:»Bm«^) 
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Yan  het  eerste  deel  is  de  onbepaalde  integraal 

mn^  j  —  %  0j/(Ra— (rWn»^  -  e«)-f  %  (R^-casin^^)  boog  sin 


z 


I      '•  "  '  ^       '    "'  ^'      "^     K(R»— c»sinV) 

wat|  tusschen  de  aangewezen  grenzen  genomen,  opleyert 

—  Vi<^8in^c»|/(Ra— c»)+V>c8in»(R»— <^sin»»)boogtg  ^^  *""  ^) _ 

e  oos^ 

—  «/e  vc  sin  ^(R*— c«  sin*  ^) c) 

In  het  andere  deel  stellen  wg  ter  bekorting  p  ^  V(R^  —  (^  sin*  ^), 
en  doen  de  substitutie 


«=l/rqr^    ^=^-T^' 


1  ->t<a 

waardoor  de  integraal,  onbepaald  genomen,  overgaat  in 

8  g^uHu 

~\ 
Men  heeft 


Vi  R*c  sin  é  /  ~ — 


8p*W*  2  R 


(1  +«*)  {R*(l  +«»)*  — V«*J         l+«^     R(l  +  u^)  +  2pii 

R 

"**R(H-wa)  -  2pM' 

dos  is  de  integraal,  onbepaald  genomen, 

—  «/j  R*c  sin  ^  X 

of,   als  Toor  p  en  i«  de  waarde  weer  wordt  ingevoerd,  en  de 
laatste  twee  boogtangenten  tot  één  vereenigd, 

..,.,.       1.       .    K(R*  — c^sin^é— «*) 

-  *i  B?c  sin  0  boog  tg -^^^— .  J         ^  + 

y(Br  —  er  sm*  f)  +  z 

.  •/  oav       i.    V(R*  —  c*  sin*  é  —  2?)  c  sin  A 
4-  %  R^boogtg  — ^^ ^^ i ^. 
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Yoor   de   onderste   grens    wordt   dit  gelgk  aan  nul  en  voor 
de  bovenste 

—  ^/>  R^c  sin  »  boog  tg  ^^^^       \  .  ^    .  + 

+  «ƒ»  B>  boog  tg  (^^^'^~  "^^  tg  »)  ,    .    .    .    d) 

De   yier  uitdrukkingen  a),  6),  c)  en  <2)  te  zamen  nemende 
vindt  men  ten  slotte 

V,  c«  sin  ^  oos  ^  1/(R«  -  c«)  —  ^j^wc  sin  ^  (R«  —  c«  sin»  ^)  + 

ccos^ 


Vi  c  sin  ^  (R*  —  c»  sin>  ^)  boog  tg 


1/(R«  -  c«) 


+  •/,  R»  boog  tg  (^-^=-^^  tg  ♦). 

De  uitkomst  kan  nog  iets  yereenyoudigd  worden.  Vooreerst 
kunnen  de  tweede  en  derde  term  worden  samengevoegd  tot 

l/(R«— c«) 

—  Vi  c  sin  é  (R*  —  ö*  sin*  é)  boog  tg  — ^ • 

ccos  ^ 

Maar  verder  is 

K  (R*  —  c*  sin*  f)  c  cos  ^ 

zoodat  ook  de  vierde  term  bij  den  tweede  en  derde  kan  worden 
opgeteld  en  de  uitkomst  wordt  dan 

«/,c»sin^oos^l/(Ra—<ja)—  Va  csin^(8R'— casin»^)  boog  tg^^-^^ + 

CCOS  0 

+  «/.R«boogtg(^^'j^'"''^tg»).    .    .    .    e) 

De  drie  andere  doelen  vindt  men  gemakkelijk  door  het 
gevondene  af  te  trekken  van  den  haken  bol  of  van  het  bol- 
segment BAE  en  het  laatste  verschil  weer  van  den  halven  boL 

Yergelgkt  men   de   aldus    verkregen  uitdrukkingen  met  de 
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boyenstaande ,  dan  blijkt ,  zooals  te  yerwachteo  was,  dat  de 
formule  voor  den  inhoud  van  het  deel  FCDE  uit  die  yoor 
ACDB  wordt  afgeleid  door  c  van  teeken  te  laten  veranderen, 
mits  men  in  het  oog  houdt  dat»  als  het  argument  yan  een 
boogtg.  door  oneindig  heen  van  teeken  verandert,  de  boog^. 
niet  in  —  boogtg.,  maar  in  ir  —  boogtg.  overgaat.  Vervangt  men 
^  door  zijn  supplement,  dan  vindt  men  den  inhoud  van  BDCE, 
en  doet  men  dit,  gelijktgdig  c  van  teeken  latende  veranderen, 
dan  komt  de  formule  voor  FODB  voor  den  dag. 

Noemt  men  {  de  loodlijn  uit  M  op  het  vlak  EDE,  dan  is 
c  sin  ^  =s  { I  c  cos  ^  =s  y{c^  —  P)f  Stellen  wg  dit  kortheidshalve 
=  m  en  V^(R^  —  c^)  =  hf  dan  laat  de  uitkomst  zich  ook  aldus 
schrgven 

h  hl 

%ln^  —  '/,^3R»  —  f»)  boogtg.  —  +  «/,R»  boogtg. 


Wat   de   beide   boogtangenten   betreft,   deze   laten  zich  op 

eenvoudige    wijze    in   hoeken,   in    de   figuur  voorkomend  uit- 

h 
drukken.    De  boog  tg  —  is  niets  anders  dan  de  tweevlakkige 

hoek  DMGC,  die  wij  a  zullen  noemen. 

l  h 

Verder  is  —  =  tg  ^  =  cot  CMG,  —  =  sin  CMD ,  dus 

—  X  4-  =  cot  CMG  sin  CMD  =  cot  CMDG. 

Noemen  wg  dus  den  tweevlakkigen  hoek  CMDG  =  ^i,  dan  is 

hl 
boogtg.  —  =  i/,,r  —  üi. 

De  uitkomst  kan  dus  ook  in  dezen  vorm  geschreven  worden : 
Vi  Ifnh  -  7,Z  (3R«  -  i^)  a  +  '/.irR'  -  «/3RV   -     •     Q 

3.  Het  gemeenschappelijk  deel  van  drie  elkaar  sugdende 
bollen  bestaat  nu  uit  zes  zulke  schuitvormige  lichamen ,  als 
,  waarvan  de  uitdrukking  e)  of  /)  den  inhoud  voorstelt.  Zg 
hebben  twee  aan  twee  dezelfde  R ,  twee  aan  twee  dezelfde 
ffi  en  £r  en  alle  zes  dezelfde  h.  Alleen  l  en  fg  zijn  voor  alle 
zes  verschillend.  Laat  nameigk  fig.  3  de  doorsnede  van  de 
drie  bollen  voorstellen  met  het  vlak  dat  door  de  drie  middel- 
punten gaat,  A»  B,  C  zijn  de  middelpunten,  FE^  GE  en  HE 
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de  drie  machtlijneD,  AI,  BK  en  CL  de  drie  stralea  door  het 
machtpuDt  E  getrokken,  S,  T  en  U  de  snijpuaten  yan  de 
machtlijnen  met  de  Terbindingslijnen  der  middelpunten.  D  is 
een  der  (niet  geteekende)  snijpunten  van  de  drie  bollen  en  heeft 
sijn   projeetie  in   E.     Wij   stellen   verder  AI=sP,   BE  =  Q, 


Fig.  3. 


CL«R,  BO=a,  0A=:6,  AB=c,  ES=mp  ET^m^,  ElJ=m3, 
B8«i,,CS==i/,  CT  =  /a,  AT-V,AU  =  J3,BÜ=V.  De  twee- 
ylakkige  hoeken  DBCE,  DACE  en  DA  BE  stellen  wij  aohtereenrol- 
gens  door  ce,  /3,  7  voor.  De  tweevlakkige  hoeken  CADB,  ABDC, 

2 
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BCDA  mogen  in  deze  volgorde  fi,  v,  (i  heeten.  De  deelen 
waarin  fc  door  het  loodrechte  vlak  AED  verdeeld  wordt  noemen 
wij  CADE^Mn  BADE==/[i2,  en  even  zoo  ABDE»vh  CBDE»  v,, 
BCDE:;^^,,  ACDE«pa. 

De  zes  deelen,  waarin  het  gen^eenschappeljjk  deel  der  drie 
bollen  verdeeld  wordt,  teekenen  zich  op  het  vlak  van  teekeniog 
af  als  EIG,  EIH,  EKH,  EKF,  ELF,  ELO  en  hebben  volgend 
ƒ)  in  deze  volgorde  tot  inhoud: 

V.w,«,fc  -  V,i,  (3Q« -./,»)  a  +  ViirQ'  -  «/.QS  1 

Bij  de  optelling  van  deze  zes  grootheden  laten  zich  nog 
verschillende  termen  samenvoegen.  De  zes  eerste  termen  leveren 
te  zamen  den  dubbelen  inhoud  van  het  viervlak  ABCD.  De 
zes  laatste  termen  kannen  twee  aan  twee  worden  samen- 
gevoegd» en  leveren  dan  op 

f' 

De  zes  derde  termen  geven  '/s'r(P'4^  Q^  + R').  In  de  zes 
tweede  termen  eindelgk  kunnen  de  verschjllende  { vrg  eenvou- 
dig in  de  zes  ribben,  van  het  viervlak  ABOD  worden  uitge- 
drukt.    Men  vindt  dan  bijv.  voor  de  coëfficiënt  van  (i 

3(P«  -  R^)»  +  66MP^  +  R')  -  i^ 
~  126 

Noemt  men  dus  Y  den  gezochten  inhoud,  I  die  van  het  vier- 
vlak ABCD,  dan  is 

V  =  21+ «/,ir(P' -h  Q' +  R»)  -  •/«  (PV  4- Q'^i' +  RV) - 

3(Qa^R^)a+6a^(Q^+Ra)-^a*        3(R^-P^)H  6b%R^+P^yb^ 

12a  ^^  126  ^     }é) 

3(P»  -  Q»)»  +  6ca(P»  +  Qa) -c* 

12c  '       .  . 

...       •  'l 

waardoor  Y  is  uitgedrukt  in  den  inhoud,  de  zes  ribbeii,j'e|i/de 
zes  tweevlakkige  hoeken  van  het  viervlak  ABOR..   .n,i< 


ld 

Als  E  batten  den  driehoek  ABC  ligt,  kan  het  gebeuren, 
dat  sommige  yan  de  zes  deelen,  waaruit  het  gemeenschap- 
pelgk  deel  bestaat,  niet  analoog  zgn  aan  het  deel  BADC 
Tan  den  bol  MA  (fig.  2)  maar  aan  een  der  andere  deelen  van 
den  bol,  dus  een  der  deelen  waarvan  de  tweevlakkige  hoek 
stomp  is,  of  op  welks  oppervlak  het  middelpunt  gelegen  is. 
Yan  de  hoeken  a,  /3  en  y  kunnen  er  dan  een  of  twee  stomp 
zgn,  van  de  hoeken  /u, ,  /u^t  v, ,  v,»  Pi  ^^  92  kunnen  er  enkele 
negatief  worden,  ook  de  eerste  term  yan  f)  kan  voor  enkele 
deelen  het  negatieve  teeken  krijgen ,  maar  de  einduitkomst  4) 
blgflt  in  alle  gevallen  dezelfde. 

Ligt  het  maohtpunt  van  de  drie  gproote  cirkels  buiten  de 
bollen,  dan  is  het  gemeenschappelgk  deel  van  geheel  aiideren 
aard.    Men  kan  dan  de  volgende  gevallen  hebben. 

1®.  Twee  bollen  sngden  elkaar  volgens  een  cirkel ,  die  geheel 
bniten  den  derden  bol  ligt.  Het  gemeenschappelgk  deel  is 
dan  die  derde  bol  zelf,  hetzij  in  zijn  geheel,  hetzij  verminderd 
met  een  of  twee  concaaf  convex-lensvormige  lichamen. 

2®.  Twee  bollen  liggen  geheel  binnen  den  derden  en  sngden 
elkaar  volgens  een  oirkel.  Het  gemeenschappelijk  deel  is  dan 
het  bioonvex-lensvormige  stuk,  dat  aan  beide  gemeen  is. 

3^.  De  kleinste  bol  ligt  geheel  binnen  den  naaatgrooterén , 
en  deze  binnen  den  grootsten.  Het  gemeenschappelijk  deel  is 
dan  natuurlgk  de  kleinste  bol. 


2* 


Dlb 


SUB  LA  SOMMATION  D'UNE  SÉRIE  INFINIE, 


PAR 


W.  KAPTEYN. 

(Utrecht). 


Je  me  propose  de  détermioer  Ia  aomme  de  la  série 

S  nln  (a)  I.(«), 

oü  Is  représente  la  function  cylindrique  de  première  espèce. 
En  introduisant  la  yaleur  connue,  n  étant  uo  nombre  pair, 

o  ^ 

on  a 

2  I,  (x)  sin  luj^ssf  — - —  (f«  sin  2^  +  <*  sin  4#  +  . .) 
*•*  o 

Or, 

f^sin2*  +  f^sin4«  +  .,=  ^-^^?^^ 

par  snite 

i  I,  (x)  sin  n^  =  ^^v^^hq  , 
••*  o 

oü 

Qsin  2ó 
r , 

1  —  2t^  cos  2^  +  <* 
En  difFérentiant  l'éqaation  précédente  on  aura 

S  nl«  (ir)  cos  n^  =  X  e«l    ''  ^  ^  • 
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Si  mainteDant  on  multiplie  cette  équation  par  -  oos  (a  sin  f)  d^ 

ir 

et   si  1'on  intégre  ensuite  entre  les  limites  O  et  a,  on  obtient 

OP  lp  ?f/-i)    /•*  dQ 

S  «I»  (fl?)  I,  (n)  =  —  Ac*\    V  M     5—  cos  (a  sin  ^)  a^ 

fci  "^  ft  7     o# 


=  —  ^«»\    ^itl   Q  sin  (a  sin  ^)  oos  ^<2^. 


O 

Posons,  pour  réduire  la  dernière  integrale 

r*'  sin  2a  cos  é  sin  (a  sin  é)  ,^ 

j         1  — 2?oos2^4<*  ' 

o 

alors   on    détenninera   aisément  une   éqnation   différentielle  k 
laquelle  satisfait  cette  integrale.    En  effet,  on  aura 

du       r*  sin  2^  cos  ^  cos  {a  sin  ^)    . 
dic^J         1  — 2<»cos2#  +  ^      "°*  *' 

d'u  /-«   sin  2^  cos  0  sin  (a  sin  f)    . 


da^ 


et  parce  qne 


/^    Bin  ïs^  cos  tt  sm  \a  sin  •)    .  .     , 
^^ ^^  sin*  édé 
l--2^»cos*#  +  ^      «99 


sin*  A  5= ^-^ ^ ir-^ 

öPm  .  Ir' 


rfa* 


1     /•" 
—  m*tt  =  —  — ^  I      sin  2^  cos  ^  sin  (a  sin  ^)  (f^ , 


oü 


1— <« 

2< 

En  remarquant  que 

sin  20  cos  0  =  i  (ein  3^  +  sin  0) , 
Ie  second  membre  de  l'équation  différentielle  prendra  Ia  fonne 


--^P3(^)+I.(«)]^ ii 
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par  suite 

dHi         ,  iris  (ff) 

fH'll  SS ,_ -.  • 

da*  2fia 

L'intégrale  particuliere  de  cette  équation  que  nous  oherohonB 
remplit  les  conditions  BviTaotes:  pour  a^O^  ussQ  et  poiir 
la  même  valeur  de  a 


rgin  2^  coB  ^  Bin  ^  ^ 
1  — 2<»oofl2^  +  «*   * 

o 

1    /•«»    (1  — coB2a?)d» 


8J      1- 


2^  COB  a?  +  ^ 


ir 


4l9l(  J  p 


D'aprèB  Caught,  Tintégrale  générale  s'ecrit 

ö 

A  et  B  désignant  des  ooDstantes  arbitraires.   En  introdoisant 
les  conditions  précédentes,  l'intégrale  cherohée  prend  la  forme 

Ayec  cette  valeur,  Ie  second  membre  de  l'équation 

•  ar    -lt-l\ 

2  nln  (a)  I.  (a?)  =  -  (^  e^riltu 

se  reduit  k 

O 

=  -  [I3  (x  +  a)  —  I3  (a:  —  a)  +  I5  (a;  +  a)  —  I5  (ar  -  «)  +  . .] 

TT 
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Ponr   rimplifier   ce  résultat  nous  remarquerons  que  la  diffé- 
rentiation  oonduit  k 

S  «I^a)  -^  =5-  [Ia  («  +  «)  -  T»  («  -  «;] 

fl.4  CUT  O 


Or,  d'après  one  forinnle  connue 


Ia  O) 


il,(*  +  a]=[      Io(x+«-^)-^ 


-dP, 


O 


r 


I„(x-a  +  /3)?^d^, 


par  Bttite 


i.W-^'=f|/"".(«+.-3)!f4i+/V»-.Wf-V 


a— <P 


.    «4-7  «— 7 


^7, 


d'oü  enfio,  en  intégrant  entre  les  limites  O  et  x^ 


i  nU  (a)  I.  (x)  =  ^  ƒ  rfa?  ƒ 'lo  (x—  7) 

o  o 

En  comparant  les  valeurs  de  u 
r^Bin2»coB»8in(gBin»)d»  ^  jr^  fg««_^-  •»« )  — 


Ia  («  +  7)  .   la(^-y) 

1 +  

a  +  7  a  —  7 


d7. 


1.0) 


-i^.r"^-''-'-*^iT'^ 
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on  obtient  enoore  une  formiüe  intéreaaaote.    En  effet,  en  snb- 
Btituant  t^l  f  OD  a  iiis=0 


=2a. 


r^ifi(a-|3)  _  ^-m{a-/5) 


(? z^ )     =2(a-0). 


par  suite 


1    rir  COB*  ó  Bin  {a  sm  é)  dó      a       /-a,         /^xlaO)^/» 
^  ƒ     ^ — i ^^^—^  =  5"  —  /    («  —  h)  "TT  ^"' 


Or,  en  introduisant 

a-/3  =  2[I,(a-^)  +  3l3(«-0)  +  5l5(a-0)+..] 
et  remarqnant  que 


ƒ   I-(«-0)y^rf^== 


Ie  second  membre  prend  la  forme 


-|--(I3  +  3I5  +  5I,  +  ..), 


OU,  parce  que 


a 
2 


la  forme 

I1  +  2I3+2I5... 

De  cette  maniere  on  obtient 


/•ir  C08*  é  sin  (a  sin  é)  dó      ,       ^^ 

/     ?! _!^ 5!^^-ï  =  I,  +  2I,  +  2L+... 
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En  tnutsfonnant  Ie  premier  membre  de  cette  équation  de  la 
maniere  auiyante 

1    /"(l  —  riii*^)8iii(aBin^)d^  ^  1    r*  Aïï(aAn^)d^ 

w  J  sin  ^  w  J  sin  ^  ' ' 

o  o 

il  Tient 

1    /•»  sin  (a  sin  ♦)  rf#      ^  ,, 

w  J  sm  é 

o 

ce  qni  s'acoorde  ayec  Ia  formnle  de  Lommbl 

2(1, +  Is  +  l5  +  ..)=  ƒ"Io(^)d^. 


M>8  8r 


i    ' 


IETS  OVER  AUTOPOLAIRE  KROMMEN  EN  OPPEKYLAKKEN, 


DOOE 

P.  ZEEMAN. 

(Leiden.) 


1.  Autopolaire  krommen  zijn  krommen,  welke  door  eene 
polaire  transformatie ,  ten  opzichte  eener  kegelsnede  k^ ,  in  zich 
zelf  getransformeerd  worden.  De  poollijn  (ten  opzichte  yan  k^ 
van  een  willekeurig  punt  A  op  zulk  eene  kromme  zal  dus 
raaklijn  zijn  dier  kromme  in  een  punt  B ,  terwijl  omgekeerd  de 
poollijn  van  B  moet  samenvallen  met  de  raaklijn  der  kromme 
in  A. 

Evenzoo  zijn  autopolaire  oppervlakken ,  die  oppervlakken , 
welke  door  eene  polaire  transformatie,  ten  opzichte  van  een 
kwadratisch  oppervlak  O,  in  zich  zelf  getransformeerd  worden. 
Het  poolvlak  (ten  opzichte  van  0^  van  een  willekeurig  punt 
A  op  zulk  een  oppervlak  zal  dus  dit  oppervlak  in  een  zeker 
punt  B  moeten  raken,  terwijl  omgekeerd  het  poolvlak  van  B 
moet  samenvallen  met  het  raakvlak  aan  't  oppervlak  in  A. 

Omtrent  dergelijke  autopolaire  krommen  en  oppervlakken  kan 
men  zich  o.  a.  de  volgende  vragen  stellen : 

1".  Gegeven  is  eene  kegelsnede  (een  kwadratisch  oppervlak). 
Te  bepalen  alle  krommen  (oppervlakken),  die  ten  opzichte  van 
deze  kegelsnede  (dit  kwadratische  oppervlak)  autopolair  zijn. 

2'.  Gegeven  is  eene  kromme  (een  oppervlak).  Te  bepalen 
alle  kwadratische  krommen  (oppervlakken),  ten  opzichte  van 
welke  deze  kromme  (dit  oppervlak)  autopolair  is. 

In  het  volgende  worden  enkele  opmerkingen  over  beide 
vragen,  doch  voornamelijk  over  de  tweede  gemaakt. 

2.  Opdat  eene  kromme  kn  (wij  beperken  ons  tot  algebraïsche 
krommen)  autopolair  kan  zijn  ten  opzichte  eener  kegelsnede  A^, 
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moet  asij  aan  sekere  Toorwaarden  Toldoen.  Is  tooh  die  kromme 
▼an  den  graad  n ,  de  klasse  m  en  heeft  zg  d  dubbel-  en  k  keer- 
punten ,  dan  lal  de  reciproke  poolkromme  yan  kn  van  den  graad 
m,  de  klasse  n  zgn,  terwijl  zg  d  dubbel-  en  k  buigraaklijnen 
heeft.  Zal  dus  kn  samenvallen  met  die  reciproke  poolkromme, 
dan  moeten  graad  en  klasse  even  groot  zijn ,  terwgl  het  aantal 
der  dubbelpunten  met  dat  der  dubbelraaklynen,  het  aantal  der 
keerpunten  met  dat  der  buigraaklgnen  moet  overeenstemmen. 
Volgens  de  bekende  formules  yan  Plücksr: 

m  =  n(n  —  1)  —  2d  —  8i,    t  =  3fi(n  -  2)  —  6d  —  8fc  enz. 

heeft  men  nu  als  m  =  n  is: 

2d+Sk  =  n{n  —  2)j    t  =  jfc,    T  =  d. 

Zijn  dus  graad  en  klasse  der  kromme  kn  eyen  groot ,  dan  zal 
het  aantal  der  dubbelpunten  gelgk  zijn  aan  dat  der  dubbelraak* 
Ignen,  enz.  Als  yoorwaarde,  waaraan  kn  moet  yoldoen  opdat 
zg  autopolair  kan  zgn  ten  opzichte  eener  kegelsnedoi  hebben 
wij  dus,  dat  graad  en  klasse  dier  kromme  eyen  groot  moeten 
zgn.  Is  echter  aan  die  voorwaarde  voldaan,  dan  moet  nog 
worden  onderzocht  of  werkelijk  kegelsneden  kunnen  gevonden 
worden,  ten  opzichte  van  welke  kn  autopolair  is. 

Zg  nu  ten  eerste  de  kromme  zelve  eene  kegelsnede,  bijv.  de 
cirkel  o^  +  y*  —  R^  =  0.  Eene  kegelsnede  Ar, ,  ten  opzichte  van 
welke  de  cirkel  autopolair  is ,  moet  met  dien  cirkel  een  dubbele 
aanraking  hebben.  Is  toch  A  een  punt,  gemeen  aan  de  beide 
krommen ,  dan  zal  de  poollgn  van  A ,  d.  i.  de  raaklijn  in  A  aan 
k^  den  cirkel  ergens  moeten  raken.  Die  aanraking  nu  moet  in 
A  plaats  vinden,  wgl  anders  die  raaklijn  drie  punten  met  den 
cirkel  gemeen  zou  hebben.  De  vergelijking  van  k^  is  derhalve 
van  den  vorm : 

«^  +  y»  -  R*  +  X  (aa;  +  fty  +  c)a  =  O 

waarin  a,  b  en  c  willekeurige  constanten  zgn.  Nu  moet  de 
poollgn  van  een  punt  (a;iyi)  op  den  cirkel  samenvallen  met  de 
raaklijn  in  een  punt  (3^2)  ^^^^  kromme;  de  beide  vergelijkingen: 

X  {x,  +  a\(ax,  +  Ay,  -h  c)}  -f-  T  {y,  +  b\(ax,  +  fty,  +  e)l  + 

+  I  -  R^  +  cX  (fliT,  +  6y ,  +  c)  l  =  O 

Xa?2  +  Yyj  — Ra  =  0 
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moeten  dus  identiek  sgn,  waaruit  volgt: 

ar,  y,  -  R» 


(2) 


x^■\■aX^aXl^\■b1fl^^^e)     y,+6A(ax,+6y,-Jc)      — R'+cX(aar,  +  6y,+c) 

wgl :  x^-\-y^  —  R*  =  O  is ,  moet  dan  ook 

R»  {«,  +  a\ (a«i  +  6y,  +  c)|»  +  R»  {y,  +  JA  {ax,  -f-  6y,  +  c)}»  - 

—  J-  R»  +  cX(aa;,  -|-  6y,  +  c)}«  =  O 

zgn,  vaaniit  volgt: 

2R»  -f  JR«(a»  +  6»)  —  c»|  A  =  O 
of: 

2R» 


De  cirkel :  a^  +  y^  —  R*  =  O  is  derhalve  aatopolair  ten  op- 
zichte van  alle  kegelsneden ,  bepaald  door  de  Tergelykiog: 

2R»(<w?  +  iy4-c)«  — {(a^  +  i^R^  — c^HaJ^  +  y*  — Il^l=--0   (3). 

Wgl  door  eene  projectieve  transfonnatie  de  cirkel  in  elke 
andere  kegelsnede  k^,  kan  worden  omgezet  en  daarbg  dan  tevens 
de  kegelsneden,  bepaald  door  de  vergelgking  (3)  getransfor- 
meerd worden  in  kegelsneden ,  ten  opzichte  van  welke  k^  auto- 
polair is ,   heeft  men   dus  in  't  algemeen ,  wijl  in  die  vergelg- 

a  b 

king  (3)  twee  willekeurige  parameters  —  en  —  optreden: 

c  c 

Eene  kegelsnede  k^  is  autopolair  ten  opzichte  vvn  oo^  kegel' 
sneden  j  die  elk  met  k2  eene  dubbele  aanraking  hebben. 

Hieruit  is  door  Appell  een  middel  afgeleid ,  om  alle  krommen 
te  verkrijgen ,  die  ten  opzichte  van  de  kegelsnede  Atj  autopolair 

zijn.    Neemt  men  tusschen  de  parameters  —  en  — ,   welke 

c  c 

in  (3)  optreden 9  eene  willekeurige  betrekking  aan,  m.  a.  w. 
neemt  men  uit  het  stelsel  der  od^  kegelsneden  een  stelsel  van 
00 '  dier  kegelsneden,  dan  zal  de  omhullende  dezer  krommen 
eene  nieuwe  kromme  zijn ,  die  autopolair  is  ten  opzichte  van  k^ 
en  op  deze  wijze  kunnen  alle  dergelijke  krommen  worden  ver- 
kregen. ') 

Nemen  wg  ten  tweede  eene  kromme  van  den  derden  graad. 


1)     Appell ,  NouTelIee  Annales  de  MathématiqueB,  3e  Série.   T.  XIIL  1894. 
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Zal  deze  aatopolair  kunnen  «gn  ten  opsiohte  eener  ke^lsnede , 
dan  moet  zij  van  de  derde  klasse  zijn  en  dus  een  keerpunt 
hebben;  zij  heeft  dan  tevens  één  buigpnnt.  Zg  nu  de  verge- 
Igking  dier  kromme  in  homogeene  coördinaten: 

waar  o;,  =0,  a?2  =  0  het  keerpunt,  ai^  =  0  de  raaklgn  in  het 
keerpunt,  x,  =0,  x^=^0  het  buigpunt  en  a:,  =  0  de  buig- 
raaklgn  zal  zijn.  Wgl  door  de  polaire  transformatie  ten  op- 
zichte van  ^  het  buigpunt  in  de  raaklgn  in  't  keerpunt  en  dit 
laatste  in  de  buigraaklgn  moet  worden  getransformeerd,  zal  de 
driehoek,  welks  zijden  zijn  :P|  =  0,  0^  =  0,  X3  =  0  een  pool- 
driehoek  van  ^  moeten  zgn  en  dus  de  vergelgking  dezer  kromme 
Tan  den  Yorm: 

AX,2  +  BV  +  CX3*  =  0. 

De    poollijn    van   het  punt  x^^  0^2,  x^  der  gegeven  kromme 
Talie  nu  samen  met  de  raaklijn  in  yi ,  ^21  Vzy  ^^^  moeten 

AX,Jt,  +  BX2a?2  +  0X30^3  =  O 
en  i 

3X,y,»  —  2X2y2y3  -  X^yj»  =  O 

Identiek  zgn  en  dus: 

Aar,  B^2  ^^3 

8^"-2y2y3^-ya^  ' 

Elimineert  men  hieruit  en  uit  a^'  —  x^x^^^d^  oT],  ^  en  x^ 
dan  Torkrijgt  men,  wijl  ook  y^^  —  y%yz^=^^  is* 

4         27 


B»C      A3 

als  betrekking,  welke  tussohen  de  ooêf&ciönten  A,  B  en  C  moet 

B  C  4  , 

bestaan.    Stelt  men  — —  «=  A ,  en  dus  -r-  =  —  -;—■  \\  dan  ver- 

A         '  A  27      ' 

krijgt  men  dat  de  gegOTon  kubische  kromme  autopolair  is  ten 

opzichte  Tan  alle  kegelsneden,  bepaald  door  de  Torgelgking: 

X.»  4  AX22  -  -^—  Xj^  =  O  , 
I  a  27A2       ' 

derhalTC : 
Elke  kubische  kromme  van  de  derde  klasse  is  autopolair  ten 
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opstiohte  van  ooi  kegehneden.  Voor  dk  dezer  kegêUneden  is  de 
driehoek  j  gevormd  door  de  raaUijnen  in  het  keerpunt  en  het 
buigpuntj  benevens  de  verbindingslijn  dezer  punten  een  pooU 
driehoek.  Door  een  uMlekeurig  punt  van  U  vlak  gaan  drie  dezer 
kegelsneden. 

Het  laatste  volgt  daaruit,  dat  in  de  vergelijking  dier  krom- 
men, de  parameter  X  tot  de  derde  macht  optreedt 

Overgaande  tot  krommen  van  den  vierden  graad ,  hebben  wg 
reeds  boven  gevonden,  dat  zal  zulk  eene  kromme  autopolair 
kunnen  zgn  ten  opzichte  eener  kegeUnede.  2<i(-f-3i  =  8  moet 
zyn.  De  kromme  moet  dus  vier  dubbelponten ,  of  één  dubbel- 
punt  en  twee  keerpunten  hebben.  Laten  wg  het  eerste  geval, 
in  't  welk  de  bikwadratische  kromme  in  twee  kegelsneden 
ontaardt,  buiten  beschouwing  en  onderzoeken  wg  alleen  het 
laatste.  Daartoe  gaan  wg  uit  van  de  kromme,  welker  verge- 
lijking ten  opzichte  van  rechthoekige  coördinaten  is: 

(ipa  +  ya  —  2aa?)a  =  i»(a?»  +  y^). 

Deze  kromme,  de  lima^on  van  Pascal,  heeft  twee  keerpunten 

in  de  imaginaire  cirkelpunten  in  't  oneindige;  de  raaklijnen  in  die 

keerpunten  zijn  de  Ijjnen  y  ==^  ±i{x  --  a).    Verder  heeft  zij  een 

dubbelpunt  in  den  oorsprong,  met  de  beide  Ignen  (4a^  —  V)a^  — 

—  bhf^  =  O  tot  raaklijnen  in  dat  dubbelpunt,  terwgl  zij  in  de  punten 

(8a«  +  *2)  (4a^  —  6*1  4a«  — i»   , 

'  =  — ^-^^^ -\y  =  --^^K(16««-6.)(4««-6^ 

ft* 

boigpunten  heeft.  Eindelgk  heeft  zg  een  dubbelraaUgn  x^  —  r— ; 

8a 

de  raakpunten  op  deze  lij  n  worden  bepaald  door  ysdb  —  K 1 6a*—  ft*. 

8a 

Zal  nu  deze  kromme  autopolair  zgn  ten  opzichte  eener  kegel- 
snede  k^j  dan  moet,  wgl  de  kromme  symmetrisch  is  ten  op- 
zichte van  OX,  ook  de  kegelsnede  symmetrisch  t/o  van  deze 
Ign  zijn:  haar  vergelgking  is  dus  van  den  vorm: 

Aa^»  +  Cy*  +  2Dx  +  F  =  0. 

In  de  polaire  transformatie  ten  opzichte  dezer  kegelsnede 
moeten  nu  de  buigpunten  getransformeerd  worden  in  de  raak- 
lijnen in  de  keerpunten ,  het  dubbelpunt  en  de  beide  raaklgnen 
in  dat  punt  in  de  dubbelraaklijn  en  de  beide  raakpunten  dier 
lijn.    Drukt  men  dit  uit,  door  aan  te  geven  dat  de  poollgnen 
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der  boigpunten  Mmenvallea  met  de  raakljjnen  in  de  keerpunten , 
enz.,  dttn  vindt  men: 

Z.  _  ^      A  _  _  _1???±^'_  .   ^  _  ^    (16a«  —  fty» 
D"  ~  8Ö  '   ~D  ~       8o(4a»—  J^  *    D  ~       8a(4a>  -  *»)%' 

Daaruit  volgt,  dat  er  slechts  twee  kegelsnedea  zijn,  ten  op- 
zichte van  welke  de  lima^on  van  Pascal  autopolair  is.  Ten 
opzichte  van  elk  dier  kegelsneden  toch  wordt  keze  kromme, 
door  de  polaire  transformatie  omgezet  in  eene  bikwadratische 
kromme,  die  met  haar  de  buigpunten,  de  keerpunten,  het 
dubbelpunt,  benevens  de  raakignen  in  die  punten,  verder  de 
dubbelraaklijn  en  de  raakpunten  op  die  lijn  gemeen  heeft.  De 
reciproke  poolkromme  heeft  dus  meer  dan  zestien  punten  met 
de  limagon  van  Pascal  gemeen;  zg  zal  daarmede  geheel  samen- 
vallen. Wgi  de  onderzochte  bikwadratische  kromme  door  eène 
projectieve  transformatie  in  elke  andere  bikwadratische  kromme 
met  twee  keerpunten  en  één  dubbelpunt  kan  worden  omgezet 
en  de  kegelsneden,  èen  opzichte  van  welke  de  eerste  autopolair 
is,  daarbij  getransformeerd  worden  in  kegelsneden,  ten  opzichte 
van  welke  de  getransformeerde  kromme  dezelfde  eigenschap 
bezit,  heeft  men: 

Elke  bikwadraiisehe  kromme,  die  twee  keerpunten  en  ééti  dub- 
belpunt heeft  ^  is  autopolair  ten  opzichte  van  twee  kegelsneden. 

Ga^ui  wij  nu  ten  slotte  over  tot  krommen  van  hoogeren  dan 
^en  vierden  graad,  dan  blijkt  spoedig  dat,  wanneer  wg  als 
singttlariteiten ,  die  bg  deze  krommen  optreden ,  alleen  de  meest 
eenvoudige,  de  dubbel-  en  keerpunten  beschouwen,  voor  zulke 
krotnmen  geene  kegelsneden  zgn  aan  te  geven ,  ten  opzióhte 
van  welke  zij  autopolair  zijn.  Zoo  is  eene  kromme  van  den 
vgfden  graad ,  die.  drie  dubbel  en  drie  keerpunten  heeft,  en  dus 
van  de  vgfde  klasse  is,  in  't  algemeen  niet  autopolair  ten  op- 
zichte van  eeuige  kegelsnede.  Laat  men  echter  ook  hoogere 
singulariteiten  dan  dubbel-  en  keerpunten  toe,  dan  kunnen 
krommen  van  hoogere^  graad  wel  aütopolair  zijn.  Neemt  men 
bgv.  de  kromme  :      . 

waarin   m  en   n   positief  ondersteld  worden,  dan  hébben  deze 

krommen  van  den  m  4-  n^^  graad  eii  klasse  de  pnbtea  in  't  on- 

;  eindige,  der  assen  OX  en  OY  achtereenvolgens  tot  n-voudig  en 

_iiir:vwdig.punt,  terwijl  de  raakignen  in  die  veelvoudige  punten 
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alle  met  OX  of  OY  BamenTallen.  Een  eenvoadig  onderaoek , 
geheel  overeenkomende  met  dat,  bg  de  kubische  krommen 
ingesteld,  leert  hier  dat  de  kromme  x^if^  =  aM+M  autopolair  is 
ten  opzichte   van  alle  kegelsneden ,    bepaald  door  de  yergelij- 


Aa:»+Oy*- D=0 
mits  tusschen  de  constanten  A,  C  en  D  de  betrekking: 


^a(m+«) 


(4r  (1)"- 


(m  +  ny^-^ 

bestaat.  Elke  dergelijke  kromme  is  dus  autopolair  ten  opzichte 
yan  od*  kegelsneden.  Behalve  de  boven  gevonden  bikwadrati- 
sche  krommen,  die  autopolair  vraren  ten  opzichte  van  slechts 
twee  kegelsneden,  zijn  er  dus  nog  andere  bgv.  a^y  =  o^,  die  ten 
opzichte  van  oo^  kegelsneden  autopolair  zijn. 

3.  Voor  oppervlakken  kunnen  wg  een  dergelijk  onderzoek 
instellen.  Nemen  wij  allereerst  een  kwadratisch  oppervlak,  bgv. 
de  paraboloïde 

xy  =pz. 

Zal  deze  autopolair  zgn  ten  opiiohte  van  het  kwadratische 
oppervlak : 

F  (ps,  y,  z)  =  a^^Q^  +  a^^  +  a^z^  +  2a^yz  +  2a^izx  +  2a^^  4- 

+  2a^^x-^2a^ +  2a^z  +  a^^0    ....    (4) 

dan  moet,  opdat  het  pool  vlak  van  een  punt  x,  y,  z  der  parabo- 
loïde ten  opzichte  van  (4)  samenvalt  met  het  raakvlak  in  H  punt 
^}  Vtf  ^  dof  paraboloïde  : 

yi  _  ^  _ 


—  p  —pz^ 


zijn.    Daaruit  volgt,  wijl  Xiy^  =^pzi  is: 

—  (013*  4-  a^y  +  033^  +-  034)  {a^^9  +  a^y  ■\-a^z-^  a^. 

De  eenige  betrekking ,  aan  welke  x,  y  en  z  enz.  voldoen  is 
xy=pzi   hiermede   moet  dus  de  laatste  vergelgking  identiek 
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zijn.    Dit  geeft  de  volgende  betrekkingen  tusschen  de,   in  (4) 
optredende  coëfficiënten : 

l)Oi2<'2a  'Oxi^ul   /rv        Ï^(^n<»23  +  fl'uöi3)  =  <'i30f34  +  öruflr33    .    ,^. 

pa^a^  =  a34«44   ''  P  (flia«'24  +  <'22«14)  =  öra3044  +  0^240^34 

en:  P^i0u02i-\'<'i2^)==03i<^u  + ^u      ....     (7). 

Lost  men  a,4,  a^^,  a^^  on  a44  uit  (5)  op,  dan  verkrggt  men: 

^ön«12  ^  ^gl2<»22  ^  «?i3^ 

^i4=i>— — I     0^24  =jp— — »     ^34=^^":; — » 

*'13  **23  "33 

0^44  -  P =  P%  1  ^22«'33 


X'  «-u—A*-»»    ^     2^     2 
«34  »I3  ^'23 

Substitueert  men  dit  in  (6)  en  (7),  dan  gaan  daardoor  deze 
betrekkingen  over  in : 

(ojp*  —  aj^a^)  {a^^a^  -  0,3023)  =  O 

(«13*  -  «11^33)  («120^33  —  0,3023)  =  O 

(023»  —  O22O33)  (0,3033  —  0,3023)  =  O  }      ...    (8) 

(o,3«  —  o„033)  (0,2033  —  0,3023)  =  o 

(ör|3^ör23^   -  Ö,1«2I«33^)  (^12^^33'  —  fl'ls'V)  =  O 

Aan  deze  vergelijkingen  wordt  ten  eersto  voldaan  door 


Dan  wordt: 


«13*  =  «'liöSS  >       0^23*  =  022033' 


»14=l>Öl2l^-''-,     a24*l>ö,2l/^,     Ö34=^|>K0„022,     a^=p^^ 
^  «33  '    «33  «33 

en  dus  de  vergelijking  van  een  kwadratisch  oppervlak,  ten  op- 
zichte  waarvan   de  gegeven  paraboloïde  xy  =s  pz  autopolair  is , 

a^x^  +  a22y^  +  0333»  +  2  Va^yz  +  2  Voua^zx  +  2a^^  h- 

+  2i?o,2|/'^r  +  2po,2|/''«yT  2p  l^^^j^^  +p^  —  =  0, 
'  «33  '  «33  «33 

d.  i. 

ly^xX^-V'^^'\-VV^z^^^l^  ^2{^^^  (9). 
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Op  deze  wijze  verkrijgt  men  derhalve  oo^  kwadratische  opper- 
vlakken y  ten  opzichte  van  welke  de  paraholcUde  autopolair  is; 
elk  dezer  raakt  dit  oppervlak  volgens  eene  kegelsnede  aan, 

Aan  de  betrekkiDgeo  (8)  wordt  ook  nog  yoldaan  door: 

«12^33  —  ör,3cr23  =  0. 

Voeren  wij  dit  en  de  boven  voor  a,4  enz.  gevonden  waarden 
in  de  vergelijking  (4)  in ,  dan  gaat  deze  over  in  : 

^ii«*  +  flay^  +     ^^  ^  z^  +  2a^z  +  2a;^^zx  +  2a,j^y  -f 

^2p'-^x  +  2p''-^y-^-2pa,,z  +  v-a,,a^-^         (10). 

Elk  dezer  kwadratische  oppervlakken  heeft  met  de  parabo- 
loïde  een  scheeven  vierhoek  gemeen.  Immers ,  de  vergelijking 
van  een  kwadratisch  oppervlak,  dat  met  de  paraboloïde  de 
vier  lijnen 

P  ^,  P  ^  P  P 

a?  =  — ,  y  =  \z\  a;  =  --,  y  =  Aje;  «=*/ii^,  y  =  -  en  a;  =  pt^z,  y  =  — 

A,  Ajj  /li,  /i2 

gemeen  heeft  is: 

(A,a?  +  /M,y  —  X,/u,2  —  j?)  (Aj-r  -f  li^z  —  \v%z—i))  + 
+  A(A2a?  +  ^^y  —  Aa/Li,3  —  ^)  (A,a:  '\-  fijg  —  Kfi^^  —  p)  =  O 

en  dit  is  identiek  met  (10),  wanneer  slechts 

A|A2  =  — — ,  A,  f  A2  =  — ^— ,  f«i^2  =  — — »  /'i  +  A'2=  — ^-- 

Ö12<'22  öFja  (ï,,a,2  a,, 

en  A  ~  1  genomen  wordt. 

Er  zijn  dus  nog  oc^  kwadratische  oppervlakken  ^  ten  opzichte 
van  welke  de  paraboloïde  autopolair  is;  elk  dezer  heeft  met  dit 
oppervlak  een  scheeven  vierhoek  gemeen.  *) 

Wijl  door  eene  projectieve  transformatie  de  paraboloïde  in 
elk  ander  kwadratisch  oppervlak  O2  kan  worden  omgezet  en 
daarbij  de  kwadratische  oppervlakken ,  ten  opzichte  van  welke  zij 
autopolair  is  overgaan  in  oppervlakken  ten  opzichte  van  welke 


^)  Zie  hieroyer:  B.  Stubv  „Feber  ColHneationeD  und  Correlationen/'  Math. 
Annalen,  Bd.  XXVI,  1886.  Hier  worden  langs  meetkundigen  weg  o.  a  alle 
algemeene  reciproke  transformaties  bepaald,  die  een  kwadratisch  oppervlak  in 
licb  zelf  transformeeren. 
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Oa  dezelfde  eigaMohap  bezit ,  geldt  het  boyen  gevonden  resultaat 
niet  alleen  Yoor  die  paraboloïde,  doch  voor  elk  willekeurig 
kwadratisch  oppervlak. 

4.  Gaan  wij  verder  uit  van  een  kubisch  oppervlak  O3.  Zal 
dit  autopolair  zijn,  dan  moet  het  van  de  derde  klasse  zijn  en 
dus  6f  een  regelvlak  6f  een  oppervlak  zijn ,  dat  drie  biplanaire 
punten  heeft.  Behandelen  wij  eerst  het  laatste  geval»  dan 
kunnen  wij  ons  die  biplanaire  punten  denken  in  de  punten  in 
't  oneindige  der  coördinaatassen ;  de  vergelijking  van  het  opper- 
vlak zal  dan  zijn  van  den  vorm : 

xyz  =  a?. 

Bg  dit  oppervlak  treden  ook  drie  bizondere  raakvlakken  op , 
nl.  de  coördinaten  vlakken.  Terwgl  toch  door  eene  willekeurige 
lijn  der  mimte  drie  raakvlakken  van  't  oppervlak  gaan ,  waar- 
van geene  twee  samenvallen ,  zullen  van  de  raakvlakken ,  gaande 
door  eene  Ign  in  een  der  coördinatenvlakken  gelegen,  twee 
met  dat  coördinatenvlak  samenvallen.  Daaruit  volgt,  dat,  zal 
het  gegoven  oppervlak  autopolair  zijn  ten  opzichte  van  een 
kwadratisch  oppervlak  O2,  door  de  polaire  transformatie  ten 
opzichte  van  O2  de  punten  in  't  oneindige  der  coördinaatassen 
moeten  getransformeerd  worden  in  de  coördinatenvlakken  en 
wel  moet,  zal  O2  niet  ontaarden,  het  punt  in  't  oneindige 
eener  as  worden  getransformeerd  in  't  coördinatenvlak,  dat  dit 
punt  niet   bevat.    De    vergelijking  van  O2  moet  dan  zgn  van 

den  vorm : 

Arr'  +  By^  +  Ce*  — D  =  0. 

Wijl  het  poolvlak  van  een  punt  x^  y,  z  op  het  kubische  opper- 
vlak moet  samenvallen  met  het  raakvlak  in  een  ander  punt 
^itVu  ^1  ^^°  ^^^  zelfde  oppervlak,  moeten  tusschen  die  coördinaten 
de  betrekkingen: 

kx         By         Cz         D  ' 

bestaan.  Daar  verder  zoowel  x^  y,  z  als  o:,,  yi,  24  aan  de  vergelij* 
king  van  't  oppervlak  voldoen ,  verkrygt  men ,  door  eliminatie 
Tan  die  coördinaten,  hieruit  de  betrokking  tusschen  do  coëffi- 
ciënten A  .  .  • .  D: 

,       en  ABC    „ 
1  =  27  -^  a\ 
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^      i  ^  ^         B  ^  .       C  1  ,  . 

stelt  men  —  =  A ,  :^  =  u  dan  ib  —  =  — — —  en  dus  de  ver- 
D  D  D      21XfA 

gelijking  yan  bet  opperylak  O2 

Elk  kubisch  oppervlak  met  drie  biplanaire  punten  is  dus 
autopolair  ten  opzichte  van  oo^  kwadratische  oppervlakken.  Voor 
elk  dezer  laatste  oppervlakken  is  het  viervlak ,  gevormd  door  het 
vlak  der  drie  biplanaire  punten  en  de  raakvlakken ,  die  door  de 
verbindingslijnen  dezer  punten  twee  aan  twee  gaan ,  een  pool- 
viervlak. 

Is  het  kabische  oppervlak  een  regelvlak ,  dan  kan ,  uitgezon- 
derd voor  het  geval,  dat  men  met  een  oppervlak  van  Cayley 
te  doen  heeft,  de  vergelijking  van  dit  regelvlak  steeds  worden 
gebracht  in  den  vorm: 

T^z  —  ay^  =  0. 

Op  dezelfde  wjjze  als  boven  vindt  men  dan,  dat  dit  regel- 
vlak antopolair  is  ten  opzichte  der  cx^  kwadratische  oppervlak- 
ken, bepaald  door  de  vergel  tjking : 

Arr»  +  tiy^  +  z^  —  a^  —  =  0. 

Daarbij  wordt  dan  het  punt  x,  y,  z  en  het  raakvlak  in  dit  punt 
aan  het  kubische  oppervlak  door  de  polaire  transformatie  om- 
gezet in  het  raakvlak  in  het  punt  a?,,  yi,  ^,  en  dat  punt,  waarbg  : 

2öfX  ^   X»  A^ 

arar,  =-^,    yy,  =  — 2a— ,    zz^=a-' 

Eindelijk  wordt  ook  voor  het  regeloppervlak  van  Cayley  , 
waarvan  de  vergelijking  steeds  herleid  kan  worden  tot  den  vorm : 

y^  -f  x{xz  -j-  cry)  =  O 

gevonden,  dat  dit  oppervlak  autopolair  is  ten  opzichte  van  00^ 
kwadratische  oppervlakken. 

Yan  de  oppervlakken  van  hoogeren  dan  den  derden  graad, 
noemen  we  alleen  nog  ten  eerste  de  oppervlakken  van  Eummer. 
Dit  zijn  bikwadratische  oppervlakken,  met  zestien  conische 
punten  en  zestien  bizondere  raakvlakken ,  die  elk  het  oppervlak 
volgens  eene  kegelsnede  aanraken;  deze  oppervlakken  zijn  dus 
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ook  Tan  de  vierde  klasse.  Zal  zulk  een  oppervlak  autopolair 
zijn  ten  opzichte  van  een  kwadratisch  oppervlak  0^ ,  dan  moeten 
door  de  polaire  transformatie  de  conische  punten  in  de  singu- 
laire  raakvlakken  en  omgekeerd  worden  getransformeerd.  Het 
aantal  der  oppervlakken  O,  zal  dus  zeker  eindig  zijn.  Werkelijk 
vindt  men  bij  het  golfoppervlak  van  Frbsnel  ,  dat  als  een  bizon- 
der geval  van  een  oppervlak  van  Kommer  kan  worden  beschouwd, 
waarvan  de  vergelgking  is: 

dat  dit  oppervlak  autopolair  is  ten  opzichte  van  de  acht  kwa- 
dratische oppervlakken: 

-H  ^  -I-  i^  -I-  ^  =  1 
he         ca         ah 

Of  iets  dergelijks  zich  voordoet  bg  het  algemeene  oppervlak 
van  EuMMBR,  wordt  hier  in  't  midden  gelaten. 

Ten  slotte  noemen  wij  nog  de  oppervlakken,  wier  vergelij- 
king van  den  vorm : 

is,  die  alle  autopolair  zijn  ten  opzichte  van  od^  kwadratische 
oppervlakken. 


Blo 


SDE  UN  THÉOKÈHE  DE  LA  THEORIE  DES  DÉTEKMINANTS, 


FAE 


W.  KAPTEYN. 

(Utrecht.) 


Dans  cette  note  je  me  propose  de  dómontrer  qu'un  determi- 
nant d'ordre  impair  de  la  forme 


A  = 


—  r 

oX 

0 

0 

0 

0 

0 

u 

-? 

h\ 

0 

0 

0 

0 

0 

«M 

-p 

cA 

0 

0 

0 

0 

0 

dfi 

0 

dX 

0 

0 

0 

0 

0 

C/u 

P 

eX 

0 

0 

0 

0 

0 

V 

1 

A 

0 

0 

0 

0 

0 

au 

r 

se  reduit  k  zéro.  On  remarquera  que  les  élements  de  la  dia- 
gonale principale  équidistants  du  centre  sont  égaux  mais  de 
signe  contraire  et  qu  en  outre  tous  les  éléments  excepté  ceux 
des  deux  diagonales  de  part  et  d'autre  de  la  diagonale  princi- 
pale sont  absents.  D'ailleurs  les  éléments  des  deux  diagonales 
adjacentes  de  la  diagonale  principale,  situés  symétriqueraent 
par   rapport   au    centre   du   determinant  sont  dans  un  rapport 

constant. 

Pour  éviter  des  difficultés  de  notatiou  je  me  contenterai  de 
démontrer   ce    théorème    pour   Ie    determinant  A  du  septième 

ordre. 

Proposons  nous  de  développer  Ie  determinant 
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A  = 


«1 

^ 

0 

0 

0 

0 

0 

"a 

h 

c% 

0 

0 

0 

0 

0 

h. 

Ca 

^^3 

0 

0 

0 

0 

0 

e* 

0 

«4 

0 

0 

0 

0 

0 

rf. 

«8 

f. 

0 

0 

0 

0 

0 

'« 

/•« 

^0 

0 

0 

0 

0 

0 

/, 

^7 

BuiTant  les  éléments  des  quatre  premières  colonnes.  En  combi- 
nant  quatre  k  quatre  et  sans  répétition  les  éléments  de  ces 
colonnes,  on  obtient  les  quatre  déterminants  du  quatrième 
ordre 


O 
O 

"i 
O 

O 

O 


O 
O 

o 


o 

Ca 


e. 


O 


O 
O 

^3 

o 


o      o 


'3. 


o 


«1 

i. 

tf. 

K 

0 

h 

0 

0 

a. 

ft, 

0 

i, 

0 

0 

0 

0 

o 


o 


o 
o 

rf3 


o 


o 


o 


Les  mineurs  correspondants  du  troisième  ordre  étant 


^5       /5         O 

e<i    fa    9a 
O     A     9, 


<'4      O       O 

«"o     /o     Po 


0     0      0 

«•o     /o     S'o 


0     0     0 

''o     f 6    9g 


dont  les  deux  derniers  se  reduisent  k  zéro,  on  aura 


A  = 


a,   6,    0   0 

a,   62  Cj  0 

0     63    Cj   ^3 

• 

0    0    C4   0 

^5    /s    0 

1 

''o    A    Pc 

1 

1 
1 

0  A  Pi 

1 

cr,  6,  O  O 

!    Öf2  ^2  ^2  O 

O  ^3  ^3  ^'s 

O  O  O  rf. 


^      O       O 

^0  A  i76 
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ai  6.    0   0 

f-,  h  0 

a,    b,    0 

0    «4    0    « 

«2     K    ^2    ^ 

3         f  0 

1      1 

rf»  «5  f,  0 

0   62   c^  d^ 

m 

^6      '6     S'C 

+ 

a,   6j   Cj 

• 

0    «6    /e  Je 

0    c^    0   0 

0    U  9^ 

0    63   c. 

0     0    /,  y, 

En  introduisant  dans  les  derniers  facteurs  des  deux  produits 
du  second  membre  de  cette  équation 


A 

«5==—  <Ï3, 

^0  —  ^2      \     > 

7 

U-    -    *2I 

/;-*,;, 

A 

?0  =  0^2            > 

?ï  =  —  «1  » 

^5  =  ^3  ";^  » 

on  obtiendra 
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/» 

0 

'6 

h 

^6 

0 
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?! 
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—  C3 


«1     — 
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O 
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O 


^ 

A 
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«1 
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«a 

fca 

0 

6, 

O 
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O 
O 

o 


« 


o 
O 


0     0 

/o     ^0 

=  ' 

/j    9i 

o 

3 

O 

o 


c. 


—  c. 


O 


O 


O 


O 


o 


's 


O 


O 


—  c. 


Cj 


A 


O 

6 


3 


ft. 


O 

o 
o 

—  «1 


o 


—  c. 


f* 

-6. 


O 


'   A 


O 


O 


,2. 


O 


—  h 


A* 


O 


O 


a. 


—  a 


I 


a 


A^ 


—  a 


A» 


Cl 

O 
O 


h 
O 


O 

f» 

Cs 


O 
O 

rfs 
O 


ce  qui  démontre  Ie  théorème  énoncé. 


V  7,  8,  9 


A  LIST  OP  SOME  DUTCH  ASTRONOMICAL  WORKS  IMPORTED 

INTO  JAPAN  PROM  HOLLAND , 


iit 


T.  HAYASHI. 

(Tokyöy  Japan.) 


The  following  are  some  Datch  astronomical  works  used  by  the 
astronomers  who  served  the  Tokugawa  clan  as  functionaiïes 
appointed  for  the  composition  of  annual  calendars.  The  clan 
held  the  governing  power  over  the  whole  of  Japan ,  intruBted 
to  them  by  the  Emperors  of  the  un breken  dynasty  from  1603 
till  the  Restoration  in  1868.  The  successiye  heads  of  such  a 
clan  were  called  the  shügoons  and  were  Baid  to  hold  the 
shogunate  over  the  country.  Since  the  arrival  of  the  Dutch 
Bhips,  *'Liefde"  in  1600  and  "Roode  Leeuw"  and  "Griffioen"  in 
1609,  the  Japanese  were  made  acquainted  with  European  arts 
and  Sciences  by  the  Dutch.  For  this ,  we  Japanese  must  express 
our  cordial  thanks  to  the  Dutch.  The  eighth  shogoon  Yoshimune 
Fokugawa  (he  held  the  shogunate  from  1716  to  1744)  was  fond 
of  astronomical  observations.  After  that  time,  the  foUewing 
books  seem  to  have  been  imported  by  some  Dutchmen.  I  got 
the  names  of  the  authors  and  the  titles  of  the  books  from  a 
note-book  of  one  of  the  astronomers ,  written  in  the  Japanese 
letters  called  ^'Kana",  and  so  I  had  to  take  pains  to  find  out 
their  original  spelling  in  Dutch.  In  the  catalogues  of  Dutch 
books,  especially  in  Bierens  de  Haan's  work  ^'fiibliographle  Néer- 
landaise,  etc",  1883,  kindly  sent  me  by  Prof.  D.  J.  Korteweg, 
the  following  were  found  out.  But  the  original  names  of  many 
works  mentioned  in  the  note  book  remain  unknown ;  these  I 
wili  search  for  later  on.  Even  in  the  following  some  are  doubtful 
and  are  marked  with  interrogation  marks.  I  will  add  here 
that  the  note-book  belongs  to  Mr.  Eanü,  Directer  of  the  First 
Higher  School  in  Tokyö. 


43 

(!)•  Elte  Mariens  Beima.  —  YerhaDcleling  over  den  ring  tan 
SatornuB.    One  voL,  1848. 

(2).  L.  B.  Francoeor.  —  Sterrekonde.  Translated  by  J.  C. 
Pilaar  into  Dntch.    One  vol. 

(3).  Jacob  de  Gelder.  —  Beginselen  der  Stelkunst  ontworpen 
naar  haren  tegenwoordigen  staat  van  vordering  en  bescha- 
ying,  9^^  ed.,  1836.  Or:  —  Allereerste  Qronden  der 
Stelkunst  — ,  if  the  latter  was  reprinted  in  1836.  In  the 
note-book,  only  the  word  ^Stelkunst''  is  written. 

(4).  Jacob  de  Gelder.  —  Allereerste  Gronden  der  Cijferkunst. 
's  Gravenhage.     1837. 

(5).  Jacob  de  Gelder.  —  Allereerste  Gronden  der  Stelkunst 
3^^d  ed.,  1830. 

(6).    Jacob  de  Gelder.  —  Cosmographische  lessen?    1831. 

(7).     Abraham  de  Graaf.  —  De  Starre-kunst.     1659. 

(8).  Frederik  Petrus  Gisus  Nanning.  —  Handleiding  tot  de 
werkdadige  Meetkunst.     1828—1829?    2  vols. 

(9).  Alexander  von  Humboldt.  —  Natuurkunde,  enz.  Trans- 
lated  by  E.  M.  Beima  into  Dutch.    8  vols.,  1846—1852. 

(10).  G.  F.  Jahn.  —  Katechismus  der  Astronomie.  Translated 
by  M.  I.  van  Oven?    into  Dutch.    One  vol.,  1852. 

<11).     Frederik  Eaiser.  —  De  Sterrenhemel.  2  vols.,  1847—1855  ? 

(12).  Frederik  Raiser.  —  De  Geschiedenis  der  ontdekkingen 
van  planeten  als  een  tafereel  van  het  wezen  en  den  toe- 
stand der  sterrekunde.     One  vol.,  1851. 

(13).  Frederik  Eaiser.  —  Beschouwing  van  de  komeeten 
in  het  algemeen  en  van  de  vier  yoornaamste  in  het 
bijzonder,  naar  I.  I.  Littrow.     One  vol.,  1833. 

(14).  Frederik  Kaiser.  —  Yerhandeling  over  de  Komeet  van 
Halley.     One  vol. ,  1835. 

(15).  Frederik  Kaiser.  —  De  Komeet  van  Encko  en  hare 
naderende  verschijning.     One  vol.,  1838. 

(16).    Johan  Lulofs.  —  P    One  vol.,  1850. 

(17).    J.  J.  de  Lalande.  —  Astronomie P  8  vols.,  1773-1780. 

(18).  Johannes  Florentius  Martinet.  —  Katechismus  der  Natuur. 
4  vols.  1882  P  (This  has  been  translated  into  Japaneso 
by  Sammon  Sammé,  see  Bierens  de  Haan's  work, 
above-mentioned.) 
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(19).  Jan  Garel  Pilaar.  —  Handleiding  tot  de  besohou wende 
en  werkdadige  Stuarmanskunst.     2^^  ed.,  1837. 

(20).  Jacob  Ploos  van  AmstelP  —  Qronden  der  Sterrekunde 
van  George  AdamsP     1771  P 

(21).  Pybo  Steenstra.  —  Grondbeginsels  der  sterrekunde.  2 
vols.,  1771?  -   1772. 

(22).    Isaak  Riewert  Schmidt.  *-  Handboek?    One  vol.,  1826. 

(23).    Isaak  Riewert  Schmidt.  —  Handboek  P    One  vol,  1834. 

(24).    Nicolaas  Struik.  —  Inleiding  tot  de  Algcmeene  Geographie. 

Benevens  eenige  sterrekundige  en  andere  Verhandelingen. 

2  vols.,  1740-1753? 
(25).    Jacob    Swart.    —   Handleiding   voor  de  praktische  Zee- 

vaartkunde.  3^^  ed.,  1850.    One  voL 

(26).  Klaas  de  Vries.  —  Schatkamer  ofte  Eonst  der  Stuur- 
lieden ....  de  Tafelen  van  Sinus,  Tangens  en  Secans 
en  de  Logarithmus  Sinus.    One  vol.,  1812  ? 


AANTEEKENINGEN. 

Prof.  Heeres  te  Leiden  had  de  goedheid  myne  aandacht  te  vestigen 
op  de  drie  onderstaande  boeken ,  waarin  uitvoerig  gehandeld  wordt 
over  de  vroegste  betrekkingen  tusschen  Nederland  en  Japan : 

Mr.  L.  C.  D.  van  Dyk.  Zes  jaren  uit  het  leven  van  Wemmer  van 
Berchem ,  gevolgd  door  iets  over  onze  vroegste  betrekkingen  met  Japan , 
twee  geschiedkundige  by dragen.    Amsterdam ,  J.  H.  Scheltema,  1858. 

Dr.  Arthur  Wichmann.  Direk  Gerritsz.  Ein  Beitrag  zur  Entdeckungs- 
geschichte  des  IG^'^  und  11^^  Jahrhnnderts.  Groningen  J.  B. 
Wolters,  1899. 

Oskar  Nachod.  Die  Beziehungen  der  Niederl&ndischen  Ostindischen 
Kompagnie  zn  Japan  im  siebzehnten  Jahrhundert.  Leipzig,  Rob. 
Friese  Sep,  1897. 

In  1598  zeilden  vijf  schepen,  uitgerust  door  het  ,,treflgk  gezelschap" 
de  Compagnie  van  Verhagen,  het  Goereesche  gat  uit  om  door  den 
Magelh&esstraat  Japan  te  bereiken.  Na  allerlei  tegenspoeden  en  weder- 
waardigheden heeft  een  der  schepen  het  doel  bereikt.  Er  bestaat 
verschil  van  meening,  of  dit  het  schip  „de  Liefde*'  of  het  schip  ,,de 
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Hoop'*  is  geweest  Missohien  is  de  mededeeling  vao  deo  keer  Bayasbi, 
zoo  hg  hierbg  niet  is  afgegaan  op  Nachod,  beslissend,  B|jna  als 
Bchipbreakelingen  kwamen  de  Hollanders  aan  land  op  Kiasin.  Jacob 
Jansz.  Qaackernaeck  was  kapitein,  Melchior  van  Sandvoort  koopman; 
als  stuurman  was  aan  boord  een  Ëngelsohman  William  Adams.  Deze 
laatste  wordt  door  yan  Dgk  voor  een  Hollander  gebonden.  Qnaecker- 
naeck  en  Adams ,  boewei  niet  onwelwillend  bebandeld ,  bebielden  slechts 
gedeeltelijk  bnnne  vrgheid.  Portugeesche  Jezuïeten,  die  in  Japan 
gevestigd  waren,  bemoeilgkten  de  Hollanders  en  maakten  hen  bg  de 
Japanners  als  zeeroovers  verdacht.  Adams  bleef  voor  goed  in  Japan 
en  volgens  Nachod  trad  hg  in  Japanschen  dienst;  „er  verwerthete 
seine  Eenntnisse  in  Gescbützknnst ,  Mathemaük  and  Schiffsbaa/'  De 
anderen  geraakten  na  eenigen  tgd  weder  in  de  gelegenheid  de  Indische 
koloniën  te  bereiken.  Reeds  in  1601  was  het  lot  der  Hollanders  in 
Japan  bekend  in  het  vaderland.  Men  besloot  een  brief  van  prins 
Manrits  met  een  ,,klein  presentje"  aan  den  Japanschen  keizer  te  zenden , 
en  te  trachten  handelsvrgheid  te  verwerven.  Van  een  uit  13  schepen 
bestaande  vloot,  die  naar  Indië  was  gezeild,  werden  ten  slotte  twee 
schepen  „de  Boode  Leeuw  met  Pglen'*,  of  de  „Vereenigde  Leeuw 
met  Pglen**,  en  ,,de  Griffioen*'  naar  Japan  gezonden.  Zg  kwamen 
aldaar  in  1609.  De  opperkoopman  Jacques  Specx  vond  een  goed 
onthaal,  kon  den  brief  van  den  prins  overhandigen  en  verkreeg  een 
yrgpas,  van  welken  bg  van  Dgk  eene  vertaling  voorkomt. 

De  door  den  heer  Hayashi  genoemde  boeken  zgn  grootendeels 
aanwezig  op  de  Leidsche  Universiteitsbibliotheek.  Van  degene ,  welke 
aldaar  ontbraken  ((2),  (8),  (10),  (12)  en  (13))  zgn  de  titels  door 
den  heer  H.  L  Mehler,  adjunct-bibliothecaris  te  Amsterdam,  opgespoord. 
Hieronder  volgen  nog  eens  alle  titels,  iets  uitvoeriger  dan  de  heer 
Hayashi  deze  kon  geven. 

(1).  Elte  Martens  Beima.  Verhandeling  over  den  Ring  van  Satnrnus, 
-van  zgne  eerste  ontdekking  af  tot  op  den  tegenwoordigen  tgd. 
M.  4  pi.  Leiden,  1843.  8». 

(2).  L.  B.  Francoeur.  Werkdadige  sterrekunde,  vertaald  door  J.  C. 
Pilaar.     Medemblik,  1834.  8». 

(3).  Jacob  de  Gelder.  Beginselen  der  stelkunst,  ontworpen  naar 
haren  tegenwoordigen  staat  van  vordering  en  beschaving.  3^  drnk. 
's  Gravenhage  en  Amsterdam ,  1836.  8^. 

(4).    Jacob  de  Gelder.     Allereerste  gronden  der  cgferkunst.    2^  ver- 
meerderde en  verbeterde  druk.     's  Gravenhage  en  Amsterdam , 
1817.  2  dln.  8»,  3®  druk  1824—1825,  4©  dwk  1830—1833. 
Antwoorden  op  idem,  uitgewerkt  door  G.  Ramakers  Jr. 

(5).  Jacob  de  Gelder.  Allereerste  gronden  der  stelkunst,  'o^  druk. 
's  Gravenhage  en  Amsterdam ,  1830.    8^. 
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(6).  Jacob  de  Gelder.  Cosmographische  lessen.  Een  leesboek  voor 
de  Nederlandsche  joDgelingschap.  Amsterdam  en  don  Haag, 
1831.   80 

(7).  Abraham  de  Graaf.  De  Starre-ktinst ,  leerende  de  hoedanigheden 
der  bewegingen  yan  alle  zichtbare  Hemelsche  Lighamen,  en 
't  berekenen  haarder  zichtbare  plaatsen.  Mitsgaders  de  hoe- 
danigheden der  yerdaistering  van  Zon  en  Maan,  en  de  bere- 
keningen van  dien.     Amsteldam,  1659.    4^. 

(8).  F.  P.  Gisius  Nanning.  Handleiding  tot  de  werkdadige  meet- 
kunst, bevattende  de  onderscheidene  wgzen  van  het  opmeten 
van  landen,  het  vervaardigen  van  topographische  kaarten  .  .  ; 
voorafgegaan  door  eene  beschr^ving  der  voornaamste  land- 
meterswerktnigen.     2  dln.  met  pi..  Delft,  1828,  1829,  8^. 

(9).  Alexander  von  Hnmboldt.  Kosmos.  Ontwerp  eener  nataur- 
kandige  Wereldbeschrgving.  Naar  het  Hoogd.  door  E.  M. 
Beima.     Leiden,  1846—1858.     4  dln.  8^ 

(10).  G.  A.  Jahn's  Katechismns  der  Astronomie,  of  onderrigtingen 
aangaande  den  sterrenhemel,  de  aarde  en  den  kalender.  Mot 
eene  sterrekaart  en  43  afbeeldingen.  Uit  het  Hoogd.  door 
M.  J.  van  Oven.     Utrecht,  1852.  8^. 

(11).  F.  Kaiser.  De  sterrenhemel.  2^  druk.  Amsterdam,  1847 — 1853. 
Met  pL,  2  dln.  S^. 

(12).  F.  Kaiser.  De  Geschiedenis  der  ontdekkingen  van  planeten, 
als  een  tafereel  van  het  wezen  en  den  toestand  der  sterrekunde, 
in  de  taal  van  het  dagelijksche  leven  voorgedragen.  Amster- 
dam, 1851.     80. 

(18).  J.  J.  Littrow.  Beschouwing  van  de  kometen  in  het  algemeen 
en  van  de  vier  voornaamste  in  het  b^'zonder,  gevolgd  naar 
het  Hoogd.,  verrgkt  door  ophelderende  aanteekeningen  van 
den  vertaler.  Amsterdam,  1833.  8^.  (In  de  door  Bierene  de 
Haan  gegeven  Igst  van  de  werken  van  Kaiser  is  dit  boek  op- 
opgenomen  met  de  bijvoeging:  de  vertaler  noemt  zich  K.). 

(14).  F.  Kaiser.  Verhandeling  over  de  Komeet  van  Halley,  hare 
vroegere  verschgningen  en  de  toekomstige  in  het  jaar  1835, 
enz.  M.  Kaart,  's  Gravenhage  en  Amsterdam,  1835.   8^. 

(15).  F.  Kaiser.  De  Komeet  van  Encko  en  hare  naderende  verschgning. 
Leiden,  1838.    8o 

(16).  Job.  Lulofs.  Inleiding  tot  eene  natuur-  en  wiskundige  be- 
schouwinge  des  aardkloots.  Met  pi.  en  portret.  Leiden  en 
Zutphen,  1750.  4P. 

(17).  J.  J.  Le  Fran<}ois  de  la  Lande.  Astronomia  of  Sterrekunde. 
Naar  den  2^^»  druk  uit  het  Fransch  vertaald  door  A.  B.  Strabbe 
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en  in  het  licht  gebracht  onder  het  opzicht  van  C.  Donwes. 
Amsterdam,  1773—1780,  4  dln.  8  atkn.  8^. 

(18).  J.  F.  Martinet.  Kaiechismus  der  natuur.  M.  pi.  Amsterdam, 
1777 — 1779,  4  dln.  8®.  (Er  bestaan  verkorte  bewerkingen 
door  J.  A.  Uilkens  van  de  jaren  1809  en  1820). 

(19).  J.  C.  Pilaar.  Handleiding  tot  de  besehon wende  en  workdadige 
stuurmanskunst.    2®  druk.     Leiden,  1847.    2  dln.  8^. 

(20).  6.  Adams.  Gronden  der  starreokundo,  gelegd  in  het  zonne- 
stelsel ,  bevattelgk  gemaakt ;  in  eeoe  beschouwing  van  't  maaksel 
en  gebruik  der  nieuwe  hemel-  en  aard-globen.  In  *tNeder- 
landsch  vertaald  en  met  aanmerkingen  verrgkt  door  Jac.  Ploos 
van  Amstel.     Amsterdam,  1771.    8^. 

(21).  Pibo  Steenstra.  Orondbeginsels  der  sterrekunde.  Voorzien  met 
de  zons-  en  maans-tafelen  enz.  Amsterdam,  1771 — 1772, 
2  dln.  8^. 

(22).  I.  R.  Schmidt.  Beginselen  der  hoogere  meetkunst.  2^  druk. 
's  Graveohage  en  Amsterdam,  1826.  8^. 

(23).  (Van  het  jaar  1834  en  onder  den  titel  „Handboek'^  is  geen 
boek  van  I.  R.  Schmidt  gevonden). 

(24).  N.  Struyk.  Inleiding  tot  de  algemeen  geographie,  benevens 
eenige  sterrekundige  en  andere  verban  dolingen.  Amsterdam, 
1740,  40. 

N.  Struyck.  Vervolg  van  de  beschrijving  der  Staartsterren  (in 
de  Inleiding  tot  de  algomeene  geographie)  en  nadere  ontdek- 
kingen omtrent  den  staat  van  't  menschelijk  geslagt,  benevens 
eenige  sterrekundige,  aardr^kskundige  en  andere  aanmerkingen. 
Met  pi.  Amsterdam,  J753.  4^ 

(25).  Jacob  Swart.  Handleiding  voor  de  praktische  Zeovaartkunde. 
Amsterdam,  1845.  8^. 

(26).  Klaas  de  Vries.  Schat-kamer  ofte  knnst  der  stuurlieden,  in- 
houdende de  ariihmetica  of  rekenkunde ,  benevens  een  duidelijke 
onderwysinge  in  de  Navigatie,  aangaande  het  geene  de  stuur- 
lieden noodwendig  bohooren  te  weten.  Uierbij  zfju  gevoegd 
verscheidene  Tafelen,  als  van  de  Sinus  en  Logarithmus  Sinus , 
Tangens  en  Secans,  van  minuut  tot  minuut;  de  vergrootende 
breedte ,  de  Streek-Tafclen ,  na  het  plat  en  na  het  rond ,  en 
de  Breedte  en  Lengte  van  de  meest  bekende  Zeeplaatsen ,  Zee- 
havens, enz.  dos  Aardrgks.  i^^  druk.  Amsterdam,  1749.  8^. 
Met  eene  inleiding  vermeerderd,  en  verbeterd  door  Ëvert 
Florgn.     Amsterdam,  1786.  80. 

J.  C.  Kluyvee. 


R8eS 


ON  THE  8MALL  OSCILLATIONS  OP  A  SYSTEM  OF  TWO  HBMI8PHERES 

OP  WHICH  ONE  IS  RESTING  WITH  ITS  8PHERICAL  SURPACE  ON 

THE  PLANE  PACE  OP  THE  OTHER,  BOTH  R0TATIN6  WITH 

PINITE  VEIOCITY  ABOUT  THEIR  VERTICAL  AXES. 

Answer  to  prize-queBÜon   No.    18   for   the   year    1904 

BT 

A.  O.  KERKHOVEN— WYTHOFP. 
(Apeldoorn). 


A  heavy  homogeneous  hemisphere  is  resting  in  eqailibrium 
on  a  perfectly  rough  horizontal  plane  with  its  Bpherical  surface 
downwards.  A  second  heavy  homogeneous  hemisphere  of  other 
dimensions  is  resting  in  the  same  way  on  the  perfectly  rough 
plane  face  of  the  firflt ,  the  point  of  contact  being  in  the  centre 
of  that  circle.  The  eqailibrium  being  slightly  disturbed  it  is 
required  to  find  the  small  oscillations  of  the  system. 

This  question  has  been  soWed  for  the  case  that  the  two 
hemispheres  have  no  or  only  a  small  angiilar  velocity  about 
the  normal  in  the  point  of  contact.  (Nieuw  Archief,  2^^  series, 
vol.  IV  p.  205).     This  restriction  has  now  been  removed. 

§  1  Deduction  of  the  equations  of  motion.  The  position 
of  the  two  hemispheres  is  given  for  every  instant  by  10  inde- 
pendent coordinates.  We  take  as  such  for  each  hemisphere 
two  coordinates  to  determine  the  projection  of  its  centre  of 
gravity  on  the  horizontal  plane  and  three  to  determine  the 
position,  referred  to  a  system  of  axes  fixed  in  space,  of  a  set 
of  rectangular  axes  through  the  centre  of  gravity  and  moving 
with  the  hemisphere.  The  set  of  fixed  axes ,  R .  LMN ,  is 
taken  through  the  point  of  contact  of  the  lower  hemisphere 
with  the  horizontal  plane  in  the  position  of  equilibrium ,  the 
axis  RN  being  vertical.  The  sets  of  axes  which  move  with 
the  hemispheres  are  Z,  .  £HZ  for  the  lower  and  Z, .  XTZ  for 
the    upper    body.    At  the  beginning  of  the  motion  the  angles 
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between  the  corresponding  axes  of  the  three  sets  are  smaU 
quantities.  These  same  sets  of  axes  have  been  ased  in  the 
Bolation  of  the  question  as  it  was  put  in  1898. 

We  have  now  for  each  hemisphere  five  coordinates,  namely 
p  and  qj  the  coordinates  of  the  projection  of  the  centre  of 
grayity  on  the  horiaontal  LRM,  and  the  three  Enlerian  coor- 
dinates ê ,  (p  and  y; ,  as  they  are  given  in  Roüth,  Elemeniary 
Rigid  Dynamics^  §  256;  t9  is  a  small  quantity,  so  arej)  and  q\ 
n  is  tor  the  centre  of  gravity  of  both  hemispheres  equal  to  the 
8um  of  a  constant  quantity  and  of  small  quantities  of  the  second 
and  higher  order,  so  that  the  square  of  its  fluxion  may  be 
omitted  when  small  quantities  of  the  first  and  second  order 
only  are  required. 

Let  R  be  the  moment  of  inertia  of  one  of  the  hemispheres 
about  its  axis  of  figure  and  P  that  moment  about  one  of  the 
other  axes;  we  have  for  each  body,  omitting  small  quantities 
of  the  third  and  higher  order , 

2T=:M(p»  +  3»)  +  P(^  +  *V')  +  R(»^  +  V'-i^0S 

where  T  is  the  kinetic  energy.  (Routh,  Elementary  Rigid 
Dynamica^  §  365). 

In  these  coordinates  the  expression  for  the  kinetic  energy 
takes  a  simple  form ,  bnt  that  for  the  potential  energy  does 
not;  neither  do  the  conditions  of  rolling.  To  calculate  these 
we  write  down  the  relations  between  our  present  coordinates 
and  those  used  in  our  answer  to  the  question  as  it  was  put  in 
1898.     They  are  for  the  lower  hemisphere 

a=j9, ,  in  second  approximation 

«1  = — 8iD^,8in99|  +  co8v^iOOS97|COs#i  =  cos(97|+V'i)  "~  1008^^10069?,^,', 
ffa=  —  BinY'|C0897|  —  eosv^isingc^icostf,  =  — mi{€px'^xp^)'\-\QO»p^v{iï<p^'&^\ 
«3  =  sin  ^,  cos  y I  =  ^1  cos  y;, , 

\  =co8 v^,  sin 9),  4-  sin  xp^  cos 9?,  oost^,  =  sin  (9^,  +  V',)  —  isinY'iCOs^?,^,', 
62=008 v^,  CO89?,  -  sin y,  8in9^,co8t9,  =  008(97,  -|-  y,)  +  4  Biny,sin90,tf|*, 
^3  =  sin  i9|  sin  \p^  =  &^  sin  tp^ 

c  =  r,  —  /,  cos  *  ~  r,  —  /,  +  i  /,*,', 

c,  =  —  sin  éi  cos  (p^  =  —  ^,  cos  99, 

Cj  =  sin  #,  sin  90,  =  d,  sin  (p^ , 

f3  =  cos  t9,  =  1  —  i  #,a, 

4 
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r,  being  the  radius  of  the  lower  hemisphere  and  /,  the  distanoe 
of  the  centre  of  gra^ity  from  its  plane  face. 
The  angular  velocity  about  the  normal  in  the  point  of  contact 

is  9?,  coBi^i  +  Y'i- 

The  expressioDS  for  the  quantities  a^  a^  . .  . .  y^  may  be 
found  by  introducing  the  auziliar  coordinates  973,  ^^3  and  d,. 
In  Bo  doing  we  bring  the  axes,  which  move  with  the  upper 
hemisphere,  in  their  present  position ,  defined  by  (p^^  \p^  and  ^2^ 
by  two  rotations,  the  first  defined  by  xp^^  q>^  and  t9j  and  the 
second  by  xp^^  q>^  and  1^3 

The  expressions  for  a, ... .  y^  are: 

second  approximation. 
«i  =  008  iVz  +  Vi)  —  i  OOB  Vs  cos  933 1»3*, 
oa  =  —  sin  (93,  -f  Vs)  +  i  oos  y,  sin  933*3*, 
«3  =  *3  oos  v„ 

/J,  =  sin  (9?3  4.  V3)  —  è  «n  \p^  cos  tp^ê^^ 
^2  =  oos  (933  +  Va)  4-  i  sin  933  sin  933*32, 
j83  =  *3sinv3, 

y,  =  —  *3  cos  9?3, 
y2  =  *3sin9?3, 
y3  =  l-i*3'. 

We  have  also: 

a  and  fi  are  defined  by  the  equations: 

P2=Pi+ct  cos  (9?,  +fPi)—fi  sin  (y,  4-y,)  +  *,  cos  V,  (♦'a  +  ^  ~  ü, 
?2  =yi  +a8in(97,  +  Vi) +/? 008(9?, +Vi)H-*,  sinvi(fa  +  ^i  ^^aX 
giving : 

a  =  (P2— i?i)cos(y,+v,)  -f- (?a-?,) sin  (^,+^1)  -*i(»'a+^i  — Ü00S93,, 
/?  =  ~  (l>a— i^l)Mn(9'I+Vl)^-(^a-  ?i)oos(93,+9?,)+*,(ra+/,— ysin93„ 

(second  approximation). 

In  the  conditions  of  rolling  a  first  approximation  is  sufficiënt 
for  the  coordinates  a ,  a, ,  ....  7^3.  In  the  expression  for  the 
poten tial  energy,  ü,  a  second  approximation  o{  y  ia  required, 
so  that  we  have  to  calculate  a  second  approximation  of  *3'. 

The   relations   between   the  auxiliary  and  the  definite  coor- 
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dinates   are   found   by   oonBidering  the  spherioal  triangle,  the 
sidea  of  which  are  the  three  rotatioDS  t9,  ^  ti^,  ^^^  ^3*  ^^^  angle , 
formed  by  il^,  and  t^^  is  xp^  —  ^i  >  ^hat  formed  by  i9,  and  #3  ib 
180®  —  (9?,  -h  \pi)  and  the  third  angle  is  932  —  933. 
We  have  as  a  second  approximation : 

*3*  =  *i*  4  V  -  ^^A  CO8  (^,  —  ^,). 

For   first  approximations  the  triangle  may  be  considered  to 
be  plane  (which  gires  the  same  expression  for  #3^). 
We  have  then: 

^a  —  ^1  +  ?^a  —  ?^3  =  9^1  +  ^ » 
or 

9^2  +  i/'j  =  ya  +  ^  —  9^1  —  ^* 
We  have: 

*8  «»  (Vi  +  ^3)  =  *a  «n  (^  —  ^,) , 

Oiying : 

^3  coB  1/^3  =  1^2  ^'^^  (^2  ""  ^1  ""  9^1)  —  *i  <508  9?, , 
ii>3  sin  ;//3  =  tfjj  sin  (i/^^  —  ^^  —  ^,)  +  ^^  sin  9?, , 

and 

*3  Bin  {(p2  —  9?,)  =  *i  Bin  (^j  —  i/;,), 

*, COB  (9>a  —  9?3)  =  *3  —  *,  cos (^^  —  9^i)> 

giying : 

i»j  cofl 9J3  =  —  *,  OOB  (i/^j  —  J»,  +  9^2)  +  *a ^^  9^a> 
1^3  Bin  9?3  =  —  1?,  Bin  (t/^^  —  ^Z*!  4-  9^2)  4"  ^^2  "^^^  9^a- 

SubBtitating ,  we  have  as  a  first  approximation : 

«1  =  cos (xp^  +  q>2  —  '4^i-  ^i)^ 
Oj  =  -  Bin (i/^a  +  9?jj  —  ^,  -  9,,), 

a^  =  ii>a  <508  (\p2  "-  ^1  —  9^1)  "-  *i  cos  9?i , 

fii  =  8in  (1/^2  4-  9*2  —  ^i  —  9^1)^ 

P2  =  c<^B ('/'2  4-  9^2  -  ^i  —  9^1)» 

^3  =  da  sin  (i/»2  —  \pi—  99,)  4-  *i  sin  9?, , 

y,  =  *,  cos  (993  —  t/'i  +  953)  —  *2  COB  9?a , 

72  =  -  *i  8in  (i/^a  —  \P,  +  (p^^  +  *2 «^n  ^Tii 

4* 
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and  as  a  sdcond  approximation : 

The  conditions  of  roUiog  were  in  the  old  coordinates  (Rj  and 
JEt,  flignifying  the  radii  of  the  hemispheres) : 

rt  -  fT,  R,r,  —  OjRir^  -^  r/j  (/,  —  R^rj)  =  O , 

6  —  ft,RiC,  —  ïjlR'i^a  +  ^3  ('i  —  Ri''3)  =  O ) 

■        •  •  ^^  •  ^^ 

a  —  OjR^yi  -  a^Ra^a  ^  «3  (^2  —  R^ys)  -  O , 

/j-  ARiyi  -/J2R2/?3  +  A ('2  -  R2}'3)=0. 

They  are  now: 

v,  —  r,^,  sin  \//i9,  —  /,^,  sin  i/>,i//,  +  (/,  —  r,)  #1  cos  \//,  =  O,    .  (l) 

•  •  •  • 

?i  +  n*i  co8i//,9?,  f  /,t^,  cosi/^,i//,  -f  (/,  —  r,)  tf,  sin  i^,  =0,    .  (2) 

P2  f  (32  -  ?i)  (9^  "^  ^1)  -  ^A  C08  ^i  +  (^2  -•  ♦'2)*2  cos  ?fc  + 
+  *,  sin  1//,  }—  r^<pi  -  /,  (<^,  f  i/i,)  4-  ra  (i/^a  +  9^  "  i\  —  9i)\  — 

—  #a  sin  93a  1^2  (^2  —  'l\  —  9^i)  +  ^29^1  =  O »      •     •     (3) 
and 

Ï2  -  vP2  — i>i)  (^1  ^  i\)  -  n*i  sin  i/,,  +-  (/^  -  ra)da  sin  ^^^  4 
4-  *,  cos  1/;,  {r,<^,  +  /,  ((^,  4-  i/',)  -  r^{4^^  -h  <^a  —  lï'i  -  <^i)}  -^- 

4-*aC08\//al^2(^2  -  '/'i  —  <?Pi) -ï-ragpal  =0    ...     (4) 

We  had  in  the  old  coordinates: 

this  becomes  as  a  second  approximation: 

U  =:  i  M,(7^t?,2  +  Ma(/  1  --  *,  [(jOa  -  Px)  Cv>8  i^i  +  (?2  -  ?i)  Bi"  ^,)1  (  -I 
-h  i*,"  (ra  +  2/|  -  Za)  "h  1^2  [*i'  "h  *2*  ~  2*,^a  C'»s  (i^,  -  ^a^)  { 
We  further  have: 

2T  =  M|  {p,^  +  ?.*  -t-  P,  (*,^  -h *i V?)  4-  R,  (^'.  ^  1^,  -  {^Hyy  + 
-h  Ma  {p^  +  ïa')  +  Pa  {K^  +  ^a'^Aa')  "^  ^2  (9^2  +"  ^2  ^  i  'V ^^2)"- 

The  equations  of  the  motion ,  which  we  consider ,  cannot  be 
derived  by  the  method  of  Lagrange,  as  the  conditions  of  rolling 
cannot  be  integrated.    If  the  angular  velocities  about  the  normal 

in    the   poiot  of  contact  are  zero,  we  have:  9?,  cos^,  +  1^,  =  O 

•  *  •         ■ 

and  9?3  cos ^3  '\•^^J^  =  0,  or,  as  a  first  approximation:  (p^  -f  ^i=0 
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•  •  •  • 

and  973  4-  ^3  =  O,  and  therefore  also  T'a  +  ^  =^  0.  Sabstituting 
this,  the  equations  (1)  •  .  .  (4)  can  be  integrated,  as  bas  been 
done  in  the  former  answer.  Those  integrale  have  than  been  used 
to  eliminate  an  eqnal  number  of  variableB  from  the  expressions 
for  TT  and  T^  the  remaining  being  independent.  This  cannot 
be  done  here  and  we  shall  make  up  the  equations  of  motion 
by  the  method  given  by  Prof.  Eortewbq  in  his  memoir: 
Ueber  eine  ziemlich  verbreitete  unrichtige  Behandlungsweise 
eines  Probhmes  der  rollenden  Bewegung ,  über  die  Theorie  dieeer 
Bewegung  j  und  ins  Besondere  über  kleine  rollende  Schwingungen 
um  eine  Gleichgewichtslage»  (Nieuw  Archief,  2^^  series,  vol. 
IV,  p.  180). 

In  calculating  T  and  U  we  have  not  made  use  of  the  con- 
ditions  of  rolling. 

Before  deducing  the  equations  we  change  our  coordinates 
for  greater  simplicity  of  the  results.    We  put: 

9^1  +  ^1  =  «I  »  (P2-\-^=  ^2f 

#,  COS  1/^,  =  Tj ,    ^,  sin  t//i  =  y, ,     ^2  co»  ^  =  ^2 »     ^'a  sin  xp^  =  ya- 

The  p'b   and    ^'s  are  kept  unchanged. 

u,  and  u^  are  as  a  first  approximation  equal  to  the  angular 
velocity  of  the  lower  hemisphere  about  the  normal  in  the  point  of 
contact  and  to  the  sum  of  that  angular  velocity  and  the  same 
for  the  upper  hemisphere,  x^  y, ,  X2  and  yj  are  approximately 
equal  to  the  direction-cosines  of  the  axes  of  figure  of  the  two 
hemispheres  with  the  fixed  axes  in  the  horizontal  plane. 

With  these  coordinates  we  have: 

2T  -  M,  (p,  +  q,^)  +  P,  (;,>  +  y,»)  +  R,  (u,+  ii,y,  -  Jx,y>  ^ 

+  M,(i>2+  ïV)  +  P2 (^2'  -H  ya')  +  R2 (W2  +  i^a/^  -  i^2y>' 

+  i  ('1'  +  Vx")  (♦'2  +  2/,  -  g  +  i/2  {(;r,  -  x^?  +  (y,  -  y^fl]. 
The  conditions  of  rolling  are : 

Px  -  n^iy  +  ('1  —  »'i)i^i  =  O,     .     .     .     .     (5) 
?i  +  nii,r,  +  (/i  —  r,)  y,  =  O ,     .     .     .     .     (6) 
P2+«il?2— 9i-yi(»'i+^2+^)+iïy2l+W2^2(y,— ya)~r,a?,+ 

+  {h-r^)^^^. (7) 
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9a  +  «1  i-  P2  +  P1  +  ^i(n  +  '•a+  /|)  —  /a^'aJ  +  Wj^aC-  ^i  +  -^a)  — 

-r,y, +(/a-ra)y;  =  0, (8) 

Let  97^,   9?^^,   97i,j q)^^  be  the  generalised  componentB 

of  the  reactioDB  at  the  points  of  contact;  we  have : 

+  y#,ia  +  9^yJ^a  =  0. 

This  equation  and  the  equations  (5)  .  .  .  (8)  are  not  indepen- 
dent. If  therefore  we  elimioate  pi ,  i^  p^  and  q^  the  resulting 
equation  is  an  identity  and  the  coefficients  of  the  other  fluxione 

are  equal  to  zero.    Substitution  for  P\/qxy  p^  and  q^  gives : 
T'Piln^'iyi-Kn-  '1)^1  \  +  T'fJ  -  *•! Wi.r,  +  (r,  -  /,)  y, }  +  93«,//,  +  9p,,t  -| 

H-  ^^yiVi  +  ^'a  k  1  -  ?a+?i  +  yi(n  +  ♦'a-f'  ^)— ^ayal~  «'Va(yl~ya)■»- 
•f  r,:r,  -h  (r^  ~  ^  x^  +  93^,  [li,  J;?^  -  Px—  x^ir^  -h  r ,  f  /,)  4  ^2^j(-l- 

-f  fijra  (x,  —  x^  +  r,y,  -|-  (rj  -  /a)yj  4  q)^!^^  4  ^^^.r^  4  ^^^^a  =■  0. 

^_^  •  «  •  •  •  • 

Equalling  to  zero  the  coefficients  of  i/j ,  Xj ,  y, ,  t/a,  ara  and  ya 
we  have: 

^'lii  ^=  O , (9) 

(r,  _/,)9?^  +  97,^  +  r,9p,  =  0,     .     .     .     .(10) 

ir\  —  h)  (Pti  +  9>9^  +  ^i<Pu  =  O »     •     •     •     •  (10 
<Ph  =  0, (12) 

(r2-k)<Pp.  +  <Ps,^0 (13) 

(^a-/2)9?.+  9'y.  +  0 (14) 

In  these  equations  9?«,  =^  — ^ f  ^—  -  KitV,  (first  ap- 

at  dUi         vUi 

proximation). 


•    • 


q>x,  =  PiJ?,  4  iR,y,Wi+  R,w,y,  +  Migr/iJ-,  4- 

+  May  lp,—  Pa  +^i  (n  +  2/,  — y  +  ^(iri  —  ^a)!  1 
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+  May  { 3,  —  g,  +  y,  <r,  +  2/,  —  y  +  i,  (y,  -  y,)  | , 

9^fc==Ma3a  — Majry,, 

9?,,  =  Pji^a  +  jRa«iay2  "1-  Ra^^aVa  —  ^,9^2  (^1  —  ^2) » 

9yt  ^  J'aya  —  iRa«*a^2  —  Ra^a  ^2  ^  ^aS'^a  (Vi  -  V'^ , 
The  equations  of  motion  are  (5)  .  .  .  (8)  and  (9) .  .  .  (14). 

§  2.    Integrale  of  the  equations  of  motion, 

The  equations  (9)  and  (12)  give  k,  =i  O  and  14,  =  O,  or:  the 
angular  velocity  of  the  lower  hemisphere  about  the  normal  in 
the  point  of  contact  and  the  sum  of  -that  angular  velocity  and 
the  same  for  the  upper  hemisphere  and  therefore  that  of  the 
upper  hemisphere,  are  constant  during  the  motion  as  a  first 
approximation.  In  the  long  run  these  angnlar  yelocitiesj  may 
diminish  and  part  of  the  energy  of  rotation  may  be  transformed 
into  energy  of  the  rocking  motion.  No  account  has  been  taken 
of  this  and  the  results  arrived  at,  as  to  the  stability  of 
the  motion,  are  no  longer  valid  when  that  motion  has  been 
continuing  for  some  time»  as  we  are  then  no  longer  sure  that 

II,  and  u^  have  their  initial  value. 
Calling   these   initial    yalues   o)]    and    ct>2>    ve  have  as  first 

integrals  of  the  equations  of  motion  ti,  =  co,  and  U2  =  0)2* 

Substituting  these  yalues  in  the  other  equations  of  motion, 
we  find: 

Pi+(h-  '•i)ii  ~  ^i«iyi  =  O,    .     .     .     .    (15) 
3, +  riüi,a?, +(?,  -  r,)y,  =0,     ....     (16) 
~  wi9i  -r^i^+yil—  wi  (r,  +  r^  +  /,)  +  raWj|  +  Pa  +  wijj  + 

+  (^a  —  ^a)  *a  +  ^a  (^<^i  —  ♦'a^a)  =  O,.     .     .     .     (17) 
^iPi  +  Wi  (n  +  ^a  +  /i)  —  W2r2\Xi  —  r,y,  -  w,pa  +  j^  +  (—  ^a^i  + 

+  wjrj)ara  +  (i,- ra)y2  =  0,    .     .     .     .     (18) 

(r,  —  /,)  Mipt  +•  Maöipi  +  P,a?,  +  g\  M,/,  +  Ma  (^a  -t-  M{  «1  +  R,  w,y  + 

.. 

+  Mar^pa  —  M^|?a  —  Majfia^a  =  O ,      ...     (19) 
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(r,  —  /,)  M,  j,  +  M^q,  -  R,iü,a;,  4-  P,y,'  +  g]  M,l,  +M,(r3+g  jy,-h 

+  Mjr/jj  -  Ma^yj  -  M^gl^^  ^0,.     .     (20) 

-  Mj7raar,  +  (r^  -  /j)  M^pi  +  PaXa  +  Masr/aa:^  +  R^i^ayj  =  0,  (21) 

-  Mayr^y,  +  M^  (r^  -  /j)  'tj^  -  R^w^^r^  +  P^^jj-}-  }S^qï^^  =  O ,  (22) 

We  remark  that  the  result  of  the  eliminatioD  of  r, ,  Xs 
and  /?,  —  j9,  between  the  equatioDS  (16),  (18),  (19)  and  (21) 
can  be  integrated.    It  is  the  determinantal  equation : 


r,iü, 


wi(r,  +  ra+/,)-  w^r^ 


O 


oi, 


i^JM,/,+M,(r,+/,)} 


—  Majrr^ 


Majr 


O 


?i  +  (^  ~''i)yi 


/awi  +  r^*.,    ~r,y,-^yaf(/2-r3)yJ 


—  Ma^/s 


+B,w,y,TM2r,pj, 


=  0. 


O 


Mj^/j 


_  • 

+  Ka'^'aya 


Dividiog  by  M^^  and  integrating  we  find: 
y  l?i  +  (^1  —  n)  yi  l[  —  /i^2<w,M,  +  Mj  lüiir,/2  +  wara  (rj  -  /j)!]  + 

+  ^i^i  U'^xVi  -  ?2  +  (''a  —  '2)y2\^29h  +  Kn  -  ^)M,p,  +P,ap,  4- 

+  R,üi,y,  +  M^rjpa  l^i'/a  +  H»*a"-  '2)  MaPa  +  Pa-^a  +  BaWjyal  ''a^^a] 

=  a  constant  quantity. 

By   eliminating   y, ,   y^  and  j^,  —  j^  between  the  remaining 

equations   we   find  an    equation,  the  integral  of  which  can  be 

deriyed   from    the    one  written  out  by  interchanging  p  and  q, 

X  and  y  and  by  changing  the  signs  of  01,  and  012. 

§  3.     Conditions  for  the  stability  of  the  motion. 

To   solve    the  differential  equations  (15)  .  •  .  (22)  we  write 

p,  ==  Aep'j  qi  =  B^^  etc.  and  obtain  a  determinantal  equation  to 

3  83  2 

find  m.     Subfltituting  l  =  -^r,P  =  ^^r'ilL,  R:=^  —  r»M,  the 

o 

determinant  is  the  following: 


320 


5^ 

w 

3 
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^ 
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O 

vT 
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^'™S 

*r 

tT 

+ 
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3* 

X 

S^ 

><s 

1 

1 

+ 

> 

1 

WW 

O 

1 

M 

^ 

9 

.M 

.M 

K 

5i. 
1 

3 

% 

^ 

1 
3 

'Ir 

+ 

> 

>»     c«:|aD 
WW 

c« 

1 

'S? 

1 

O 

Ö» 

e 
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O 

5^ 

3 
1 

O 

1 
1 

c 

O 

o 

1 

1 

'S 

^ 

+ 

»i 

O 

O 

3 

10^ 

O 

O 

o 
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It  may  be  transformed  to  the  following: 


(iSMi+M,)r,/)»+ 


-(UY,  +  M,)rV,p 


(UM,+M,)r,ai,p 


Mar,ra(.3a»,+wa)/>*+ 


^2^2{n^iP^'-9)P 


— Mar2(|r,p»-jr)p 


+  M^rjCiiay 


(Sn^i5^->^-2</  ;>(2^>',  ^Sr,o,,)    ^2(i't)-i+ U^aVH 


'P 


—  i>(i!'>'i4  grafi^a^   (Jr,  -i^ia);?^— 


.ï„      I  1  ii'y -B'"i  «•'a^'a  j  ■  ♦•2( iV^*"!  +- 1 n«"2)/>* 


We  have  divided  by  }i^r^p^.  The  determiDantal  equatioo 
has  a  root  p^  =  0.  This  might  have  beeu  predicted  from  the 
presence  of  oo^  positions  of  equilibrium  in  the  neighborhood  of 
that    which    we  have  taken ,    namely  of  those  defined  by  the 

coordinates  pj  =  p^  =  C,,  3i  =  Ja  =  Ca,  ^i  =  yi  =  ar^  =  ya  ^=  0. 
It  is  to  be  remarked  however,  that  we  should  not  haye  found 
the  root  p^  =  O  if  we  had  taken  the  two  first  integrale, 
mentioned  at  the  end  of  §  2 ,  instead  of  two  of  the  diffierent- 
ial  equations  (15) . .  .  (22).  We  can  easily  demonstrate  the 
following  theorem  of  which  also  the  con verse  holds:  if  the 
determinantal  equation  has  a  root  equal  to  zero,  the  set  of 
differential  equations  has  a  linear  integral.  We  have  namely 
a  differential  equation  which  can  be  integrated,  because  only 
fluxions  enter  into  it,  in  taking  the  sum  of  the  equations  each 
multiplied  by  a  constant  quantity,  so  chosen  that  the  sum  of 
the  corresponding  rows  in  the  determinant  each  multiplied  by 
the   same   quantity  gives  a  new  row  which  has  p  as  a  factor. 
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The  determinantal  equation  may  be  written  in  this  way: 


A 

B 

C 

D 

B 

A 

—  D 

C 

E 

F 

G 

H 

F 

E 

—  H 

G 

=  0 


or: 
(AG  ~  BH  -  CE  +  DP)*  +  (AH  +  BG  -  CF  -  DE)»  =  0. 

Only  even  powers  of  p  enter  into  the  equation ,  which  is  of 
the  fifth  degree  in  p\  The  conditioos  for  the  stability  of  the 
motion  are  that  the  roots  of  this  equations  be  all  real  and  negative. 

As  B,  D,  F  and  H  have  each  a  factor  p,  the  last  square  is 
of  the  form  p^P»  and  it  is  obvious  that  the  equation  eannot 
haye  a  real  positive  root  p».  The  conditions  for  the  stability 
are  thus  redueed  to  these  that  the  roots  should  be  all  real. 

We  write  the  equation  thus: 

(Ap*-f  Bpa  +  C)»-f  p«(Dp*  +  Ep*  +  F)«  =  0, 

where  the  letters  A  .  . .  F  represent  other  values  than  they 
did  in  the  last  form  of  the  equation. 

Writing  —  q^  for  p*  the  equation  becomes: 

(Aj*  —  Bj»  +  O»  =  q^  (Dj*  -  Eq^  +  ly 

and  the  conditions  are  that  q^  should  be  real  and  positivo. 
These  conditions  are  satisfied  if  the  equations 

(Aj*-^  Bj»  +  C)  =  ±  j  (Dj*  -  Bj»  -f  F) 

have  all  the  roots  q  real.  The  upper  or  the  lower  sign  may 
be  taken  arbitrarily  as  the  roots  of  one  equation  turn  into  those 
of  the  other  by  change  of  sign. 

The  equation  of  the  fifth  degree  in  q  is  the  foUowing: 

13\».,        88 


rrrr 


IQ"'  - 
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M,    3»  + 


\n 


1 


+  nrj  1 2Ö  •  5^  ^i»"!  (42<u,  +  41<«,)  +  M,r,  ^ 


/83 


16Ü 


w 


2       \ 
5       / 


+ 


83  I 

gg^  (w,  —  «uj)  Mjrj ,  q*  + 


|3 


13  „      , 

—  M,r,  (r,  +  rj)  + 
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/41»        2       13\      )  „   i         /83  4       \ 

+  fe  -^  y  20/"'» }  -^  '^'^^^  r"-'  l82ö"' +y )  -^ 

21  i        2  /41  \1 

+  g^  [^  M,ria^,  -  |-M,r^«J  =  0 (23). 

The  oonditioDs  for  the  reality  of  the  roots  of  an  equation 
of  the  5*^  degree  are  to  be  found  in  Salmon  ,  Modern  Higher 
Algebra^  §  235.  As  the  coefBcients  of  our  equations  are  not 
simple  the  conditions  for  the  reality  of  the  roots  are  not  simple 
either  in  this  case. 

§  4.  On  the  influence  of  small  finite  rotations  on  the  stability. 
In  the  report  on  this  essay  roy  attention  was  drawn  to  the 
fact  that  what  I  had  found  about  the  influence  of  small  rota- 
tions by  geometrical  considerations  might  be  better  deduced 
algebraically.  I  therefore  here  insert  the  algebraical  deduction 
given  in  the  report ,  while  the  folio wing  paragraph  on  the 
influence  of  great  angular  velocities  is  wholly  taken  therefrom. 

Let  Do9*  -  Eo9^  +  Fo  =^=  O  (where  Dq,  Eq  and  Fo  are  the 
values  of  I),  E  and  F  of  page  59)  be  the  equation  in  q^  on 
which  thestability  depends  when  there  is  no  rotation  (^1-=  iü^^=0), 
It  is  the  equation  oonsidered  in  the  solution  of  the  former 
problem ;  what  has  been  called  q  now  was  then  p.  Let  w  be 
the  greatest  root  and  .0  the  smallest;  the  equilibrium  is  stable 
for  0  >0.  We  further  have  Eo  =  Do(üi-}- ^),  Po  =  Doai^. 
If  the  equilibrium  is  but  little  stable  or  somewhat  unstable , 
^  is  small  while  cm,  Eq  ^^^  ^o  have  a  moderate  value.    If  we 
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add  small  rotations  of  the  order  i| ,  we  remark ,  by  considering 
the  equation  of  the  fifth  degree,  that  A  is  changed  iato  ai}, 
B  into  bri ,  C  iato  cri ,  while  D  remaios  Dq.  E  becomes 
Eo  +  eiï*  =  Do  (w  -h  ^)  -f  éfl,^  F  becomes  Pq  +  A^  =  Dow^  +  fri\ 
We  have  for  the  equation  of  the  fifth  degree: 

(aj4-  bq^  +  c)n=q  IDoj*-  [Do(a,  +9?)+  V]3'  +  Do«9'  + AM 
The  roots  Vw  and  ]/  -  cu  of  the  originai  equation  have  only 
been    somewhat   modified.    Everyching    depends    on  the  small 
roots,    which    are   approximately    equai    to    the    roots    of   the 
equation  of  the  third  degree: 

Cf  =  ?  (—  Do  wq^  +  Do  w(pX 
or 

Do  üjq^  —  l>o  ü>3  +  ci|  =  O 

The  roots  of  this  equation  are  all  real  for: 

27  c^  1,^  —  4  Do^  w^  (p^<:0, 
or 

27  C^ 

^    >  ^D^-^V 

This  condition  is  more  severe  than  97  >  O,  so  that  small 
rotations  about  the  axes  of  figaro  can  disturb  the  stability  if 
it  is  small  hut  cannot  make  the  motion  stable  if  it  was  unstable 
before. 

§  5.     On   the  influence   of  great  angular  velocities  about  the 
axes  of  figure. 

Let  the  values  of  oi,  and  a»^  ^®  ^^^7  great  and  of  the  same 
order  and  let  m  signify  a  rotation  of  that  same  order;  we  may 
then  write  for  the  equation  of  the  fifth  degree: 

Aj»  +  Büij*  4-  (C  4.  Doi^)  q^  f  (Ew  -f-  Pü,^)  ^^  ^  (G  4-  Hw»)  q  + 

+  lüi  =  0. 
Por  ci>  =  00  it  becomes  : 

¥q^  =  0. 

This  indicates  that  for  great  values  of  üi  three  of  the  five 
roots  become  very  large  aad  two  very  small. 

The  eqnations  of  the  third  degree  and  that  of  the  second , 
in  which  the  equation  of  the  fifth  degree  breaks  up,  may  be 
deduoed  in  our  case  in  the  fullowing  way. 
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Vot  the  large  roots  we  substitute  q=skö>,  giving 

For  the  small  roots  we  substitute  q  =  A;(o~~^,  which  leads  to 

The  conditions  for  the  stability  of  the  motion  are  that  both 
equatioQs  should  haye  only  real  roots. 
Substituting  b>2  '=  An), ,  we  have : 

-.-M.r.(42  +  4U)  +  M,r.(---^)  + 

82 


+ 


+  r 


+  ^«^»3-25<*-'^>l' 
,     „    I  1      41   .    /41»  ,2     13\  , 

I  have  ealculated  the  coefficients  for  the  case  in  which  without 

40 
rotation     stability    would    begin:    M,r,  =  — M^r^,    supposing 

40 
moreover  the  hemispheres  to  be  of  like  substance :  r,^  =  —  r2^. 

We  find  then  that  the  roots  of  the  quadratic  are  real  for 
every  value  of  A  but  not  so  those  of  the  cubic  equation. 
The  discriminant  of  that  equation  is  a  function  of  the 
sixth  degree  in  \.  The  roots  are  all  real  for  X  =  O  and 
for  A  =  —  1.     Two   of  them   are   imaginary  for  A  =  1.     We 
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have  therefore :  The  motion  is  stable  for  rapid  rotations  when 
the  upper  hemisphere  does  not  rotate  or  rotates  in  opposite 
directioD  as  the  lower  one  with  the  same  angular  velocity. 
The  motion  is  unstable  if  both  hemispheres  have  the  same 
angular  velocity  in  the  same  direction. 

If  we  make  oii  very  great  and  not  ü»^,  the  equation  of  the 
fifth  degree  can  be  written  in  the  form: 

giving ,  for  «,  =rz  00  ,  . 

for  the  determination  of  the  moderately  large  roots : 

for  that  of  the  very  large  roots  {q  =  kwi) 

Ai»  +  BJk  +  D  =  O , 

for  that  of  the  very  small  roots  {q  =  /^tti,"^) 

HJfc  +  I  =  0. 

The  equation  of  the  first  degree  has  of  course  one  real  root. 
Only  the  other  two  equations  have  to  be  examined.  D  and  H 
have  always  opposite  signs  if  w^  is  much  greater  than  w^.  The 
conditions  for  the  stability  are  thus  reduced  to  one  namely 

4AD  >  B». 

Id  the  case  that  M|  is  much  greater  than  M^  we  may  write : 

^  =  (20)  ^•"■'^' '  ^  -  20  •  To  •••"•«^' '  ^  =  ieöö  '■'"''^ 

and    there   is  stability.     We  thus  see  that  stability  is  possible 
when  there  exists  rapid  angular  velocity. 


V7,  T8a 


DËSCARTËS  EN  DE  BREKINGSWET, 


DOOR 


C.    DE   W/VARD. 

(^Iiddelburg>.) 


Prof.  KoRTEWBo  heeft  ia  het  Nieuw  Archief^  Tweede  Beeks^ 
deel  111^  pag.  57—71  aan  de  hand  van  verschillende  op  het 
Trippenhuis  berustende  brieven  aangetoond ,  dat  het  zeer  v^aar- 
sch^jnlljk  geacht  moet  voorden,  dat  Dcsgabtes  geheel  onafhan- 
kelijk van  de  vondst  van  Snelltos  tot  zijne  kennis  omtrent  de 
brekingswet  is  gekomen.  Mij  bezighoudende  met  een  ander 
onderzoek  vrerd  mijne  aandacht  gevestigd  op  een  handschrift, 
vraaruit  mjj  bleek,  dat  ook  iets  kan  medegedeeld  worden  om- 
trent bet  bovenstaande  onderwerp  en  dat  behoort  bü  de  door 
prof.  KoBTEWKG  gegevene  brieven. 

Het  bedoelde  manuscript  is  het  journaal  van  Isaac  Bebckman, 
geboren  te  Middelburg  in  1588  ^  en  vooral  bekend  geworden 
in  zijne  functie  van  rector  aan  de  Latijnsche  school  te  Dordrecht, 
waar  h^j  de  leermeester  in  de  wiskunde  was  van  Hortbnsius  en 
Jan  de  Wit;  hjj  was  bij  zjjne  tijdgenooten  beroemd  om  ztjne 
groote  mathematische  kennis,  schijnt  aanvankelijk  ook  deel 
uitgemaakt  te  hebben  van  de  in  1636  benoemde  commissie  ter 
beoordeeling  van  de  door  Gallilei  aan  de  Staten-Generaal 
voorgestelde  oplossing  van  het  vraagstuk  van  het  bepalen  der 
lengten  op  zee,  stond  verder  in  vriendschappelijke  betrekking 
met  de  meest  bekende  geleerden  dier  dagen  o.a.  met  Mbssenne 
en  Gassendi.  Bekend  is  de  aardige  wjjze  waarop  Beeckman  reeds 
in  1618  met  Descartes,  toen  nog  jong  soldaat  in  het  leger 
van  Maurits,  te  Breda  kennis  maakte  en  een  warme  vriend- 
schap sloot,  die,  met  een  kleine  onderbreking,  slechts  door 
Beeckman 's  overlijden  in  1637  eindigde.') 

1)  Niet  „omstreeks  1570*'  zooals  steeds  wordt  opgegeven. 

2)  Van   het   bedoelde   handschrift   van  Beeckman   is  niet  alleen  meermalen 
sprake  in  de  briefwisseling  tusschen  Descabtxb  ,  BXECEMAN  en  Mbrsenne  (zie 
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Wanneer  Descartbs  ,  na  een  veeljarig  verbluf  in  het  buiten- 
land wederom  ons  land  bezoekt  om  spoedig  daaiin  dan  ge^ 
ruimen  tjjd  te  verblijven,  dan  geldt,  geheel  vreemdeling  als 
hij  in  Holland  is  geworden ,  natuurlijkerwijze  ziJn  eerste  bezoek 
zijn  ouden  trouwen  vriend  Beeckman  en  hij  verhaalt  dezen 
geestdriftig  de  in  den  langen  tijd  van  scheiding  gedane  ont- 
dekkingen. Geregeld  vindt  men  die  derde  komst  van  Descartes  in 
Holland  gesteld  in  1629^);  danr  het  in  de  questie  natuurlijk 
zeer  aankomt  op  de  data,  zjj  hier  de  aanhef  van  de  aan- 
teekening  van  Beeckmans  journaal  gegeven,  waaruit  blijkt,  dat 
Drscartes  reeds  in  1628,  zfj  het  ook  slechts  kort,  hier  te  lande 
heeft  vertoefd;  wellicht  is  hij  ook  om  andere  redenen  eigenaardig:^) 

D.  Renatus  Descartes  du  Peron,  qui  anno  1618  in  meam  H»toru 
gratiam  Bredae  Brabantinorum  Musicae  Compendium  conscripsit,  ejo»^ 
quo  suam  sententiam  de  musica  mihi  aperuit,  quodque  huic  ae^^tudo. 
operi  insertum  est,  is,  inquam ,  die  8^  mensis  Octobris  1628 
ad  me  visendum  venit  Dortrechtum ,  cum  prius  frustra  ex 
HoUandia  Middelburgum  venisset  ut  me  ibi  quaereret.  Is 
dicebat  mihi  se  in  arithmeticis  et  geometricis  nihil  amplius 
optare,  id  est,  se  tantum  in  iis  his  novem  annis  profecisse 
quantum  humanum  ingenium  capere  possit,  cujus  rei  non 
obscura  mihi  specimina  reddidit,  paulo  post  Parisiis  suam 
Algebram  quam  pcrfectam  dicit  quaque  ad  perfectam  gcometriae 
scientiam  pervenit ,  imo  qua  ad  omnem  cognitionem  humanam 
pervenire  potest,  propediem  ad  me  missurus,  aut  ipsemet  huc 
ad  eam  edendam  et  limandam  venturus  ut  communi  opera  id 
quod  restat  in  scientiis  perficiamus;  Gallia  enim,  Germania  et 
Italia  peragrata,  dicit  se  non  invenisse  alium,  cum  quo  secundum 
animi  sui  sententiam  disserere  et  a  quo  adjumentum  in  studiis 
suis  sperare  possit  quam  per  me.  Tantam  dicit  esse  ubique 
inopiam    verae   philosophiae   quam   vocat   operam   navantium* 


Cousin,  T.  VI,  p.p.  149,  152,  163;  Adam  et  Tannery,  Oeuvres  de  Descartes, 
Tomé  I,  (1897)  pp.  160,  161 ,  171)  maar  ook  in  het  „Wisconstich  Filosofisch 
BcdrijC  van  Henric  Stbvin  ,  Leiden  1667,  2e  boek,  pag.  3  (zie  Niemo  Arcfuefy 
Twude  Reeks,  deel  V,  pag.  112);  de  daar  genoemde  Abraham  Beeckman  wa^i 
IsAAC's  broeder  en  gaf  na  den  dood  van  den  laatste  ook  nog  een  werk  op  diens 
naam  uit.     Het  manuscript  berust  op  de  Provinciale  Bibliotheek  in  Zeeland. 

*)  Ook  door  prof.  Kortbweg  :  „Comme  1'on  sait ,  Descartes  entra  en  ce 
pays  pour  la  troisième  fols  au  printemps  de  1629''  l.c.  p.  68.  Kvcnzoo  hij 
Adam  et  Tannery,  oeuvres  complètes  de  Descartes,  T.  I,  pnj».  13;  waaruit 
tevens  blijkt  dat  de  opgave  aan  Baillet  Is  ontleend. 

a)     Fol.  333  recto  van  het  H.S. 
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Ego  vero  illum  omnibus  quos  unquam  vidi  aat  legi  arithmeticiB 
et  geometricis  praefero 

Men  ziet  hieruit  hoe  hoog  beide  mannen  elkander  dest^ds 
waardeerden.  Beeckman  geeft  daarna  verschillende  voorbeelden 
van  de  nieuwe  „Algebra  generalis"  van  Descabtbs  ,  welke  deze 
hem  heeft  medegedeeld ,  later  nog  gevolgd  door  grootere  brok- 
stukken, wanneer  Dbsg artes  hem  het  manuscript  heeft  toege- 
zonden ,  dat  waarschijnlgk  het  volgens  Millbt  geheel  verloren 
gegane  „Traite  d'Algèbre''  is  geweest  en  waarop  later  wellicht 
nog  gelegenheid  is  terug  te  komen.  Aangaande  ons  onderwerp 
van  het  oogenblik  vinden  we  onder  dezelfde  dagteekening 
van  8  October  1628  na  de  vermelding  der  andere  ontdekkingen:') 

ABgniu       Idem    etiam    explorat   quantitatem    anguli   refractionis   per 

J"^^^^  vitreum  triangulum  LMN,  in  quod  radii  paralleli  in  latus  LM 

expiontnik  g^^  rectaugulos  incidunt,  tegitque  LM  charta  perforatque  dun- 

tazat  ad  O,  ut  ibi  radius  admittatur,  atque  observat  angulum 


^ 


N 


refractionis  radii  QRP.  Cognito  uno  angulo  refractionis  deducit 
inde  reliquos  secundum  angulorum  sinus,  ut  enim  inquit  AB 
ad  HG  ita  CD  ad  IF.  Considerat  enim  sub  ST  esse  aquam, 
radios  esse  AEG ,  CEF,  idemque  videntur  ipsi  pati  quod  brachia 
aequalia  bilancis  quo  finibus  appensa  sunt  pondera,  quorum  id 
quod  in  aqua  est  levius  est  et  brachium  attoUit.  Tandem 
quaerit  multa  puncta  qualia  est  R  ac  circa  illa  hyperbolam 
ducit  per  quam  omnes  radii  paralleli  incidentes  concurrunt  in 
unum  punctum.  Quod  vitrum  optimum  foret  ad  faciendos  tubos 
oculares,  nam  inquit  hyperbola  minor  ejusdem  generls  serviet 


*)     Fol.  333  verso. 
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ad  yitrum  concavum  faciendum.  Dicit  se  jussisse  fieri  convexum 
tale  sed  ita  ut  mecbaDicus  torno  aequaliter  snper  eodem  centro 
id  raderet,  quod  ego  aliquaodo  imperavi  fabro  statuens  toties 
mutare  liueam  chalibeam  secundum  quam  vitram  formaret 
doDec  mechanice  viderem  om  nes  radios  perfecte  coDveDire.  Ipse 
dicit  sibi  perfecte  successisse.  — 

De  laatste  zinsDeden  hebben  betrekking  op  de  proefnemingen 
van  Dbscaktes  tot  het  vervaardigen  van  hyperbolisch  geslepen 
lenzen  met  Le  Fersier  te  Parijs ,  die  later  te  Amsterdam  weer 
ter  hand  werden  genomen  ^  en  welk  probleem  b)j  Descartes 
nauw  met  het  vinden  van  de  brekingswet  verbonden  was;  het 
vraagstuk  werd  overigens,  doch  uitsluitend  in  theorie,  reeds 
aangeroerd  in  de  Ad  Vitellonem  paralipomena  van  Kepler(1604) 
en  het  is  ook  niet  onmogelijk  dat  het  allereerste  denkbeeld  biJ 
Descartes  is  opgekomen  door  sommige  uitlatingen  in  de  Magia 
Naturalis  van  Porta  (1589)  daaromtrent,  een  destijds  verbazend 
veel  gelezen  werk.  ^)  Wat  de  brekingswet  zelve  aangaat,  maakt 
het  op  ons,  den  aanhef  van  Bbecrman's  aanteekening  lezende, 
den  indruk ,  alsof  Descartes  onmiddellijk  na  zijn  komst  hier  te 
lande  zich  op  staanden  voet  naar  Beeckmam  heeft  begeven,  iets 
wat  bij  de  warme  vriendschap,  die  hen  verbond,  lang  niet 
onwaarschijnlijk  is.  Hij  heeft  blijkbaar  de  wet  gevonden,  met 
zijne  andere  nieuwe  denkbeelden,  waarmede  hiJ  Holland  binnen- 
treedt, gedurende  ziJn  veeljarig  verbUjf  in  het  buitenland  en 
van  eene  kennismaking  met  Snellius'  manuscripten  (in  )632  voor 
het  eerst  door  Golius  ontdekt)  aan  zijne  komst  bij  Beeckman 
voorafgaand,  kan  biJ  de  argelooze  mededeeling  van  Descartes 
in    het   geheel   niet  gedacht  worden.    Hij  was  zoo  weinig  met 


1)  D.  J.  KoRTEWEO:  Een  eo  ander  over  GoursTAHTiJV  Hutghens  als  be- 
minnaar  der  stellige  wetenschappen  en  zijne  betrekking  tot  Descartes  (VersL 
en  Meded^  Kon,  Ae,^  3e  reeks,  dl.  IV»  pp.  263 — 268;  vertaling  ArcMves  nier^ 
landaises  T.  XXII,  pp.  435—439. 

2)  Agrippam  cum  ante  20  annos  legerem  —  schrijft  Beeckmak  in  Februari 
1629  —  in*:mini  eum  dicere  se  posse  lunae  inscribere  litteras  quas  alius  in 
altera  terrae  regione  possit  legere,  quod  D.  Descartes  dicit  Baptissam  Portam 
referre  ad  vitra  in  infinitum  comburentia,  per  quae  etiam  videtur  in  luna 
quasvis  litteras  exaraturus.  At  nugatur  cum  Agrippa  Porta ,  neuter  enim  tenuit. 
Verum  si  qub  posset  facere  tuburo,  per  quem  videri  possent  quae  in  luna 
aguntur  ....  (fol.  341  verso:  Lunae  an  litterae  inscribi  possint  absentibus 
legendae).  Zooals  bekend  is  meende  Descabtes  met  zijne  van  hyperbolisch 
geslepene  lenzen  voorziene  kijkers  de  kleine  voorwerpen  op  de  hemellichamen 
even  goed  te  zullen  kunnen  onderscheiden  als  die  op  aarde. 

5* 
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de  toestanden  in  Holland  op  de  hoogte  gebleven  dat  zelfs  de 
lang  geleden  verhuizing  van  zijn  vriend  Beeckman  ,  dien  hij  zoo 
hoog  achtte,  uit  Middelburg  naar  Utrecht,  Rotterdam  en 
Dordrecht,  hem  geheel  onbekend  was  gebleven. 

De  brief  van  Gonstantijn  Hvyghens  aan  Golius  van  Juli  1629 
bl^kt  verder  niet  de  eerste  aanwijzing  te  zijn  van  de  wet  der 
sinussen  in  Holland. ')  Zjj  was  reeds  in  October  1628  door 
Djsscartes  medegedeeld  aan  Beeckbcan,  die  zich  na  Descartes' 
bezoek  met  verdubbelde  belangstelling  op  verschillende  vraag- 
stukken der  optica  en  wiskunde  werpt.  Beeckman  geeft  ons 
bovendien  de  door  Descartes  gevondene  wet  in  veel  duidelijker 
termen  dan  de  flauwe  aanwijzing  in  den  brief  van  Huyohens  van 
van  Juli  1629,  en  hij  deelt  ons  voorts  in  zijne  aanteekening  den 
vorm  mede  zooals  zg  destgds  uit  den  mond  van  Descartes  zelve 
werd  vernomen. 

Middelburg,  25  Juni  1906. 


')     EoBTEWEG ,  Descartes  et  les  manuscrits  de  Snellius ,  l.c'  pag.  68. 
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EENE  COBRESPOKDENTIE  VAN  DESCARTES  UIT  DE 

JAREN  1G18  M  1619, 


DOOB 


C.   DE   WAARD. 

(Middelburg.) 


Het  is  bekend ,  dat  Descartes  na  zjJD  vertrek  uit  Par^s  in 
1617  of  1618  als  vrijwilliger  in  Staatschen  dienst  is  getreden 
met  Breda  als  garnizoen,  waar  bg  eenigen  tijd  als  zoodanig 
beeft  vertoefd ,  om  daarna  door  zijne  groote  omzwervingen  door 
Europa  zijn  gezicbtskring  nog  meer  te  verruimen,  en  zich 
eerst  weer  in  1628  voor  goed  in  de  Nederlanden  te  vestigen , 
wanneer  bij  met  de  nieuwe  denkbeelden  te  voorschijn  komt, 
die  zijne  vrienden  verbazen  en  in  1637  door  de  eerste  publi- 
catie de  aandacht  van  meerderen  op  hem  vestigen.  De  tusschen- 
liggende  jaren  zijn  echter  voor  een  overzicbt  van  de  geleidelijke 
ontwikkeling  van  de  denkbeelden  van  Descartes  van  groot 
gewicht  en  in  het  bijzonder  verdienen  die  van  zgn  eerste  verblijf 
in  de  Nederlanden  de  aandacht. 

Drscartes  stelde  te  Breda  in  1618  zijn  Compendium  Mimcae 
samen,  een  werk,  dat  evenwel  door  verschillende  omstandig- 
heden eerst  in  1650  te  Utrecht  werd  gepubliceerd.  In  verband 
daarmede  staat  het  feit,  dat  hij  dezen  arbeid  uitsluitend  ver- 
vaardigde terwille  van  een  HoUandschen  vriend,  die  Descartes 
toevalligerwijze  te  Breda  ontmoette,  kennis  met  dezen  maakte, 
uit  welke  kennismaking  weldra  een  warme  vriendschap  ontstond. 
Die  vriend,  voor  welken  Descartes  al  dadelijk  zooveel  sympathie 
gevoelde,  was  Isaac  Beeckman,  die  ook  wanneer  hij  later  ver- 
bonden is  aan  de  Latijnsche  scholen  te  Utrecht ,  Rotterdam  en 
Dordrecht  in  de  geschiedenis  der  wis-  en  natuurkundige  weten- 
schappen in  de  Nederlanden  eene  niet  onbelangr^ke  plaats 
inneemt.  In  1618  woonde  Beeckman  echter  te  Middelburg.  Hij 
was  aldaar  geboren  10  December  1588  N.S.,  dus  zeven  jaren 
YÓor   Descartes,   bad  de  Leidsche  hoogeschool  bezocht  en  was 
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in  1618  te  Caen  gepromoveerd  bij  den  bekenden  Morin,  waarna 
bij  zich  te  Middelburg  vestigde  als  doctor  medicinae ,  zonder 
nochtans  eenige  praktijk  uit  te  oefenen. 

IsAAG  Beeokman  schijnt  nu  de  eenige  weg  te  zijn,  waarlangs 
we  ook  iets  meer  omtrent  de  studiën  van  Descartes  in  dezen 
tijd  kunnen  te  weten  komen,  en  inderdaad  levert  een  door 
Bebgkman  nagelaten  handschrift,  waarin  hij  vooral  alles  wat 
zijne  onderzoekingen  betrof,  aanteekende,  ons  ook  verschillende 
bijzonderheden  omtrent  zijn  jeugdigen  vriend.  *) 

Reeds  spoedig  na  zijn  terugkeer  uit  Caen  maakte  Beeokman 
een  uitstapje  naar  Breda.  „Voor  de  flachtijt  des  jaers  1618 
ben  ie  te  Breda  gecomen  om  Pieteroom  te  helpen  wercken ,  en 
te  vrijen  oock."  ^)  Weinig  vermoedde  hü  toen ,  wien  hjj  daar 
zou  ontmoeten !  De  kennismaking  met  Descartes  ,  volgens  het 
bekende  verhaal  naar  aanleiding  van  een  in  de  landstaal  aan- 
geslagen vraagstuk ,  waaromtrent  Descartes  den  zich  eveneens 
onder  de  aanwezigen  bevindende  Beeckman  om  inlichtingen 
verzocht,  leidde  tot  waardeering ,  toen  de  jonge  soldaat  hem 
den  volgenden  dag  de  oplossing  kwam  brengen  zooals  Beeckman 
voor  de  vertaling  van  het  vraagstuk  had  verlangd.  Waar- 
schijnlijk geschiedde  dit  in  het  begin  van  November  1618: 
„Nitebatur  heri  qui  erat  10  Nov.  —  lezen  we  in  het  hand- 
schrift^) —  Bredae   gallus  picto  probare  nullum  effe  angulum 

revera  hoc  argumento "    Na  deze  eerste  aanwijzing  blijken 

beide  mathematici  elkaar  nog  menigmaal  gesproken  te  hebben, 
zij  verdiepen  zich  in  verschillende  vraagstukken  en  weldra  is 
de  vriendschap  voor  goed  gesloten.  Ook  over  de  theorie  der 
muziek  wordt  van  gedachten  gewisseld  en  Descartes  belooft  zijn 
vriend  zijne  denkbeelden  daaromtrent  in  een  samenhangend 
geheel  neer  te  schrijven.  „Mr.  Duperen  Picto  —  toekent  Beeckman 


*)     Het    H.S.    heeft    geen    bepaalden    titel    doch    op    het    schutblad  staat  in 
driehoeksvorm    geschreven :     Loci    COMVNES    ||    L[oci]    communes    funt  forroae 
omnium    renim    agendanim ,    ||    virtutum ,     vitiorum    aUorumque  communium , 
the  I)  matum  communes ,    quae  fere  in  vfum  va  ||  riasque  rerum  huraananim  ac 
litte  11  rarum  caufas  incidere  pofsunt.  —  ||  Qui  destinauit  per  omne  genus  auctorum 
lectione  grafsari,  ||  primo  sibi  quam  plurimos  paret  locos:  eos  fumat  ||  partim 
a  generibus  ac  partc  vitiorum  vir||  tutumque,  partim  ah  alys  quae  funt  1|  in  rebus 
raortalium  praecipia  ,  di  ||  geratque  iuxta  rationera  af  ||  finitatis  et  repugnantiae.  || 
Nam    et   quae  inter  fe  cog  ||  nata  sunt  vltra  adllmonent  quid  con  ||  scquatur,  et 
con  II  trariorum    est  ||  eadem  me  i|  moria.  ||  En  daaronder:  Anno  1604.     Het 
H.S.  berust  op  de  Provinciale  Bibliotheek  in  Zeeland. 

^)     Fol.  94  verso. 

»)     Fol.  97  verso. 
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aan  ')  —  ReDatus  Descartes  vocatur  in  ea  Musica,  quam  mea 
caufa  jam  defcribit.'*  Beeckman  ontving  het  handschrift  nog 
YÓÓr  zijn  vertrek  uit  Breda ,  dat  waarschijnlijk  den  26n  Januari 
1619  plaats  vond. 

De  te  Breda  gesloten  vriendschap  verflauwde  niet,  toen 
Bbeckman  weder  te  Middelburg  was  teruggekeerd,  en  had 
eene  verdere  correspondentie  tengevolge,  zooals  Bbeckman 
trouwens  tot  zijnen  dood  in  1637  roet  Descartes  in  verbinding 
bleef. 

De  correspondentie  is  hierachter  afgedrukt.  Een  enkel  woord 
over  de  bron  waaraan  zij  is  ontleend,  die  ook  trouwens  zelve 
meer  dan  eens  in  de  latere  briefwisseling  van  Descartes  ter 
sprake  komt.  Het  handschrift  van  Beeckman  is  een  foliant  van 
472  bladen'),  gebonden  in  lederen  band  met  koperen  beugels 
en  grootendeels  in  het  Latijn  gesteld.  Het  is  aangelegd  als 
journaal ,  dw.z.  Beeckman  toekende  achtereenvolgens  eiken  dag 
op  wat  hem  bij  zijne  studie  belangrijk  voorkwam,  maar  hjj 
nam  er  ook  wel  papieren  in  op,  die  hem  van  anderen  in  handen 
kwamen  en  hem  van  gewicht  schenen.  Als  journaal  werd  het 
omstreeks  1611  aangelegd  en  eindigt  met  1635;  zijn  uit  den 
eersten  tijd  de  aanteekeningen  schaars,  omstreeks  1615  zjjn 
die  al  veelvuldiger  geworden  en  blijkbaar  wordt  later  van  het 
dagboek  steeds  gebruik  gemaakt;  niet  altijd  wordt  de  datum 
evenwel  gevonden  doch  wordt  deze  slechts  met  groote  tusschen- 
ruimten  genoemd.  Meestal  is  het  schrift  loopend,  slechts  een 
betrekkelijk  klein  aantal  bladen  is  in  schoonschrift  geschreven. 
Naar  mijne  meening  heeft  het  handschrift  aanvankelijk  niet 
den  vorm  van  het  tegenwoordige  boekdeel  gehad ,  maar  maakte 
Beeckman  op  bundels  papier  van  kleiner  omvang  zjjne  aanteeke- 
ningen. Eerst  later,  toen  de  hoeveelheid  papier  in  omvang 
was  toegenomen  en  de  schrijver  de  waarde  ervan  meer  en  meer 
op  prjjs  ging  stellen ,  zijn  de  reeds  beschreven  bundels  met  een 
ruime  voorraad  schoon  papier  bijeengebonden.  Uit  deze  om- 
standigheid is  het  dan  ook  te  verklaren,  dat  van  de  marginale 
aanteekeningen  somt^ds  gedeelten  zijn  weggevallen ,  die  bij  het 
inbinden  moeten  zijn  weggesneden.  Ook  het  feit,  dat  enkele 
malen  brieven  zich  bevinden  tusschen  aanteekeningen  van 
jongeren  tijd,  zal  hierin  zijn  oorzaak  vinden.  Dit  is  het  geval 
met  brief  I  hierachter  afgedrukt  en  het  door  Beeckman  geco- 
pieerde    Compendium    Musicae,    die    zich   bevinden    tusschen 


')    Fol.  104  verso;  Picto=le  Poitevin,  inwoner  van  Poitou. 

*)     De  paginatuur  il8 — ^480  komt  echter  tweemaal  achtereen  voor. 
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aanteekeningen  van  1620.  Vergis  ik  mij  in  dezen,  dan  heeft 
Beeckman  dien  brief  en  het  Compendium  eerst  later  in  zijn  boek 
overgeschreven.  Beide  stukken  volgen  echter  in  het  handschrift 
op  elkaar  en  waar  het  Compendium  voor  Beeckman  in  December 
1618  werd  vervaardigd  mag  dit  ook  verondersteld  worden  van 
het  uitvoerige  stuk  dat  onder  no.  1  is  gegeven,  dat  in  het 
handschrift  aan  het  Compendium  voorafgaat  en  van  een  derge- 
lijke strekking  is:  het  is  eigenlijk  meer  eece  op  schrift  gestelde 
verklaring,  hoe  Descartes  over  sommige  zaken  dacht,  dan  wel 
een  brief,  en  als  zoodanig  behoeft  het  geen  verwondering  te 
wekken  ,  dat  Beeckman  haar  bekomen  moet  hebben  terw^l  beide 
zich  nog  te  Breda  bevonden.  —  De  brieven  II— VII,  geschreven 
in  1619,  bevinden  zich  in  Beeckhans  handschrift  tusschen 
aanteekeningen  van  nog  lateren  datum  dan  de  vorige  nl.  1627; 
met  nog  andere  stukken  uit  1618,  b.v.  Bebckmans  promotie 
betreffende ,  vormen  zij  een  gedeelte  dat  voorafgegaan  en  gevolgd 
wordt  door  eenige  blanco  bladen  cd  schijnen  dus  ook  weer  op 
deze  plaats  bij  het  binden  ingevoegd.  Overigens  dragen  deze 
brieven  eene  aanwijzing  van  plaats  en  datum ,  zoodat  zich  hier 
geen  zwarigheden  voordoen.  Opgemerkt  zq ,  dat  Beeckman  zich 
steeds  van  den  nieuwen  stijl  bedient. 

Bij  vele  brieven  zijn  marginale  aanteekeningen  in  loopend 
schrift  gemaakt,  terwijl  de  tekst  van  alle  stukkeft  in  schoonschrift 
is  geschreven.  Blijkbaar  zijn  die  aanteekeningen  er  later  door 
Beeckman  bijgeplaatst',  zij  zijn  in  het  hiernavolgende  cursief 
aangegeven.  Beeckman  schijnt  reeds  toen  groote  waarde  aan 
de  uitingeii  van  zijn  jeugdigen  vriend  toegekend  te  hebben, 
welke  hij  trouwens  later  ook  neerschreef  te  stellen  boven  allen, 
welke  hij  ooit  gesproken  of  gelezen  had. 

Ik  laat  nu  de  correspondentie  zonder  verdere  voorafspraak 
volgen. 

Foi.  iflo      (I.    René  Desgabtes  te  Breda  aan  Isaag  Beeckman  te  Breda 
"i^^:  December  1618.  ^ 

aquae  arm  Vt  planc  dc  propofiüs  quacflionibus  meam  mentem  exponerem , 
^IT/Trath"  Daulta  ex  meis  mechanicae  fundaraentis  effent  praemittenda , 
n'^lcarus  Q^^^j    V^^^   tempus   non  finit,    breviter  ut  jam   licet  conabor 


I)  Boven  dit  stuk  staat  in  Beeckman's  boek  met  loopend  schri(\  evenals  de 
marginale  aanteekeningen:  Rene  du  Peron  mihi.  Op  grond  van  het  hierboven 
gezegde  acht  ik  den  brief  geschreven  terwijl  Beeckman  zich  nog  te  Breda 
bevond,  waar  hij  stellig  nog  26  December  was  en  van  waar  hij  waarschijnlijk 
2  Januari  d.  a.  v.  vertrok. 
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explic&re.  Et  primo  quidem  f  x  varijs  i;raTitaiidi  modis ,  qaos 
jam  omnes  enumerare  non  opus  efl  noflrae ,  duo  varü  bic 
diflÏDguendi  fnnt,  nempe  quomodo  aqua  in  vafe  exifleos  ejufdem 
vafis  fundum  premit,  et  qnomodo  totum  ipfam  vas  fimul  cam 
aqua,  quae  in  ipfo  efl,  gravitet;  duo  enim  illa  plane  diflincta 
funt ,  ita  vt  uiium  altero  plus  vel  minus  gravitare  pofTe  certnm 
fit.  Secundo,  vt  qnid  fiftnificet  verbum  gravitare  intelUgatur , 
ËDftesdum  eft  corpus ,  quod  gravitare  dicitur ,  deorfum  moveri 
et  illud  in  primo  iuAanti  motiiB  confiderare;  vis,  cum  qna  JD 
primo  jullanti  impellitur  motua,  ea  ett  quae  gravatio  vocatur, 
DOD  illa  quae  Ulam  in  toto  motu  fert  deorfum,  quae  a  prima 
Tftlde  diflincta  effe  poteft.  Dicemns  igitur  graTitationem  effe 
Tim ,  qua  proxima  faperficies  corpori  gravi  fubjecta  ab  eodem 
premitnr.  Tertio  in  illo  motus  principio  imaginabili  notandum 
etiam  initiam  imagin&bile  celerit&tis,  qua  partes  corporis  gra- 
vitantis  corporis  difcendent;  buec  enim  non  minus  confert  ad 
gravitationem  quam  corporis  ipfius  quantitas  verbi  gratia.  Si 
nnns  aquae  atomus  defcenfurus  Ut  duplo  celeriusquam  duo  a\\] 
atomi,  illo  folus  aeque  gravitabit  atque  dao  aljj  qoibus  praemifris. 


ia 


Sint  quatuor  vafa  ejufdem  latitudinis  in  fnudo,  ejufdem 
ponderis,  Ti  vacui  fint,  et  ejufdem  altitudinis;  non  infundatitr 
in  A  plus  aquae  quam  B  poteft  contiuere,  reliqua  3*  impleantur 
quantum  poiTunt;  aqua  una  cum  vafe  A  aeque  gravitabit  atque 
aqua  fimul  cum  vafe  B. 

Secundo   aqua  fola  in  fundo  vafis  B  aeque  gravitabit  atque 


De  figuur  in  hel  H.S.  heeft  F. 
E>e  Rguur  in  het  H.S.  h«fl  g. 
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aqua  fola  in  fando  vafis  D  et  per  confequens  magis  qoam  aqua 
in  fundo  vRfis  A ,  aeque  jtem  atque  aqua  in  fando  vafis  C. 

Tertio  D ,  totum  vas  et  aqua  fimul  non  ma^s  nee  minus  P 
gravitat  quam  C  totum  etiam  in  qno  embolns  E  firmus  ell. 

Quarto,  jllud  C  totum  magis  gravitat  quam  6  totum,  ubi 
beri   halluciDabar. 

Prior  pars  per  fe  nota  eil,  fecunda  ita  demonllratur. 
Aqua  in  utroque  vafe  aequali  vi  premit  fundum  vafis,  ergo 
aequaliter  gravitat.  Probatur  antecedens  hoc  pacto:  Tantum 
aquae  incumbit  fupra  omnia  puncta  determinahilia  in  fundo 
unius  quam  in  fundo  alterius,  ergo  aequali  vi  premuntur. 
Yerbi  gratia  in  fundo  unius  determinentur  puncta  g,  B,  b,  in 
alterius  i ,  D ,  1 ;  dico  omnia  illa  puncta  aequali  vi  premi,  quia 
fcilicet  premuntur  lineis  aquae  imaginabilibuseiufdemlongitudinis 
nempe  a  fuprema  parte  vafis  ad  imam;  neque  enim  fg  linea 
bic  longior  cenfenda  eil  quam  f  B  vel  aliae,  non  premit  enim 
punctum  g  i]8  partibus,  quibus  curva  eil  et  longior,  fed  gs 
tantum,  quibus  deorfum  tendit,  quibus  aequalis  eil  alijs  omnibus. 
Probandum  autem  eil  folum  punctum  f  aequali  vi  premere 
3  f  puncta  g,  B,  b,  atque  tria  diilincta  m,  n,  o  premunt  alia 
3f  i,  D,  l^\  quod  fit  hoc  fyllogifmo :  Res  graves  aequali  vi  premunt 
omnia  circumquaque  corpora,  quibus  expulfis  aeque  facile  in- 
feriorem  locum  occuparent.  Atqui  folum  punctum  f  aeque 
facile  occuparet  inferiorem  locum,  fi  poflet  expellere  tria  puncta 
g,  b,  h,  atque  tria  puncta  m,  n,  o,  fi  expellerent  alia  tria  puncta 
i,  D,  1.  Ergo  folum  punctum  f  aequali  vi  premit  tria  fimul 
puncta  g,  b,  h,  atque  tria  puncta  diilincta  m,  n,  o  premunt  alia 
tria  i,  D,  1.  Major  videtur  eiTe  tam  clara  et  evidens,  ut  poffit 
eife  piincipium  fcientificum.  Minor  ulterius  probatur.  Imagi- 
nentur  omnia  inferiora  puncta  g,  B,  h  et  i,  D,  1  eodem  memento 
aperiri  vi  graritationis  corporum  fuprapofitorum ,  certe  eodem 
inilanti  concipiendum  erit  folum  punctum  f  triplo  celerius 
moveri  quam  unumquodque  ex  punctis  m,  n,  o.  Illi  enim  tria 
eodem  momento  loca  erunt  explenda,  quo  memento  unum  tantum 
cuilibet  ex  punctis  m,  n,  o  erit  occupandum.  Ergo  vis,  qua 
folum  punctum  f  premit  inferiora ,  aequalis  eil  vi  trium  fimul 
puuctorum  m,  n,  o.  Eodemque  modo  probari  poteil  de  omnibus 
alijs  punctis  imaginabilibus  in  fundo  vafis  B.  Aequaliter  a 
fuperiore  parum  aquae,  quae  eil  in  f,  atque  omnes  partes 
fundi   vafis   D   premuntur  ab  omni  aqua  incumbente,  ideoque 


ï)    Het  H.S.  heeft  i,  B,  I. 
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aeqnali  vi  fnndum   vafiB  B  premi  ab  aqua  incumbente  atque 
fondum  Taüs  D,  quod  erat  probandum. 

Vna  tarnen  objectio  proponi  poteft  meo  judicio  non  contem- 
nenda  et  cuius  folatio  fnperiora  confirmabit.  Quae  tarnen 
omnia  corpora  aeqnalis  maf^nitudinis  et  gravitatis,  ü  deorfum 
ferantur ,  habent  certum  quemdam  aequalem  celeritatis  modum 
quem  non  excedunt ,  nifi  ab  aliqua  vi  extranea  impellantur.  Ergo 
male  aiTamitnr  in  faperioribns  punctum  f  propondere  ut  triplo 
celerius  moveatur  quam  unum  quodlibet  ex  punctis  m,  n,  o,  com  a 
nulla  vi  extema  dici  pofTit  illud  impelli.  Abfurdum  enim  foret 
dicere  illum  ab  inferioribns  aqnae  partibns  attrahi,  quod  tamen 
mihi  nuper  valde  eronnee  et  non  agitanter  ex  ore  elapfum  eil. 
Hic  enim  confideramus :  illud  yt  coetera  corpora  premit  non  vt  ab 
alijsimpellitur  vel  attrahitur.  Jta  tamen  ad  objectionem  refpondeo* 
Antecedens  e(l  verinimum ,  falfo  autem  ex  eo  deducitur  punctum 
f  non  poffe  ad  triplicem  celeritatem  propendere.  Duo  enim 
diverfa  funt»  in  ratione  ponderum  et  valde  diflinguenda ,  nempe 
propenfionem  ad  motum  et  motum  ipsum ;  in  propenüone  enim 
ad  motum  nulla  babenda  eil  ratio  celeritatis,  fed  tantum  in  motu') 
ipfo.  Corpora  enim  quae  deorfum  tendunt,  non  propendent  vt 
hac  vel  illa  celeritate  ad  inferiorem  locum  moveantur,  fed  vt 
quam  citifTime  poteil  eo  perveniant,  unde  fit,  vt  punctum  f 
poffit  habere  triplicem  propenfionem ,  cum  fmt  tria  puncta  per 
quae  poffit  defcendere,  puncta  autem  m,  n,  o  vnicam  tantum, 
cum  fmt  tantum  una  puncta,  per  quae  poffint  moveri.  buximus 
autem  lineas  f  g ,  f  6,  m  i ,  etc. ,  non  quod  velimus  ita  lineam 
mathematicam  aquae  defcendere,  fed  ad  faciliorem  demonflra- 
tionis  intelligentiam ;  cum  enim  nova  fmt»  et  mea,  quae  dico, 
multa  neceffario  supponenda  funt,  non  nifi  integro  tractatu 
explicanda;  fatis  igitur  me  demonflraffe  existimo  quod  fusceperam. 

Ex  obiccto  autem  argumento  fequitur,  fi  revera  defcendat  aqua 
ex   utroque   vafe,   fundis   illorum  eodem  momento  fublatis,  ip 
nulla  parte  motus  imaginabili  tantum  gravitare  aquam  ^afis  B  [J^J^TtMm*"* 
quantum    aqua  vafi8  D  tum  propter  determinatam  celerittitem     n.,^"®*'™ 
cuiuf libet  corporis,  unde  fit  ut  ibi  dici  poffit  infimas  aquae  partes  [coojamat  >) 
in   vafe  B   attrahere   fuperiores    quodaramodo,   efficereque  vt 
celerius    defcendant    motu    vacui,    quam    fert   illorum    motus 

»)    Het  H.S.  heeft  inraota. 

*)  Deze  kantteekening  is  geschreven  met  dezelfde  hand  als  de  tekst  en 
behoorde  dus  blijkbaar  tot  het  stuk  zooals  het  door  Desoabtes  is  opgesteld. 
In  tegenstelling  met  de  andere  kantteekeningen  is  van  deze  de  rand  bij  het  binden 
van  het  H.S.  weggesneden ;  dit  gedeelte  vormde  dus  eerst  een  afzonderlijk  geheel. 
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Datuialis.  Turn  etiam  quia,  fi  fuppoDamtts  ordinate  et  matbe- 
matice  totam  aquam  fimul  vtriufque  vafis  defcendere,  longitudo 
liDearum  m  i,  n  D,  o  1,  semper  eadem  remanebit,  linearum 
autem  f  g ,  f  B ,  f  h ,  perpetuo  minuetur ,  nuUumque  iDilans 
in  motu  poteil  imagiDari,  in  quo  hae  lineae  illis  non  ünt 
breviores. 

Ex  dictis  dare  fequitur,  quanto  plus  aqua  in  fundo  vafis  B 
gravitet  quam  in  fundo  vafis  A:  tanto  fcilicet,  quanto  linea 
f  B  longior  eft  quam  A.  Sequitur  fecundo  aquam  in  fundo 
▼aüs  C  aeque  gravitare  atque  in  fundo  yafium  B  et  D  ex 
praemiffa  demon ilratione. 

Jam  vero  conüderemus  non  folum  aquae  gravitationem  in 
fundo  vaüum ,  fed  vaforum  ipforum  fimul  cum  aqua  illis  injecta 
gravitatione,  quam  aequalem  effe  vafis  C  et  vafis  D,  dum  ftant 
in  aequilibrio  et  quiefcunt,  fic  probo :  Omnia  quae  adigere  pof- 
funt  ut  defcendant,  in  utroque  funt  aequalia.  Ergo  probo 
antecedens.  Primo  enim  vafa  funt  pofita  eiufdem  ponderis ;  aqua 
autem  aequaliter  premit  fundum  vnius  atque  alterius ,  et  in 
vtroque  tali  modo  vt,  fi  totum  vas  defcenderet ,  aquae  gravatio 
totum  fuum  finem  confequeretur.  Ergo  etc.  Hoc  poflerius 
probo.  Si  enim  defcenderet  verbi  gratia  vas  C  per  unum 
minimum  imaginabile,  aqua  ex  q  defcenderet  verfus  partem  f. 
et  iterum  versus  G,  vt  impleret  locum  relictum  a  corpore 
fixo  EO)  fic  quid  moveretur  per  celeritatem  l^/s  item  aqua 
in  r  per  celeritatem  etiam  IVa,  quod  aequi  poUeret  celeritati 
trium  punctorum  m,  n,  o  in  vafe  altero,  quorum  unumquodque 
defcendit  per  celeritatem  1. 

Denique  totum  vas  B  non  tantum  gravitat  quam  vas  C, 
etiamfi  aqua  fundum  vtriufque  aequaliter  premat;  fi  enim  ima- 
ginetur  vas  B  defcendere  fuum  finem  plane  aqua  non  confe- 
quetur,  vt  faciet  in  vafe  C.  Tune  enim  defcendet  tantum  aqua 
in  loco  f  per  celeritatem  vnius,  quae  tamen  premit  fundum 
vt  tria;  atque  eadem  eft  eorum  duorum  differentia,  qualis  eft 
illius,  qui  in  navi  existens  baculo  sive  conto  nautico  alteram 
ejufdem  navis  partem  propelleret,  et  illius»  qui  conto  littus  ipfum 
vel  corpus  aliquod  aliud  a  navi  feparatum  pulfaret;  bic  enim 
navim  moveret,  alter  nuUo  modo.  Quod  tam  perfpicuum  eft  vt 
erubefcam  me  nudius  tertius  illud  non  advertilTe,  haec  quae  iam 
scripfi  non  solum  vt  tibi  aliquod  monumentum  mei  reliquerem, 
fed  etiam  dolore  et  iracundia  motus,  quod  nuper  rem  adeo 
.facilem  ex  tempore  non  potuerim  explicare  nee  quidem  concipere. 


>)     Het  H.S.  heeft  E. 
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In  propofita  qaaeilione  ubi  imaginatur  fingulis  temporibus 
novam  addi. ')  Vim  qua  corpus  grave  tendat  deorfum,  dico  vim 
illam  eodem  pacto  augeri,  quo  augentur  lineae  tranfversae 
dn,  f  g ,  b  1 ,  ei  aliae  infinitae  transverfae ,  quae  inter  illas 
poilant  imaginari.  Quod  vt  demonilrem,  aiïumam  1^  pro  minimo 
Tel  puDcto  motus  quod  canfatur  a  prima,  quae  imaginari  poteft 
attractiva  vi   terra  quadratum  a  1  d  e;  pro  2^  minimo  motns 
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habebimus  duplum  nempe  d  m  g  f ,  pergit  enim  ea  vis,  quae 
erat  in  primo  minimo,  et  alia  nova  accedit  illi  aequalis.  Jtem 
in  tertio  minimo  motus  erunt  3,  vires  nempe  primi,  secundi, 
et  tertg  minimi  temporis  etc.  Hic  autem  numerus  efl  tri- 
angularis,  vt  alias  forte  fuüus  explicabo,  et  apparet  hic  figuram 
triangular^m  abc  representare.  Immo  inquies  funt  partes 
protnberantos  ale,  emg,  goi,  etc,  quae  extra  trianguli 
figuram  exemit.  Ergo  figura  triangulari  illa  progreHio  non 
debet  explicari.  Sed  refpondeo  illas  partes  protuberantes  oriri 
ex  eo,  quod  latitudinem  dederimus  minimis,  quae  indivifibilia 
debent  imaginari  et  nullis  partibus  conilantia;  quod  ita 
demonftratur:  Diyidam  illud  minimum  a  d  in  duo  aequalia 
in  q  jamque  arsq  eft  minimum  motus  et  qted  fecundum 
minimum  motus,  in  quo  erant  duo  minima  virium ;  eodem  pacto 

*)  Over  den  inhoud  van  dit  gedeelte  van  den  brief  houdt  ook  B&EGKSCA.N 
zelve  in  zijn  journaal  beschouwingen  en  zegt  daar  op  fol.  103  recto :  . . . .  l/aec 
ita  demofutrOTnt  Mr,  Peron^  cum  ei  an/am  praebuijfem  rogando  an  pojfit  quis 
feire  quantum  fpacium  res  cadendo  confieeret  unica  hora^  cum  fcitur  quant 
conficiat  duabus  horis ....  Die  aanteekening  is  van  vóór  26  December,  wan- 
neer BbeckmaH  zich  nog  stellig  te  Breda  bevindt. 

2)     De  flguur  in  het  H.S.  heeft  g, 

»)  De  figuur  in  het  H.S.  heeft  o.  Wat  de  figuur  in  haar  geheel  betreft ,  heeft 
Be£CKHAK  haar,  om  plaats  te  winnen,  beneden  de  lijn  d  m  van  onderen  naar 
boven  in  elkaar  geschoven. 
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diyidamus  d  f ,  f  h,  etc  Tune  habebimas  partes  protuberantefl 
ars;  fit  e  etc.  Minores  res  funt  parte  protuberante  a  1  e  vt 
patet.  Rursum  fi  pro  minimo  aflumam  miDorem  vt  ao,  partes 
protuberantes  erunt  adhuc  minores  Tt  a  jS  7 ')  etc.  Quod  ü  deniqae 
pro  illo  minimo  affamam  verum  minimum  nempe  pancturo,  turn 
illa  partes  protuberantes  nuUae  erunt,  quia  non  poffunt  efle 
totttm  punctum  vt  patet,  fed  tantum  media  pars  minimi  alde, 
atqui  puncti  media  pars  nnlla  eft.  Ex  quibos  patet  fi  imaginetur 
verbi  gratia  lapis  ex  a  ad  b  trahi  a  terra  in  vacuo  per  vim, 
quae  aequaliter  ab  illa  femper  fluat  priori  remanente,  motum 
primum  in  a  fe  babere  ad  ?ltimum  quod  eft  in  b,  vt  punctum 
a  fe  habet  ad lineam  bc;  mediam  vero  partem  g  b  triplo  celerius 
pertransiri  a  lapide  quam  alia  ^ 

media  pars  a  g ,  quia  triplo 
majori  vi  a  terra  trahitur,  fpa- 
tium  enim  fgbc  triplum  eft 
fpatfj  a  f  g ,  ut  facile  probatur ; 
et  fic  proportione  dicendum  de 
caeteris  partibus. 

Aliter  vero  poteil  baec  quaeilio 
proponi  dif&cilius,  hoc  pacto:  Ima- 
ginetur lapis  in  puncto  a  manere, 
fpatium  inter  a  et  b  vacuüm , 
jamque  primum  verbi  gratia 
bodie  hora  9  Deus  creet  in  b  vim 
attractivam  lapidis  et  fingulis 
poilea  momentis  nouam  ')  et  no- 
vam  vim  creet,  quae  aequalis  fit 
illi  quam  1^  memento  creavit,  quae  iuncta  cum  vi  ante  creata 
fortins  lapidem  trahat  et  fortius  iterum,  quia  in  vacuo,  quod 
femel  motum  efl,  femper  movetur,  tandemque  lapis,  qui  erat  in 
a,  pcrimat  ad  b  bodie  hora  lOf  Si  petatur  quanto  tempore 
primam  mediam  partem  fpatij  confecerit  nempe  a  g,  et  quanto 
reliquum  ,  respondee  lapidem  defcendiffe  per  lineam  a  g  tempore 
Vs  horae,  per  fpatium  autem  gb  %  borae.  Tune  enim  debet 
fieri  pyramis  fupra  bafim  triangularem ,  cujus  altitudo  fit  ab, 
quae  quocumque  pacto  dividatur  vna  cum  tota  pyramide  per 
lineas  tranfverfas  aeque  diflantes  ab  horizonte.  Tanto  celerius 
lapis  inferiores  partes  lineae  a  b  percurret,  quanto  majoribus 
infunt    totius   pyramidis   fectionibus.    Aliter   denique   proponi 


')     Het  H.S.  heeft  a/?e. 
2)     notam  ? 
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poteft  de  rodita  redituum,  qui  ü  fmgulis  momeDtis  augeri  ima- 
ginetar  et  qaaeratur,  quod  hoc  vel  Ulo  tempore  debeatur. 
Solyetur  haec  quaeilio  etiam  proportionibus  ductis  a  triaogulo , 
fed  dividi  non  debet  linea  a  b  in  partes  arithmeticas  hoc  eft 
aequales,  fed  in  geometricas,  üve  proportionales,  quae  omnia 
eyidentifüme  ex  mea  Algebra  geometrica  pofTem  probare',  fed 
nimis  longnm  foret.^ 

Onmiddellgk  op  dezen  brief  volgt  bet  door  Dbscabtes  voor 
Bksckman  samengestelde  Compendium  Musicae^  loopende  van 
fel.  163  recto  tot  folio  178  verso,  waarin  Dbscartks  aan  Beeckman 
zijne  denkbeelden  omtrent  de  theorie  der  muziek  openbaarde.') 
Als  bew^s  van  z^ne  waardeering  kan  ik  niet  nalaten  het  slot 
▼an  DsscABTEs'  opstel  over  te  nemen  :^) 

Jamque  terram  video,  feilino  ad  littus,  maltaque  brevitatis 
iludio  multa  oblivione  fed  plura  certe  ignorantia  hic  omitto; 
patior  tarnen  hunc  ingenii  mei  partam,  ita  infofmem  et  quafi 
vrfae  foetum  nuper  editum  ad  te  ezire,  vt  üt  familiaritatis 
noilrae  mnemolgnon  et  certiHimam  mei  in  te  amoris  monimentum: 
hac  tarnen  ü  placet  conditione  ut  perpetuo  in  fcriniorum  vel 
Mulaei  tni  nmbraculis  delitefcens  aliorum  iudicia  non  perferat , 
qui,  ücut  te  facturum  mihi  polliceor ,  ab  hu  jus  truncis  partibus 
benevolos  oculos  non  averterent  ad  illas,  in  quibus  nonnulla 
certe  ingenij  mei  lineamenta  ad  vivum  exprefla  non  inficior.  Nee 
fcirent  hic  inter  ignorantiam  militarem  ab  homine  defidiofo  et 
libero,  penitufque  diversa  cogitanti  et  agenti  tumultuofe,  tui 
foUus  gratia  effe  compoütum. 

Bredae  Brabantinorum  pridie  Calendas  Januarias 

Anno  MDCXVni  complete. 

Na  Bsegkman'b  terugkeer  te  Middelburg  werd  nog  de  volgende 
briefwisseling  gehouden. 


1)  Ter  linkerzijde  yan  het  opschrift:  Compendium  Mcsicae  staat  mit  de^ 
telfde  kond  als  de  tekst:  Rene,  Ifaco  Beeckmanno.  daarboven  met  andere 
hand  met  een  invoegingsteeken  achter  RenÉ:  du  Peron  Jvue  DescharUs\  ter 
rechterzijde  van  het  opschrift  in  margine  met  dezelfde  hand  als  de  invoeging: 
Mufieae  Comptndium  Deseartes,  In  het  journaal  vind  ik  aangeteekend  op  fol. 
106  recto:  (in  margine:  modi  non  dulces  et  ictus  tef&momo  probatt)  Quae  de 
icübus  fonorum  et  quatuor  modis  non  dulcibus  propter  fal/am  quartam  deque 
/ex  nous  Mr  Duperon  {cum  viSJfet  is  hier  later  achtergevoegd)  mufieae  fuae 
interferuit^  figmficant  et  meas  ilias  cogitationes  placuijfe^  den  2  yan{yi?s\]  1619). 
Blijkens  een  volgende  aanteekening  bevond  Beeckman  zich  denzelfden  dag  te 
Geertniidenberg  om  den  10  Januari  1619  weder  te  Middelburg  te  zijn. 

»)     Fol.  178  recto. 
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rol.  287  (U*    "R^^i  DE8GARTB8  te  Breda  aan  Isaac  Bbbckman  te 

Middelburg  24  Januari  1619.) 


reno. 


Et  acceptae  et  expertatae  mihi  fuerunt  tnae  litterae,  gavi- 
fufque  fum  primo  intuitu,  cum  Musicae  notas  invpexi  quo  enim 
pacto  te  memorem  mei  clarius  oilenderes ;  aliud  autem  eft  quod 
etiam  expectabam  et  praecipue,  nempe  quid  egeris,  quidagas, 
▼t  valeas.  Neque  enim  fcientiam  folam  fed  te  ipfum  mihi 
curae  effe  debuiili  credere,  nee  ingenium  folum,  etiam  ü  pars 
fit  maxima,  fed  hominem  totum.  Quod  ad  me  pertinet,  defi- 
diofus  meo  more  vix  titulum  libris,  quos  te  monente  fcripturus 
fum,  impofui,  neque  me  tarnen  ita  defidiofum  exiilimes 
vt  plane  tempus  inutiliter  conteram,  immo  nunquam  vtilius, 
fed  in  rebus  quas  iugenium  tuum  altioribus  occupatum  haud 
dubie  contemnet  et  ex  edito  fcientiarum  coelo  defpiciet.  Nempe 
in  Pictura ,  Architectura  militari ,  et  praecipue  fermone  Belgico, 
jn  quod  quid  profecerim  breyi  vifurus  es;  petam  enimMiddel- 
burgum,  fi  Deus  finat,  quadragefima  ineunte.  Quod  ad  tuam 
Foeu  uMius  qaaeilionem  fpectat ,  ipfe  fol vis ,  nee  melius  poteil.  Vnum  autem 
ir«y£!«  ®^  ^"^^  opinor  non  fatis  mediate  fcripfilli ,  nempe  omnes  faltus 
per  esaeuu  in  vuica  voce  fieri  per  confonantias  exactas.    Didet  enim  nota 
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A   60  C  Wa    D240  ab    ÖO   ad    106  eft 
(fucutcL  cuiFi   viü?  fchifmaUi  "^ 

A  a  nota  D  intervallo  vnius  quintae',  neceflario  diilabit  a  G 
fpatio  vnius  quartae  non  perfectae,  fed  quae  deficiat  vno  fchifmate, 
vt  demonflratur  ex  numeris  appoütis,  quibus  fi  vtaris  facillime 
cuiuflibet  toni  exactam  quantitatem  invenies.  Neque  dixeris 
debere  potius  inter  A  et  D  qKq  quintam  imperfectam ,  vt  A  C 
fit  vera  quarta  et  exacta,  melius  enim  difTonantia  adverteretur 
in  tonis,  qui  fimul  emitti  debent,  quam  in  ijs  qui  fucceffi^e, 
quos   exifiimo  faltem  in  vocali  mufica  et  mathematice  eleganti 
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nnnquam    ab   vno   confonaotiae  termino    ad   alium  immediate 
pervenire ,  fed  vebi  fuaviter  per  omne  medium  intervallum ,  quod 
impedit,  ne  vnius  fchifmatis  exi^uus  error  diilinguatur.    Idque 
nee    notaiTe   memini  in  ijs  quae  de  dilTonaDtijs  ante  fcripfi ,  ad 
quae   ü   diligenter   advertas   et   ad    reliquam  meam  maficam, 
invenies  omnia,  quae  de  confonantiarum  graduum  et  difTonan- 
tiarum  intervallis  annotavi,  mathematice  demonilrari,  fed  indi- 
geile  et   confufe   nimiumque   breviter   explicata.     Sed  de  bis 
hactenus.    Alias    plura.    Interim   me  ama  et  certum  babe  me 
Mufarum   ipfarum   potius   quam  tui  obliturum.    Sum  enim  ab 
illis  tibi  perpetuo  amoris  vinculo  coniunctus.    Bredae  9".  Kal. 

Feb.  16iy- 

Du  Perron. 
Het  opfcbrift  was: 
A  Monsieur 
Monfieur  Isaack  Beeckman 
Doctenr  en  Medicinae 
a  Midde(l)b. 

(III.    RENli  Dkscahtes  te  Breda  aan  Isaac  Beeckman  te  ^®''  ^?, 

^  recto—*  ol. 

Middelburg  26  Maart  1619.)  »» ^eno- 

Licebit  faltem,  opinor,  vale  mittere  per  epiilolam ,  quod  tibi 
difcedens  dicere  non  potui.')    Ante  6  dies  buc  redy,  ubi  mufas 
meas  diligentius  excolui  quam  ynquam  hactenus.  Quatuor  enim 
a   tam    brevi  tempore  infignes  et  plane  novas  demonflrationes 
adinveni  meorum  circinorum  adiumento.   Prima  eft  celeberrima     ^^*f* 
de   dividendo   angulo   in   aequales  partes  quotlibet,  tres  aliae    i>99<:ariea. 
pertinent  ad  aequationes  cubas,  quarum  primum  genus  eft  inter 
numerum  abfolutum,  radices  et  cubos.   Alterum  inter  numerum 
ab((olutum)  quadrata  et  cubos.  Tertium  denique  inter  num(erum) 
ab(foluturo)  radices,quadrata  et  cubos,pro  quibus  3  demonstrationes 
repperi,  qunrum  vnaquaeque  ad  varia  membra  eft  extendenda 
propter   varietatem    fignorum  +  et  — .    Quae   omnia  nondum 
difcuffi,   fed   facile   meo   judicio   quod  in  vnis  repperi  ad  alia 
applicabo.    Atque    hac   arte   quadruplo   plures  quaefliones  et 
longe   difficiliores   folvi   poteruut   quam  communi  Algebra;  13 
enim   diverfa   genera   aequationum  cubicarum  numero,  qualia 
tantum   funt   tria   aequationum   communium  nempe  inter  1  3 
et  O  H  +  O  n  vel  O  V  —  O  n  vel  denique  O  n  —  O  If.    Aliud  eft 
quod  iam  quaero  de  pluribus  radicibus  ümul  ex  varijs  nominibus 

1)     Blijkens   het   journaal    bevond    Beeckman    zich  22  Maart  te  Dordrecht, 
25  Maart  te  Rotterdam  en  was  den  2en  April  weder  te  Middelburg  teruggekeerd. 
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compofltis  extrahendis ,  quod  fl  reperero,  vt  fpero ,  scientiam  iliam 
plane  digeram  in  ordinem,  fi  defidiam  innatam  poflim  vincere, 
et  fata  liberam  vitam  iudulgeant.   Et  certe,  vt  tibi  nude  aperiam 
art  ffeneraiii  qaii  moUar,  non  Lullij  artem  brevem^),  fed  foientiam  penitus 
^uae/thutM  noram  tradere  cupio,  qaa  generaliter  folvi  pofTuDt  quaeftioneB 
qHne/iu.   omnes,  quae  in  quolibet  genere  quantitatis  tam  continuae  quam 
difcretae  pofTant  proponi,  sed  vnaquaque  iaxta  faam  naturam. 
Vt  enim  in  Arithmetica  quaedam  quaediones  numeris  rationa- 
libua   abfolvuntur,    aliae  tantum  numeris  furdis,  aliae  denique 
imaginari  quidem  poffunt,  fed  non  folvi,  jta  me  demonftraturum 
fpero  in  quantitate  continua  quaedam  problemata  abfolvi  pofle 
cum   folis    lineis   rectis  vel    circularibus,    alia   folvi  non  pofle 
nifi   cum   alijs  lineis  curvis,  sed  quae  ex  vnico  motu  oriuntur 
ideoque  per  novos  circinos  duci  pofluut,  quos  non  minus  certos 
exiftimo  et  Geometricos  quam  communis  quo  ducuntur  circu4i ; 
alia   denique   folvi  non  pofle  nifi  per  lineas  curvas  ex  diverfis 
motibus    fibi   invicem    non    fubordinatis    geueratas,  quae  certe 
imaginariae    tantum    funt.    Talis    eft    linea    quadratrix ,    fatis 
vulgata,    et   nihil   imaginari   pofle   existimo    quod   faltem  per 
tales  lineas  folvi  non  poflit,  fed  fpero  fore  vt  demonftrem  quales 
quaeftiones  folvi  quaeaut  hoc  vel  illo  modo  et  non  altero ,  adeo 
vt   pene    nihil    in  Geometria  fuperflt  inveniendum.     Infinitum 
quidem    opus    eft   nee  vnius  incredibile  quam  ambitiofum ;  fed 
nefcio  quid  luminis  per  obfcurum  hujus  fcientiae  chaos  afpexi, 
cujus  auxilio  denfllBmas  quafque  tenebras  difcuti  pofl'e  exiftimo. 
p€regrimatio      Quod  ad  peregrinationoB  meas  attinet,  nupera  fuit  foelix,  ëoque 
jj^^out^u  foelicior  quo  vifa  eft  periculofior,  praefertim  in  difcefl'u  ex  vestra 
infula.     Nam    prima    die    Ylefligam    redij    cogentibus    ventis ; 
fequenti    vero   die    perexiguo   confcenfo  navigiolo  adhuc  magis 
iratum    mare   fum    expertus,  cum    majori   tamen  delectatione 
quam  metu ;  probavi  enim  me  ipfum ,  et  marinis  iluctibus ,  quos 
nunquam   antea  tentaveram,    abfque    naufea  trajectis  audacior 
evafl  ad  majus  iter  inchoandum.     Nee  fubitanei  Galliae  motus 
inllitutum    meum    mutarunt,    tamen    detinent   aliquandiu;  non 
enim    ante    tres   hebdomadas  hinc  difcedam ,  fed  fpero  me  illo 
tempore   Amfterodamum  petiturum,  inde  Gedanum,  poftea  per 
Poloniam    et    üngariae    partem    ad    Auflriam    Bohemiamque 
perveuiam,  quae  via  certe  longilfima  eft,  fed  meo  judicio  tutifllma; 


ï)     Raymundi    Lclli,   doctoris    illuminatissimi;    Bkeckman  schijnt  vroeger 
de  coiniiienlaren  daarop  van  Agrippa  van   Ncttesheim  geleien  te  hebben. 
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praeterea  famulum  meoom  duoam  et  fortalTe  comités  mihi  notos, 
quod  fcribo,  De  pro  me  metuas,  quia  diligis.  Pro  certo  autem 
ante  decimum  quintum  Aprilis  hinc  non  difcedam.  Jpse  videris, 
ytrum  ante  illud  tempus  a  te  poflim  habere  litteras,  alioqui 
enim  accepturus  non  fum  forte  a  longo  tempore.  Quod  fi  fcribas, 
de  Mechanicis  noflris  mitte,  quid  ientias  et  vtrum  aflentiaris 
mihi.  Cogitavi  edam  Middelburgo  exiens  ad  veftram  navigandi  ooft ««  wft 
artem  et  revera  modum  inveni  quod  poflem,  vbicunque  gentium  'duLtus* 
deferrer,  etiam  dormiens  et  ignoto  tempore  elapfo  in  meo  itinere  '"'**^"'^ 
ex  fola  aftrorum  infpectione  agnofcere,  quot  gradibus  verfus 
Orientem  vel  Occidcntem  ab  alia  regione  mihi  nota  efTem 
remotus.  Quod  tamen  inventum  parum  fubtile  eft  jdeoque 
difGculter,  mihi  perfuadeo  a  nemine  hactenus  fuifTe  excogitatum, 
fed  potius  arbitrarer  propter  yfus  diffieultatem  fuiiTe  neglectum. 
Jn  inftrumentis  enim  ad  id  vtilibus  vnus  gradus  major  non  eft 
quam  duo  minuta  in  alijs  inftrumentis  ad  altitudinem  poli 
indagandam,  ideoque  tam  exacta  efTe  non  poiTunt;  cum  tamen 
etiam  aftrologi  minuta  et  secundas  atque  adbuc  minores 
partes  instrumentis  fui  metiantur,  mirarer  profecto  H  nautis 
talis  inventie  videretur  inntilis,  iu  qua  aliud  nullum  occurrit 
incommodum.  Jdeoque  fcire  vellem  exactius,  vtrum  iimile  quid 
non  fit  inventum;  et  fi  fcias,  ad  me  fcribe;  excolerem  enim 
confufam  adbuc  in  cerebro  meo  fpeculationem  illam,  fl  aeque 
novam  fufpicarer,  atque  certa  eft.  Jnterim  me  ama,  vive  foeliciter 
et  vale.  Adhuc  a  me  litteras  accipies  ante  difcefTum.  Bredae 
Brab.  V  Kal.  Aprilis 

Tuu8  fl  fuus 

Du  Perron. 
flet  opfchrift  was: 

A  Monfleur 

Monfleur  Jsaac  Beeckman 

Docteur  en  medicine  jnden 

twee  hanen  bij  de  beestemarck 

a  Middel  bnrgb. 

(IV'.    Rbné  Dbsc\hte3  te  Breda  aan  Isa.a.c  Bbbckman         ^^^  ^^ 
te  Middelburg  20  April  1619 »).)  ^ê"o. 

Nolui  huDC  nuntium    ad    vos  mittere  flne  litteris,    etfl  iam 


*)  De  volgorde  der  volgende  brieven  in  het  H.S.  is  niet  de  hier  aange- 
nomeoe;  die  in  het  H.S.  blijkt  den  lezer  uit  de  opj^ave  der  pagina's.  Blijk- 
baar  heefï  de  binder  een  vel  verkeerd  geplaatst  en  omgedraaid. 

6» 
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inulta  fcribere  non  vacet.  Sed  peto  ealtem  yt  hunc '),  qui  iamalus 

eft  meus,    ad  me  refcribas,   vt  vales,   et  quid  agis,  vtrum  in 

naptijs   adhuc,   fed    iam    non    alienie   fis    occupatus^).      Hinc 

difcedam    die    Merourij    proxima   ftatim    atque    hic  nuntius  ad 

me  redierit.     Plura  fcripfi  ante  tres  hebdomadas.     Vale  et  me 

ama.    Bredae  Brabant.     12^  Kal.  Maij  1619. 

Tuus  aeque  ao  fuus 

Du  Perron. 
Het  opfchrift  was: 

A  Monsieur 

Monsieur  Jsaae  Beeokman, 

in  de  twee  haenen  bij  de 

beestemarckt 

a  Middelb. 


Fol.  990 
recto. 


(V.    René  Dbsgartes  te  Breda  aan  I8a.ac  Besckma^n 

te  Middelburg  23  April  1619.) 


Accepi  tuas  iitteras  pene  eadem  die ,  qua  fcriptae  funt , 
noluique  hinc  difcedere ,  quin  femel  adhuc  epidola  duraturam 
inter  nos  anjicitiam  renoyarem.  Ne  tarnen  iam  aliquid  a  Muiis 
noflris  expectes,  iam  enim  perigrinatur  animus,  dum  me  ad 
yiam  die  crallina  ingrediendam  accingo.  Adhuc  incertus  fum 
quo  fata  ferant ,  ybi  fillere  detur ,  nam  belli  motus  nondum  me 
certo  yocant  ad  Germaniam,  fufpicorque  bomines  quidem  in 
armis  fore  multos,  proelium  yero  nullum .  Quod  fi  ita  fit, 
interim  in  Dania,  Polonia  et  Hungaria  fpatiabor,  donec  in 
Germania  yel  tutius  iter  nee  a  militibus  praedonibus  occupatum, 
yel  bellum  certius  poflim  nancifli.  Si  aiicubi  immorer,  ut  me 
facturum  fpero,  ftatim  tibi  polliceor  me  Mecfaanicas  yel  Geo* 
metriam  digerendam  fufcepturum,  teque  vt  ftudiorum  meorum 
promotorem  et  primum  authorem  amplectar.     Tu  enim  revera 

Besearu»   io\\ï%  OS,  qui  defldiofum  exitafti.    Jam  e  memoria  pene  elapfam 

deme.     eruditiouem    revocafti,    et   a  ferijs  occupationibus  aberrans  in- 

genium  ad  meliora  reduxifti.     Quod  fi  quid  igitur  ex  me  forte 

non  coDtemnendum  exeat,  poteris  iure  tuo  totum  illud  repofcere, 

et  ipfe  ad  te  mittere  non  omittara,  turn  vt  fruaris,  tum  vt  corrigas, 

?ƒ/ iTj»  ic«;<  vt  nuperrime  de  eo,  quod  ad  te  circa  rem  nauticam  fcripferam , 
quod    idem    quaii    divinus  ad  me  miUfti ;    eadem  enim  eft  tua 


non 
inwntu 


')     huc?  hoc? 

2)     Bkeckman  huwde  den  20en  April  1620  N.S.  (fol.  179  recto). 
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illa  de  Luna  inventio,  quam  tarnen  qaibufdam  iDftrumeDtis 
facilitari  pofle  arbitrabar  fed  perperam.  Quod  ad  caetera  quae 
in  fuperioribus  me  invenifTe  gloriabar,  vere  inveni  cum  novis 
circinis.  Neo  decipior  fed  membratim  non  ad  te  fcribam ,  quia 
integrum  opus  bac  de  re  meditabor  aliquando,  meo  judicio 
novum  nee  contemnendum.  Jam  autem  ab  vno  moDfe  non 
iludui,  quia  fcilicet  ingenium  illis  inventie  ita  exhauftum  fuit, 
vt  ad  alia  quae  adhuc  quaerere  deflinaveram  invenienda  non 
fuifecerit;  sufficiet  autem  ad  memoriam  tui  perpetuo  confer- 
vandum.    Vale.     9^  EaL  Maij  1619. 

Ttttts  aeque  ac  fuus 
Du  Perron. 
Het  opfchrift  was: 
A  Monsieur 
Monfieur  Jsaac  Beecman, 
in  de  twee  haenen  bij  de 
beestemarekt 

a  Middelborgh. 

(YL  René  Descartes  te  Amsterdam  aan  Isaac  Beeckman      foi.  ss» 

te  Middelburg  29  April  1619.)  '*"'•' 

Nolo  vllam  ad  te  fcribendi  occasionem  omittere ,  vt  et  meum 
erga  te  affectum  atque  recordationem  nullis  viae  occupationibns 
impeditam  demonftrem.  Bepperi  nudius  tertius  eruditum  virum 
in  diverforio  DordracenH  cum  quo  de  Lulli  arte  parva  fum 
loquutus ,  qua  fe  vti  poiTe  gloriabatur ,  idque  tam  foeliciter  vt 
de  materia  qualibet  unam  horam  dicendo  poflet  implere ,  ac 
deinde  fi  per  aliam  horam  de  eadem  re  agendum  foret,  fe  plane 
di?erfa  a  praecedentibus  reperturum ,  et  flc  per  horas  viginti 
confequenter.  Vtrum  credas,  ipfe  videris.  Senex  erat  aliquan-  luwj 
tulam  loquax  et  cujus  eruditio  vtpote  a  libris  baufta  in 
extremis  labris  potius  quam  in  cerebro  verfabatur.  Inquirebam 
autem  diligentius,  vtrum  ars  illa  non  confideret  in  quodam  ordine 
locorum  dialecticorum,  vnde  rationes  defumuntur,  et  faiTus  eft 
quidem,  fed  addebat  iufuper  nee  Lullium  nee  Agrippam  claves 
quasdam  in  libris  fuis  tradidiiTe  ,  quae  neceiTaria  funt ,  vt  dice- 
bat  ad  artis  illius  aperienda  fecreta ,  quod  illum  certe  dixiiïe 
fuspicor,  vt  admirationem  captaret  ignorantis  potius  quam  vt 
vere  loqucretur.  Vellem  tamen  cxaminare,  fi  haberem  librum, 
fed    cum  tu  habeas,  fi  vacet,  examina  quaefo  et  fcribe  vtrum 


art 
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aliquid  iDgeniofuDi  in  arte  illa  reperiee.  Tantum  ingenio  tno 
fido,  vt  certus  flm  te  facile  vifurum  qualia  illa  flnt;  fl  quae 
tarnen  fiot ,  omifla  illa  puncta  ad  alionim  intelligentiam  necef- 
faria,  quae  claves  Yocat.  At  que  haec  ad  te  ecribere  volui,  ne 
vnquam  de  eruditione  tecum  non  loquar,  quia  poftulas;  quod 
fl  idem  a  te  exigam,  ne  graveris,  fl  placet.  Hodie  na  vim 
confcendo  vt  Daniam  invifam ,  ero  aliquandiu  in  vrbe  Coppen- 
haven  ,  vbi  a  te  litteras  expecto.  Singulis  enim  diebus  hinc  eo 
naves  exeunt,  et  licet  hofpitij  mei  nomen  ignores,  tamen  ita 
diligens  ero  ad  inquirendum,  vtrum  ad  me  qui  nautae  litteras 
ferant,  vt  amitti  in  via  facile ')  poiflnt.  Cura  quaefo  reddi  ftatim 
litteras  meas  bis  adiunctas  Petro  van  der  Mereck.  Nee  tamen 
plura    nifl   vt   me   ames   et   fls  foelix.     Vale.     Amfterodanii 

29  Aprilis  1619. 

Tuus  fl  fuus 
Du  Perron. 
Het  opfchrift  was: 
A  Monsieur 
Monfleur  Beecman  Dooteur 
en  Medicinae 

a  Middelb. 

Foi.  389    (VII.    ISAAG  Beeckman  to  Middelburg  aan  René  Descartes 

te  Kopenhagen  6  Mei  1619.) 


rerao. 


Accepi  tuas  litteras,  inclufafque  tradidi  Petro  van  der  Marckt, 
flcut  ad  me  fcripferas.  Quamquam  autem  nihil  eft  quod  tibi 
refpondeam ,  ut  tamen  fcias  me  tuas  accepifle,  haec  pauca  addidi. 
Scribis  te  Dordraci  doctum  hominem  reperifle,  quem  tamen 
Lullij  art,  poilca  uoHs  doctum  dici  ob  unicam  cognitioncm  artis  Lullianae , 
quam  prae  fe  ferebat.  Rogas  me,  vt  comentaria  Agrippae 
diligenter  evolverem  atque  claves  quas  vocabat  senex  tuus 
expifcarer,  quibus  ars  ilia  aperitur  ab  Agrippa  aut  ipso  Lullio, 
arti  huic  nou  adjunctas,  ne  quis  temere  ejus  peritus  foret; 
adeo  enim  fidis  ingenio  meo,  ut  me,  fl  quid  in  hac  arte  lateat, 
non  polflt  latere  volentem  diligentius  commentargs  incumbere. 
Ac  certe  tibi  obtemperarem  amico  meo  non  vulgari,  nifl 
temporis  anguftia  id  prohiberet.  Vereor  enim  ne  tam  diu 
poffls  morari  k  Coppenhagen,  cum  litterae  faepius  in  via  diu 
haereant,  antequam  ad  locum  quo  miflae  funt  perveniant.  Ad 
haec,    nifl    mihi    plane  exciderit  quod  ante  aiiquot  anuos  hac 

*)     non  facile? 
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de  re  conceperam  ex  fuperficiaria  lectione  horum  Agrippae 
commentarioniin ,  non  funt  clayes  hae  longe  petendae ;  ex  ipfo 
enim  Agrippa,  li  nuper  voIuiiTeB,  ipse  adamuiTim  eas  perce- 
pifTes.  Nam  omnia,  quae  funt,  dividit  in  generales  locos, 
hofque  finguloB  iterum  fubdividit  in  alios,  adeo  vt  nihil  rei 
eogitari  poflit,  quin  in  hifce  circulis  generaliter  et  fpecialiter 
non  contineatur,  tandem  diverforum  circulorum  locos  flbi  mutuo 
per  litteras  conjungit,  atque  ita  quavis  re  proposita  per  com- 
binationem  omnium  terminorum  protrahi  poterit  tempus  dicendi 
ad  infinitas  paene  horas ;  fed  necefle  efl  dicentem  multarum 
renim  efle  peritum,  ac  diutius  loquentem  multa  ridicula  et 
ad  rem  parum  facientia  dicere ,  ac  demum  totaliter  phantaftam 
fieri  totamque  mentem  adeo  characteribus  litterarum  afBgere, 
Tt  vix  aptus  fit  ad  folidi  quid  meditandum.  Haec  hac  de  re 
fufficiant,  niii  tu  aliud  quid  velis.  Det  Deus,  ut  aliquamdiu 
una  yivamus  Iludiorum  campum  ad  umbilicum  ufque  ingreiTuri. 
Interim  valetudinem  tuam  cura  atque  efto  prudeus  in  toto 
itinere  tuo,  ne  solam  praxim  ejus  fcientiae  quam  tanti  facis 
videaris  ignorare.  Memento  mei  tuaeque  mechanicae  con- 
scribendae ,  foles  enim  promiflis  tuis  examuITim  stare ,  prae- 
fertum  ijs  quae  litteris  mandafti.  Vtinam  ijfdem  et  tempus 
credidisses!  Yerfaris  jam  in  vrbe  praecipua  ejus  regni;  vide 
ne  quid  ibi  fit  fcientiae  quod  non  examines,  aut  vir  dóctus 
quem  non  convenias ,  ne  quid  boni  in  Europa  te  lateat ,  aut 
potius  vt  rationem  tui  ad  reliquos  doctos  intelligas.  Ego  valeo. 
Pridie  Nonarum  Mag  1619.    flylo  novo. 

Yenit  huc  e  patria  tua  Gallus  quidam  elegantiflimas  artes 
publice  profeiTus ,  fontes  perpetuo  ab  eadem  aqua  falientes , 
bellica,  medica,  rei  familiaris  augmentum  in  pane  multiplicando 
cum  ipfe  foret  rerum  omnium  egenus.  Hunc  conveni  et  ex 
animi  (sic)  subiectum  omnium  rerum  fere  ignarum  comperi,  etiam 
eonim  quae  profiteretur.  Jtaque  hic  rem  non  faciet,  eftque 
ad  borealiores  re(le)gandus,  ubi  crada  ingenia  deceptionibus 
et  praeftiggs  magis  patent. 


Tuus  vt  fuus 
Isack  Beeckman. 


Het  opfchrift  was 
A  monsieur 
Monfieur  Rene  Du  Perron  estant 

in  Denemarcken 
port.  Coppenhaghen . 


D6e 


OVER  EENE  REEKS  MET  BESSELSCHE  FUNCTIES, 


DOOR 


J.   G.  RÜTGERS. 

(Alkmaar } 


1.     We   hebben   reeds  eene  toepaeeirg  gegeven  van  de  vol- 
gende formules,  na  ze  op  eenvoudige  wijze  afgeleid  te  hebben:*) 

J\axVó)  (1-c)pcVc=-^^ÏIv+p  +  .  (X),  (rS  ^iJV  •(') 

(2") 


I\.. 


{xVi)(l-c)fc    idc  = 


^3[(e±L  T  „.,(^)_Vtl)Jli f     of  nul      l.-(2) 

Door  eene  andere  toepassing  zullen  we  gevoerd  worden  tot 

bedoelde    reeks   met  Besselsche  functies;    we  trachten  nl.  een 

waarde    te   vinden    voor    de    integraal    in  (2)  met  behulp  van 

'formule    (1).     Yoor    die    integraal    kunnen    we    het    volgende 

schrgven: 

ƒ   lia{xVc)  (l-c)PC-2rfc=(-l)"  ƒ  M^V^^(l-c)Pcl^{l--(l—c){""*dc== 

o  o 

=  (-1)"  ƒ  Va(a:Kc)  (l-c)Pc2  I  ^(-  D^h""]  {l-cy  I de  = 

=  (-l)"£^(--l)-(~")/'la(a:n)(l-c)P+«c2"rfc, 


ï)     Nieuw  Archief  (2)  VI,  p.  368—373. 
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en  deze  laatste  iDtegraal  volgt  nu  gemakkelijk  uit  (1),  wan- 
neer we  daarin  nemen :  v  =  a  en  p  vervangen  door  p  +  w ; 
we  vinden  dan  zoodoende: 

/  I_a(a?V^c)(l-c)pc~"2dc  = 
o 

= (_i)-  (A)"-"'  2^(  _  1).  (-•)  r(p+«+i)  (4)"i-+''+"+^  <*)' 

\R(p)>  -  1/ 

Gelet   DU   op   de   waarde  van  deze  integraal,   zoo  a  =  po8. 
geheel  of  nul,  uitgedrukt  in  (2),  krijgen  we,  daar: 

/-°U  (_!)■.<" +  "--111 

na  eenige  herleiding  de  volgende  gelijkheid : 
^(a+«-l)!r(p+n+l)/2\'^ 

'a  =  pos.  geheeh 

of  nul  j (4) 

R(p)  >  -  1     / 

Deze  betrekking  geeft  voor  a  =  O  de  identiteit : 

lp  + 1  (a?)  =  lp  + 1  (a?) » 

terwijl    ze    voor   a  =  1    overgaat   in    de    volgende  eenvoudige 
formule: 

^r(p+n+l)(4-)  Ip+H-.(*)  =  (I ) -r(p+l)Ip(x),  (R(p)>  -1) . .  (5) 

Hiermede   hebben    we    tevens,    voor    zoover  mij  bekend  is, 

eene   nieuwe  ontwikkeling  gevonden  van  I  — |    naar  Besselsche 

functies,  onder  de  voorwaarde  echter,  dat  het  reëele  gedeelte 
van  (>  >  —  1. 


^  \»m+p-a+l 
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Voor  p  =  O  volgt  uit  (5) : 

l  =  Io(^)  +  ]£w!(4)  I»+2(a:)     ....     (6) 
«—o       ^  ^  ' 

2.  Onafhankelijk  van  de  formules  (1)  en  (2)  bepaalt  men 
de  8om  in  het  eerste  lid  van  (4)  on  de  volgende  wgze. 

Door  de  daarin  voorkomende  Besbelsche  functie  te  vervangen 
door  hare  waarde  vindt  men: 

^(a-^n-l)!r(p4-n+l)/2\«^ 

„4i  ^!  —  ^-jIp+a+«+i(xj  = 


.,_,„£,_,,(-;)  ^,,.,„£t])M 


5*+P+"+l 


—O        ^  -  /  r^o 


r(s-|-pfa  +  n-»-2j 


/a;\»«+p-f«+i 


/ir\8j+P-f<»+i 

/  a;\«H-p+"+i 
A(-l)'\2) 


isO 


=  (-i)"(«-i)!r(p+i)£ti}^l____. 


ms=  a 


fX  \8>»+P-o+l 


w^O 


Dit  is  de  uitdrukking,  die  voorkomt  in  het  rechterlid  van 
(4),  terwijl  in  den  loop  dezer  afleiding  eveneens  als  voorwaar- 
den zijn  opgetreden  a  =  pos.  geheel  of  nul  en  R(p)  >  —  J ,  nl.  bg 
hfit  invoeren  van  de  Eulersche  integraal. 
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Reye  w^jdt  in  de  „Aufisaben  und  Lehrsatze",  toegevoegd  aan 
het  eerste  deel  zgner  „Geometrie  der  Lage"  enkele  bladzijden 
aan  eene  behandeling  der  eigenschappen  van  lineaire  stelsels 
en  weefsels  van  kegelsneden.  Zulke  stelsels  worden  gevormd 
door  alle  kegelsneden ,  die  een ,  twee ,  drie  of  vier  willekeurig 
in  een  vlak  aangenomen  kegelsneden  steunen,  waarbij  eene 
kegelsnede  gezegd  wordt  eene  tweede  kegelsnede  te  steunen, 
wanneer  zi]  om  een  poolvierhoek  dier  tweede  kromme  beschreven 
is ;  weefsels  zgn  dan  de  reciproke  menigvuldigheden  der  stelsels. 
De,  uit  den  aard  der  zaak,  beknopte  wijze,  waarop  Reye  deze 
stelsels  en  weefsels  behandelt,  was  voor  den  schrijver  van  het 
bovengenoemde  proefschrift  aanleiding  dit  onderwerp  meer  uit- 
voerig te  bewerken.  Achtereenvolgens  worden  de  verschillende 
lineaire  stelsels  en  weefsels  onderzocht,  waarbij  het  onderzoek 
der  stelsels  van  de  tweede  macht,  d.  z.  de  kegelsneenetten  en 
de  weefsels  zonder  meer  (Schaarscharen  b^j  Reye),  de  grootste 
plaats  inneemt.  Bij  deze  menigvuldigheden  treden  de  Cayley'sche 
kromme  van  het  net,  d.  i.  de  omhullende  der  oo  >  stralenparen, 
welke  als  ontaarde  kegelsneden  van  het  net  optreden ,  en  de 
Jacobi'sche  kromme  van  het  weefsel  op  den  voorgrond;  van 
beide  krommen  worden  een  aantal  eigenschappen  afgeleid. 

Z. 

A.  A.  Dalbüisen.  Over  eenige  aantallen  van  kegel- 
sneden, die  aan  acht  voorwaarden  voldoen.  Aca- 
demisch proefschrift.  Utrecht,  Stoomdrukker^  „de  Industrie", 
J.  van  Druten,  1905. 

In  dit  proefschrift  worden  de  aantallen  der  kegelsneden  be- 
paald, die  n  gegeven  rechten  snijden,  r  gegeven  vlakken  aan- 
raken ,  terwijl  het  vlak  van  elk  dier  kegelsneden  door  m  gegeven 
punten  gaat ,  waarbg  m  +  n  +  r  =  8  is.  Die  bepaling  geschiedt 
in  alle  gevallen  door  uitsluitend  gebruik  te  maken  van  het 
beginsel  van   het   behoud  van  het  aantal,  volgens  hetwelk  het 
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aantal  der  figuren ,  die  aan  bepaalde  voorwaarden  Yoldoen , 
niet  verandert  of  oneindig  groot  wordt ,  wanneer  die  voorwaarden 
doorloopend  worden  gewijzigd.  Laat  men  ééne  der  bovenge- 
noemde voorwaarden  weg,  dan  zullen  de  oo  ^  kegelsneden,  die 
aan  de  zeven  overblijvende  voorwaarden  voldoen ,  een  oppervlak 
vormen.  Van  de  oppervlakken ,  die  in  de  verschillende  gevallen 
ontstaan,  wordt  dan  verder  de  graad  bepaald,  benevens  het 
aantal  en  de  veelvoudigheid  van  die  rechte  l^nen  op  zulk  een 
oppervlak,  die  verkregen  worden  door  de  ontaarding  van  kegel- 
sneden,  welke  aan  de  zeven  voorwaarden  voldoen.  Z. 

A.  L.  Zaalberg.  Differentiaal-meetkundige  eigen- 
schappen van  stralenstelsels.  Academisch  proefschrift. 
Leiden,  S.  van  Doesburgh,  1905. 

In  een  eerste  hoofdstuk  geeft  de  schrijver  een  overzicht  van 
de  algemeene  eigenschappen  van  stralenstelsels  (congruenties) 
en  beschouwt  daarbij  meer  in  het  bizonder  de  isotrope  stralen- 
stelsels d.  z.  die,  bij  welke  de  beide  focaaloppervlakken  ont- 
wikkelbare  oppervlakken  zijn,  om  den  imaginairen  cirkel  in 
't  oneindige  beschreven.  Daarna  houdt  h^j  zich  bezig  met  een 
onderzoek  van  stralenstelsels,  voor  welke  een  der  focaalopper- 
vlakken gegeven  is,  terwijl  de  stralen  van  het  stelsel  de  raak- 
lijnen  zijn  van  een  stelsel  krommen  op  dat  oppervlak.  De 
algemeene  resultaten ,  voor  dergelijke  stralenstelsels  afgeleid  , 
worden  dan  verder  toegepast:  l*  bij  het  onderzoek  omtrent  de 
eigenschappen  van  pseudospherische  stralenstelsels,  d.  z.  die, 
bij  welke  zoowel  de  afstand  der  beide,  op  een  straal  gelegen 
brandpunten  als  die  der  grenspunten  constant  is,  2*  b^  het 
onderzoek  van  die  stelsels ,  die  verkregen  worden  door  een  punt 
P  eener  ruimtekromme  te  verbinden  met  een  punt  Q  eener 
tweede  ruimtekromme  en  door  het  midden  dier  verbindingslijn 
een  straal  te  brengen ,  evenwijdig  aan  de  doorsnede  der  osculatie- 
vlakken  van  de  beide  krommen  in  de  punten  P  en  Q. 

Z. 

Fbed.  Schüh.  Vergel^kend  overzicht  der  methoden 
ter  bepaling  van  aantallen  vlakke  krommen. 
Academisch  proefschrift.    Amsterdam,  M.  M.  Olivier,  1905- 

In  dit  proefschrift  geeft  de  schrijver  een  vergelijkend  en 
kritisch  overzicht  dor  methoden  ter  bepaling  van  het  aantal 
vlakke  krommen  van  den  graad  m ,  die  aan  ^  m  (m  +  3)  alge- 
braïsche voorwaarden  voldoen.  De  meetkundige  beschouwingen 
van    Cayley   omtrent   deze   vraag,  de  karakteristieken-theorie 
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met  de  daarop  betrekking  hebbende  onderzoekingen  van  GhaBlea, 
Zeuthen,  Cremona,  Scbubert  en  Halpben,  de  methoden,  die 
zich  aansluiten  aan  de  karakteristieken -theorie  worden  breed- 
Yoerig  uiteengezet.  Na  die  uiteenzetting  wordt  een  tweetal 
hoofdstukken  gewijd  aan  de  behandeling  van  een  bizonder  geval 
van  het  bovengenoemde,  algemeene  probleem,  nl.  dat,  waarbij 
de  voorwaarden,  aan  welke  de  krommen  van  den  graad  m 
moeten  voldoen ,  uitsluitend  aanrakingsvoorwaarden  zijn.  Hierbjj 
worden  dan  de  voor  de  oplossing  van  dit  vraagstuk  toegepaste 
correspondentiebeginsels  van  Gbasles,  van  Cayley  en  van  Brill 
en  de  onderzoekingen  van  de  Jonquières  behandeld.  Deze  laatste 
heeft  eene  algemeene  formule  afgeleid  voor  het  aantal  der  vlakke 
krommen  van  den  graad  m,  die  met  eene  gegeven  vlakke 
kromme  G.  t  aanrakingen ,  resp.  van  de  orde  a,  6,  c  . .  •  hebben 
en  bovendien  nog  door  ^  m  (m  +  8)  —  (a  +  6  +  <? . . .)  punten 
gaan,  waarvan  er  p  op  G„  liggen,  terwijl  wordt  aangenomen 
dat  de  kromme  G„  wel  o  dubbelpunten ,  doch  geene  keerpunten 
of  hoogere  singulariteiten  heeft.  Over  eenige  uitbreidingen  dier 
formule  van  de  Jonquières  geeft  de  heer  Schub  belangrijke  en 
interessante  beschouwingen.  Z. 

6.  Dabboux.  Etude  sur  Ie  développement  des 
methodes  géométriques,  lue  Ie  24  septembre  1904  au 
Congres  des  sciences  et  des  arts  è.  Saint-Louis.  Paris,  Gauthier- 
Villars,  19ü4. 

Nadat  bij  in  enkele  trekken  den  toe^stand  geschetst  heeft, 
waarin  de  wiskundige  wetenschappen  bij  bet  begin  der  negen- 
tiende eeuw  verkeerden,  geeft  de  schrijver  een  kort  overzicht 
van  de  ontwikkeling  der  meetkundige  methoden  in  den  loop 
dier  eeuw.  Naast  de  bekende  studie  van  Gino  Loria,  „Il  pas- 
sato  e  il  presente  dolle  principali  teorie  ge  metriche",  waarvan 
ook  eene  duitsche  vertaling  verschenen  is,  verdient  de  meer 
beknopte  verhandeling  van  Darboux  over  hetzelfde  onderwerp 
zeer  de  aandacht.  Z. 

Oeuvres  de  Laguerre,  publiées  sous  les  auspices  de 
TAc^démie  des  Sciences,  par  M  M.  Ch.  Heemite,  H.  Poincaeé 
et  E  RoucHÉ,  Membres  de  Tlnstitut.  Tomé  II.  Geometrie. 
Paris,  Gauthier- Villars,  1905. 

Het  tweede  deel  der  werken  van  Laguerre,  verschenen  ruim 
zeven  jaar  na  het  eerste ,  bevat  de  meetkundige  verhandelingen. 
Onder  deze  trekken  in  do  eerste  plaats  de  aandacht  die,  welke 
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betrekkinfjf  hebben  op  het  gebruik  der  imaginairen  in  de  meet- 
kunde. Reeds  in  1853 ,  toen  Laguerre  negentien  jaar  oud  was, 
gaf  h^  in  eene  korte  verhandeling  over  de  theorie  der  brand- 
punten, verschenen  in  de  nNouvelles  Annales  de  Mathématiques", 
eene  oplossing  van  de  vraag  op  welke  wjjze ,  bg  eene  projectieve 
transformatie  de  metrische  eigenschappen  der  figuren  getrans- 
formeerd worden.  Die  oplossing  volgt  dadelgk  uit  de,  door 
hem  gegeven  definitie  van  een  hoek  als  de  door  2«  gedeelde 
logarithmus  van  de  dubbelverhouding  der  vier  stralen ,  gevormd 
door  de  beenen  van  den  hoek  en  de  isotrope  Ijjnen  door  het 
hoekpunt.  Later  is  hij  verschillende  malen  meer  uitvoerig  op 
de  rol  van  het  imaginaire  in  de  meetkunde  teruggekomen,  o.a. 
in  een  viertal  stukken,  die  uitsluitend  op  dit  onderwerp  be- 
trekking hebben.  In  deze  wordt,  onder  meer,  de  theorie  der 
brandpunten  voor  willekeurige  krommen  en  oppervlakken  ont^ 
wikkeld ,  worden  verder  twee  toegevoegd  imaginaire  punten  der 
ruimte  voorgesteld  door  den  reëelen  cirkel,  gemeen  aan  de 
beide  isotrope  kegels,  die  deze  punten  tot  toppen  hebben  en 
van  deze  wijze  van  voorstellen  verschillende  toepassingen  ge- 
maakt. —  Doch  ook  in  andere  stukken ,  in  welke  hij  de  vlakke 
bikwadratische  krommen  in  't  algemeen  en  enkele  hunner  in 
't  bizonder  of  de  eigenschappen  van  anallagmatische  krommen 
en  oppervlakken  behandelt ,  treedt  telkens  weer  het  gebruik 
der  imaginairen  in  meetkundige  kwesties  op  den  voorgrond.  — 

Een  ander  onderwerp,  waarmede  Laguerre  zich,  bljjkens  ver- 
schillende stukken  in  dit  deel  zijner  werken,  dikwyls  heeft 
beziggehouden ,  is  de  toepassing  van  de  theorie  der  algebraïsche 
vormen,  hunne  covarianten  en  invarianten  op  de  meetkunde. 
Van  belang  zijn  in  dit  opzicht  vooral  z^jn  onderzoek  omtrent 
een  kubisch  oppervlak  met  vier  conische  punten,  het  reciproke 
oppervlak  van  het  Oppervlak  van  Steiner,  zjjne  toepassingen 
van  de  theorie  der  binaire  vormen  op  de  meetkunde  der  krom- 
men ,  op  een  kwadratisch  oppervlak  gelegen  en  zyne  onderzoe- 
kingen omtrent  algebraïsche  krommen,  b^j  welke  hjj  uitgaat 
van  de  zoogenaamde  „équation  mixte*'  eener  kromme,  d.  i.  van 
de  betrekking,  die  voor  elk  punt  van  het  vlak  de  richtings- 
coëfficiënten geeft  der  raakljjnen,  die  men  uit  dit  punt  aan  de 
kromme  kan  trekken. 

Onder  de  overige  onderzoekingen  van  Laguerre  op  het  gebied 
der  meetkunde  wordt  verder  eene  belangrjjke  plaats  ingenomen 
door  zijne  studiën  over  de  „Geometrie  de  direction."  Hierin 
wordt  eene  rechte  Hjn,  die  door  een  zich  bewegend  punt  in 
een  bepaalden   zin   wordt   doorloopen ,   eene  halfrechte  (semi- 
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droite)  en  een  cirkel,  die  evenzoo  in  een  bepaalden  zin  door- 
loopen  wordt,  een  „cycle"  genoemd.  Met  eene  rechte  lijn  komen 
dus  twee  half-rechten,  met  een  cirkel  twee  cycles  overeen.  Uit 
dit  oogpunt  beschouwd,  vervallen  dan  de  overige  krommen  in 
twee  verschillende  soorten,  de  zoogenaamde  richtingskrommen 
(courbes  de  direction),  welke  als  omhullende  eener  halfrechte 
beschouwd  op  zich  zelf  eene  meetkundige  figuur  vormen,  en 
die  kromme,  voor  welke  dit  niet  het  geval  is.  Onder  die 
richtingskrommen  worden  dan  in  *t  bizonder  die  bestudeerd , 
welke  onder  den  naam  van  „hypercycles**  worden  samengevat; 
daartoe  behooren  o.  a.  de  hypocycloïde  met  vier  keerpunten, 
de  brandlijnoQ  eener  parabool  voor  evenwjjdig  invallende  licht- 
stralen, enz. 

Doch  behalve  over  de  in  't  voorgaande  genoemde  onderwerpen, 
z^n  er  nog  vele  onderdeelen  der  meetkunde,  waarover  Laguerre 
kortere  studies  geleverd  heeft,  o.  a.  wat  de  differentiaalmeet- 
kunde betreft,  over  de  geodetische  lijnen,  over  de  kromming 
der  anallagmatische  oppervlakken  en  der  vlakke  doorsneden 
van  die  oppervlakken. 

De  meeste  der  verhandelingen;  in  dit  deel  opgenomen,  zijn 
slechts  studies,  waarin  algemeene  beginselen  op  de  eene  of 
andere  bizondere  meetkundige  kwestie  worden  toegepast.  Voor 
hem  hadden ,  zooals  Poincaré  in  zijne  voorrede  der  werken  van 
Laguerre  zegt,  de  algemeene  beginselen  en  beschouwingen 
alleea  waarde  door  de  bizondere  toepassingen  tot  welke  zij 
konden  leiden.  Z. 

Die  Formelzeichen.  Ein  Beitrag  zur  Lösung  der 
Frage  der  algebraischen  Bezeichnung  der  physikalischen ,  tecb- 
nischeo  und  chemischen  Grossen  von  Olof  Lindeks  ,  Maschinen- 
und  Elektro-lngenieur.  Een  deel  in  8",  96  p.  Leipzig,  Jah  & 
Schunke,  1905. 

Het  vraagstuk  betreffende  een  algemeen  aangenomen  stel 
algebraïsche  teekens  voor  de  verschillende  in  natuur-,  scheikunde 
en  techniek  optredende  grootheden  is  in  de  laatste  jaren  van 
verschillende  zijden  in  behandeling  genomen.  Zoo  b.v.  door  de 
Deutsche  Physikalische  Gesellschaft ,  de  Deutsche  Bunsen- 
Gesellschaft ,  enz.  Eene  commissie  uit  den  Electrotechnischen 
Yerein  te  Berljjn  kwam  in  1904  tot  de  conclusie,  dat  bij  het 
samenstellen  van  een  dergel^k  stel  teekens  geen  systeem  zou 
moeten  gevolgd  worden.  De  schrijver  is  van  meening,  dat  de 
vraag  of  dit  probleem   van   alle  andere  daarin  verschilt,  dat 
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daarin  stelselloosheid  aan  te  bevelen  is,  op  zijn  minst  slechts 
dan  beslist  kan  worden,  als  volledige  voorstellen  van  verschil- 
lende zgden  ter  beoordeeling  aanwezig  zgn.  Hij  geeft  daarom 
in  eene  tabel  voor  871  grootheden  een  viertal  stellen  van  teekens 
en  daarb^  ter  vergelijking  de  door  een  vijftal  wetenschappelijke 
of  technische  gezelschappen  voorgestelde ,  zoomede  de  in  eenige, 
meestal  technische,  handboeken  gebruikte  teekens.  Verder 
wekt  de  schrijver  ook  anderen  er  toe  op  dit  vraagstuk  in  be- 
handeling te  nemen,  opdat  ten  slotte  eene  internationale  uit- 
spraak in  deze  van  nut  zal  kunnen  zjjn.  W.  H.  K. 

L.  BoLTZMANN.  Le^ons  sur  la  theorie  des  gaz,  tra- 
duites  par  A.  Galotti  et  H.  Benard.  Avec  une  introduction  et  des 
notes  de  M.  Brillouin.  Seconde  partie.  Een  deel  in  8^  XII, 
280  p.    Paris,  Gauthier-Villars ,  1905. 

Daar  het  oorspronkelijk  werk  van  Boltzmann  genoegzaam 
bekend  geacht  mag  worden ,  behoeft  over  dit  werk  niet  te  wor- 
den uitgeweid.  We  vermelden  slechts  dat,  behalve  eene  lijst 
van  belangrijke  theoretische  verhandelingen  verschenen  van  1894 
tot  en  met  1902 ,  41°  toegevoegd  een  tweetal  noten  van  Brillouin. 

W.  H.  K. 

Correspondance  d'Hermite  et  de  Stieltjes  publiée 
par  les  soins  de  B.  Baill\ud  et  de  H.  Boukget.  Avec  une  prêface 
de  Emil*-:  Picabd.  T.I.  (8  November  1882  —  22  Juillet  1889). 
Paris,  Öauthier-Villars ,  1905,  8^  477  blz. 

De  Nederlandsche  wiskundigen  zullen  ongetwgfeld  bet  boven- 
staande werk  met  belangstelling  ontvangen.  Onze  te  vroeg  ge- 
storven landgenoot  Stieltjes,  door  de  omstandigheden  er  toe 
gebracht  zich  in  Krankr^jk  te  vestigen,  wordt  door  Picard  gere- 
kend tot  „les  géomètres  francais  les  plus  éminents  de  la  seconde 
moitié  du  XlXe  siècle**  en  de  thans  gepubliceerde  briefwisseling 
stelt  ons  in  staat,  om  ons  van  de  juistheid  dier  uitspraak  te 
doordringen.  In  1882  schreef  Stieltjes  voor  het  eerst  aan  den 
grootmeester  der  Fransche  wiskundigen  over  ontwikkelingscoëf- 
ficïenten  der  storingsfunctie,  en  sedert  is  die  correspondentie 
tot  den  dood  van  Stieltjes  voortgezet.  B^j  een  vluchtig  doorbla- 
deren dezer  brieven  blijkt,  hoe  sterk  beiden  zich  dadelijk  tot  el- 
kaar aangetrokken  gevoelden.  Is  in  den  beginne  Stieltjes  de 
jongere,  die  met  groeten  eerbied  Hermite  de  uitkomsten  van 
zijn  onderzoekingen  mededeelt,  en  die  zich  in  de  welwillendheid 
van  Hermite  mag  verheugen,  spoedig  verandert  de  toon  der 
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brieven,  en  het  is  Hermite,  die  aan  Stieltjes  vragen  steU,  of 
hem  over  allerlei  onderwerpen  raadpleegt. 

Ook  al  vat  men  niet  al  te  letterlijk  op  den  aanhef  van  den 
brief,  door  Hermite  12  Juli  1885  aan  Stieltjes  gericht,  luidende: 
„Voas  avez  toujours  raison  et  j'  ai  toujours  torV,  toch  blijkt 
uit  alles,  dat  Hermite  niet  langer  in  Stieltjes  alleen  den  jeug- 
digen beschermeling  ziet,  die  aanmoediging  verdient,  maar  dat 
h^  hem  beschouwt  als  een  medearbeider,  wiens  talenten  hjg 
hoogschat. 

In  April  1885  vestigt  Stieltjes  zich  te  Paqjs,  verwerft  zich 
daar  op  aansporing  van  Hermite  den  doctorstitel ,  en  wordt  een 
jaar  later  op  aanbeveling  van  Hermite  chargé  de  cours  te  Tou- 
lonse,  waar  hij  tot  z{jn  dood  is  werkzaam  geweest. 

Steeds  is  h^  met  Hermite  in  eng  verkeer  gebleven,  een  ver- 
keer gekenmerkt  door  wederz^'dsche  achting  en  vriendschap. 
Het  „Monsieur"  boven  de  eerste  brieven  van  Hermite  is  spoedig 
geworden  „Mon  cher  ami". 

Het  is  niet  mogelijk  om  over  den  veelzijdigen  wetenschappe- 
Igken  inhoud  der  brieven  in  een  kort  bestek  veel  te  zegden. 

De  eerste  brieven  handelen  meest  over  benaderende  bere- 
keningen, interpolatie,  mechanische  kwadratuur  en  getallen- 
theorie, deze  laatste  ook  jn  verband  met  elliptische  functies. 
In  de  latere  brieven  geraken  deze  onderwerpen  iets  meer  op  den 
achtergrond,  er  blijkt,  dat  Stieltjes  voortdurend  zijn  veld  van 
studie  uitbreidde.  Ten  slotte  omvat  het  de  geheele  analyse. 
Het  kan  niet  anders,  of  de  studie  dezer  briefwisseling  zal  ook 
ten  onzent  gevoelens  opwekken  van  eerbied  voor  de  groote  be- 
kwaamheden van  onzen  vroegeren  landgenoot,  en  wij  zullen  van 
ganscher  harte  instemmen  met  de  hulde,  door  de  wiskundigen 
yan  zijn  tweede  vaderland  aan  zijne  nagedachtenis  gebracht. 

KL 

Sur  Ie  développement  de  Tanalyse  et  ses  rap- 
ports  avec  diverses  sciences.  Conférences  f  ai  tes  en 
Amérique  par  Emile  Picard.  Paris,  Gauthier-Villars,  1905,  8°, 
167  blz. 

Vier  voordrachten  in  Amerika  gehouden  zijn  in  dit  werk  ver- 
eenigd.  De  eerste  voordracht  handelt  over  het  functiebegrip, 
zooals  dit  zich  in  de  laatste  eeuw  heeft  ontwikkeld.  De  schrijver 
gedenkt  in  de  eerste  plaats  de  merkwaardige  wijziging,  die  door 
de  studie  der  goniometrische  reeksen  in  de  oorspronkelijke  op- 
vatting is  gebracht.     Waren  het  eerst  de  toepassingen  der  wis- 
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kunde  op  physisch  gebied ,  die  de  ontwikkeliag  der  fanctie-theorie 
beheerschten,  weldra  .kwamen  met  Riemann  en  Weierstrass  de 
meer  theoretische  beschouwingen  op  den  voorgrond.    De  diffe- 
rentieerbaarheid,  de  continuiteit  en  de  mogelijkheid  eener  ont- 
wikkeling  in   eene  reeks  van   veeltermen  maakten  gewichtige 
punten  van  onderzoek  uit.    Van  zelf  maakte  de  groote  uitbrei- 
ding ,  die  het  begrip  functie  had  ondergaan ,  beperkende  onder- 
stellingen noodzakelijk  ,  zou  men  uitkomsten  van  beteekenis  ver- 
kregen, en  zoodoende  is  men  er  toe  gekomen  voornamelijk  de 
aandacht  te  wijden  aan  de  analytische  functies.  De  studie  dezer 
functies  heeft  in  onze  dagen  eene  groote  vlucht  genomen ,  maar 
de  schrgver  is  van  gevoelen ,  dat  men  op  den  duur  zich  niet  tot 
de  analytische  functies  zal  kunnen  bepalen.    Ook  in  onzen  tyd 
gaat  het  functiebegrip  nog  steeds  zijne  verdere  ontwikkeling  tege- 
moet. In  de  tweede  voordracht  geeft  de  schrijver  een  overzicht  van 
de  theorie  der  differentiaalvergelijkingen.  Eerst  ten  t jjde  van  Cauchy 
gevoelde  men  de  noodzakelijkheid  van  het  bewjjs  voor  het  bestaan 
van  oplossingen.    Al  is  men  er  in  geslaagd  het  gevraagde  bewijs 
te  leveren,  toch  bljjven  er  bjj  de  studie  der  partieele  differen- 
tiaalvergelijkingen nog  vele  moeilijkheden  te  overwinnen.    Het 
opsporen  der  integralen  zelve  nog  daargelaten ,  denke  men  slechts 
aan  de  groote  verscheidenheid  dgr  voorwaarden,  die  kunnen 
dienen  om  eene  bijzondere  oplossing  te  bepalen.    Vele  onder- 
zoekingen zijn  nog  noodzakelijk ,  oer  deze  afdeeling  der  analyse 
ab  een  eenigszins  afgerond  geheel  kan  worden  beschouwd.  Het 
onderzoek    der   gewone  differentiaalvergelijkingen  is  ten  deels 
verder  gevorderd.    Tot  op  zekere  hoogte  heeft  men  hier  te  doen 
met  een  hoofdstuk  der  gewone  functie-theorie.  De  schrijver  wgst 
op  hetgeen  gedaan  is  ten  aanzien  der  lineaire  vergelijkingen, 
op  de  studie  der  singulariteiten ,  waarmede  Briot  en  Bouquet 
zijn  begonnen,  en  op  de  asymptotische  ontwikkelingen  en  de 
periodieke   oplossingen,   welke    door    Poincaré    zijn  ingevoerd. 
Uitsluitend  van  de  analytische  functies  is  sprake  in  de  derde 
voordracht.  Na  een  kort  historisch  overzicht  staat  de  schrijver  iets 
langer  stil  bij  de  nieuwere  onderzoekingen.    Hij  bespreekt  de 
voortzetting  van  eene  door  een  element  gegeven  functie ,  het  op- 
sporen der  singulariteiten,  het  begrip  geslacht,  de  verspreiding 
der  nulpunten  en   de  wijze  van  aangroeiing  eener  holomorphe 
functie.    Daarnaast  gedenkt  hij  onderzoekingen  van  minder  alge- 
meenen    aard   en  schetst  hij  de  beteekenis  van  de  theorie  der 
algebraïsche,   en   in  verband  daarmede,  van  de  elliptische  en 
automorphe  functies  voor  de  tegenwoordige  analyse. 
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Ten  slotte  ontwikkelt  de  schrijver  in  zyne  vierde  Toordracht 
z^ne  denkbeelden  over  de  ontwikkeling  dsr  wiskunde  en  over 
het  verband ,  dat  tusschen  haar  en  de  verwante  wetenschappen 
bestaat 

Deze  voordrachten  leveren  een  nieuw  bewjjs  voor  de  groote 
veelzpdigheid  van  den  geleerden  schr^ver.  Overal  bljjkt ,  hoezeer 
hij  het  geheele  gebied  der  analyse  beheerscht  en  overziet.  De 
aandachtige  lezing  dezer  voordrachten  zal  ook  den  minder 
gevorderden  beoefenaar  der  wiskunde  eenig  inzicht  geven  in  de 
beteekenis  van  de  tegenwoordige  functie-theorie.  El. 

Le  calcul  des  résidus  et  ses  applications  k 
la  theorie  des  fonctions  par  Eknst  Lindelof.  GoUection 
de  monographies  sur  la  theorie  des  fonctions  publiée  sous  la 
direction  de  M.  Émilb  Bobel.  Paris,  Oauthier-Villars ,  1906, 
8»,  141  blz. 

De  integraalstellingen  van  Cauchy  vormen  een  der  grondslagen 
van  de  theorie  der  .  eenwaardige  functies.  In  alle  leerboeken 
bekleeden  deze  stellingen  dan  ook  eene  voorname  plaats ,  maar 
de  voorstellingsw^ze  is  gewoonlijk  eenigszins  verschillend  van 
die  f  welke  Cauchy  er  aan  gaf.  Zoodra  de  stellingen  van  Taylor 
en  van  Laurent  bewezen  zijn,  kan  het  begrip  residu  worden 
ingevoerd  en  de  residuenrekening  van  Cauchy  kan  zeer  dikwgls 
verdere  toepassing  der  eigenlijke  integraalrekening  vervangen. 
Van  die  residuenrekening  nu  geeft  de  schrijver  een  overzicht. 
Na  in  het  eerste  hoofdstuk  de  beginselen  te  hebben  uiteengezet , 
geeft  hg  in  het  tweede  hoofdstuk  de  eenvoudigste  toepassingen, 
welke  Cauchy  reeds  heeft  gemaakt.  Namelijk  wordt  de  residuen- 
rekening gebruikt  tot  het  bepalen  van  symmetrische  functiën 
der  wortels  van  eene  algebraïsche  vergelijking,  tot  het  ontwikkelen 
van  implicite  functies  (vergelijking  en  reeks  van  Lagrange) ,  tot 
het  ontwikkelen  van  meromorphe  functies  in  eene  reeks  van 
breuken ,  en  eindelijk  tot  het  berekenen  van  eenige  bepaalde 
integralen.  Het  derde  hoofdstuk  handelt  over  de  verschillende 
sommatieformules,  die  met  residuenrekening  kunnen  worden 
afgeleid,  terwjjl  in  het  vierde  hoofdstuk  deze  formules  worden 
aangewend ,  om  uitdrukkingen  en  ontwikkelingen  te  vinden  voor 
de  r-functie  en  voor  de  (-functie  van  Riemann.  Eindelijk  bevat 
het  laatste  hoofdstuk  beschouwingen  over  functies,  voorgesteld 
door  eene  reeks  van  Taylor,  in  welke  reeks  iedere  coëfficiënt 
eene  analytische  functie  is  van  zjjn  rangnummer.  £r  worden 
een  paar   stellingen  bewezen,  die   betrekking  hebben   op  het 
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gedrag  van  eene  dergelijke  functie  buiten  den  conTergeotie- 
cirkel,  en  er  wordt  eene  nieuwe  methode  aangegeven  om  zulk 
eene  functie  buiten  dien  cirkel  analytisch  voort  te  zetten. 

Evenals  van  de  overige  monographiën  uit  de  collectie  Borel 
kan  ook  de  studie  van  dit  werkje  ten  zeerste  worden  aanbevolen. 

KL 

Grundriss  der  Differential-  und  Int  egral-Rech- 
nung.  I.  Teil:  Differential-Rechnung  von  Dr.  Ludwig  Kibpbrt, 
zehnte  voUstandig  umgearbeitete  und  vermehrte  Auflage  des 
gleichnamigen  Leitfadens  von  weil  Dr.  Max  Steoejcann.  Hannover, 
Helwingsche  Yerlagsbucbhandlung ,  1905,  8^,  816  blz. 

Van  de  negende  uitgave  onderscheidt  zich  de  tiende  door 
eenige  toevoegingen.  Zoo  zijn  bijgevoegd  de  afleiding  van  de 
interpolatie-formule  van  Newton  en  talrijke  stellingen ,  die  be- 
trekking hebben  op  do  kromming  van  ruimtekrommen  en  opper- 
vlakken. Het  bekende  leerboek  is  in  vergelijking  met  andere 
leerboeken  der  analyse  wel  omvangrijk  geworden.  Die  omvang 
echter  behoeft  den  aan  vanger  niet  af  te  schrikken ,  want  by 
den  eersten  oogopslag  blijkt ,  dat  die  omvang  voornamelijk  het 
gevolg  is  van  het  opnemen  van  tallooze  uitgewerkte  vraag- 
stukken. Deze  vraagstukken  zijn  met  zorg  gekozen.  Het  zijn 
geen  moeilgke  questies ,  voor  den  leerling  zelf  onoplosbaar , 
waarvan  de  medegedeelde  sierlijke  behandeling  alleen  dient  om 
den  aanvanger  in  verwarring  te  brengen.  Het  zijn  eenvoudige 
vraagstukken  ,  geheel  in  de  bevatting  van  den  leerling ,  die  hem 
doen  zien,  hoe  hij  de  eerste  beginselen  der  theorie  moet  toe- 
passen. 

Nog  een  andere  oorzaak  werkt  mede  om  den  omvang  van 
het  boek  te  vergrooten.  Namelijk  is  er  veel  opgenomen  ,  wat 
gewoonl^k  in  de  leerboeken  der  differentiaalrekening  achterwege 
blijft,  en  wat  tot  de  eigenlijke  algebra  gerekend  wordt.  Ik 
bedoel  beschouwingen  over  determinanten ,  hoogere  machts- 
vergelijkingen ,  complete  grootheden ,  reeksenconvergentie ,  enz. 
Het  verband  tusschen  deze  onderwerpen  en  de  eigenlijke  dif- 
ferentieaalrekening  komt  daardoor  tot  zijn  recht ,  en  een  eerste 
overzicht  over  de  gansche  algebraïsche  analyse  wordt  daardoor 
den  leerling  gemakkelijker  gemaakt. 

Overigens  heeft  ook  in  deze  tiende  uitgave  het  leerboek  zijn 
karakter  behouden.  Terwijl  de  schrijver  vermijdt  door  al  te 
afgetrokken  beschouwingen  over  de  grondslagen  de  studie  te 
bemoeilijken ,   is   toch  nergens  van  schijnredeneeringen  gebruik 
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gemaakt,  en  is  in  alle  beschouwin|][en  de  strengheid  behoorlek 
gehandhaafd.  Als  leerboek  is  het  in  alle  opzichten  aanbevelens* 
waardig.  El. 

N.  Spijkbb.  Der  Eörper  grösster  Anziehung  eines 
Ellipsoides.    Inaugural-Dissertation.   Zürich ,  G.  ▼.  Ostheim , 

1904,  8",  85  bh.    Met  een  stereoskopieche  teekening. 

In  hoofdzaak  bevat  dit  proefschrift  de  beantwoording  van  een 
prijsvraag,  gesteld  in  1898  door  de  wiskundige  afdeeling  van 
het  Polytechnikum  in  Zürich.  Gevraagd  werd  naar  vorm  en 
stand  van  eene  hogomeen  lichaam  van  gegeven  volumen  in  de 
onderstelling,  dat  dit  lichaam  van  eene  gegeven  homogene  ellip- 
soïde eene  zoo  groot  mogelijke  aantrekking  ondervindt. 

Ter  beantwoording  dezer  vraag  wordt  eerst  aangetoond,  dat 
er  b{j  iedere  gegeven  richting  een  lichaam  van  gegeven  volume 
kan  worden  gevonden ,  waarvoor  de  ontbondene  der  aantrekking 
in  de  gegeven  richting  zoo  groot  mogelijk  is.  Daarna  is  bepaald 
voor  welke  richting  het  maximum  van  den  aantrekkingscomponent 
wordt  bereikt.  In  dit  geval  moet  de  aantrekking  zelve  met  die 
richting  samenvallen,  en  er  wordt  bewezen,  dat  de  gezochte 
richting  is  die  der  kleinste  as  van  de  ellipsoïde.  Zoowel  meet- 
kundig als  analytisch  met  behulp  van  elliptische  functies  wordt 
het  begrenzende  oppervlak  van  het  gevraagde  lichaam  nader 
bepaald  en  onderzocht. 

Eindelijk  wordt  het  overeenkomstige  vraagstuk  voor  twee 
afmetingen  behandeld.  Kl. 

L'algèbre  de  la  logiquo  par  Louis  Coutubat.  Recueil 
„Scientia",  série  phys.-math. ,  fasciscule  no.  24.  Paris ,  C.  Naud , 

1905,  klein  8",  95  blz. 

Ontwikkeling  van  de  algebra  der  logica,  van  een  zuiver  for- 
meel standpunt,  opgevat  als  eene  algebra,  die  berust  op  eenige 
willekeurig  aangenomen  grondbeginselen.  Kl. 

J,  6.  RüTGEBB.  Over  differentialen  van  gebroken 
orde  en  haar  gebruik  bjj  de  afleiding  van  bepaalde 
i  n  t  e  g  r  a  1  en.  Proefschrift.  Utrecht ,  J.  van  Beekhoven ,  1904, 
4°,  49  blz. 

De  schrijver  geeft  vooraf  een  historisch  overzicht  van  de 
pogingen  gedaan  door  Liouville,  Riemann  en  anderen  om  diffe- 
rentiaal-quotiënten  met  willekeurigen  aanwgzer  te  definieeren. 
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Als  uitgangspunt   van   schrgrera  eigen  definitie  dient  de  tof- 
gelgking 

r  r(n-i-l) 

Dezo  definitie  veroorlooft  het  differentiaalquotient  van  wille- 
keurige orde  te  bepalen  voor  functies,  welke  aan  enkele  beper- 
kende voorwaarden  voldoen.  Steeds  wordt  daarbij  gelet  op  de 
zoogenaamde  complementaire  functie  ^{x\  die  in  het  ^fferentiaal- 
quotient  moet  worden  toegevoegd,  en  die  bepaald  ia  door  de 
voorwaarde 

Op  een  groot  aantal  bijzondere  gevallen  wordt  de  differentiatie 
toegepast,  waarna  ten  slotte  de  gevonden  uitkomsten  worden 
gebruikt,  om  van  allerlei  bepaalde  integralen  de  waarde  te 
berekenen.  El. 

J.  A.  Vbekswijk  Jr.  Involuties  op  rationale  krom- 
men.  Proefschrift.  Utrecht,  J.  van  Druten,  1905,  8®,  104  blz. 

Aanvangende  met  de  kwadratische  involutie  van  punten  op 
eene  rechte  Ijjn  worden  achtereenvolgens  involuties  van  hoogeren 
graad,  en  ook  van  hoogeren  rang,  op  rationale  krommen  be- 
handeld. De  beschouwing  van  dergel^ke  involuties,  welke  aan- 
leiding geven  tot  het  ontstaan  van  allerlei  met  de  kromme  samen- 
hangende meetkundige  figuren,  kan  van  dienst  zgn  bg  het 
opsporen  van  verschillende  singulariteiten ,  of  b^j  het  bepalen 
van  allerlei  kenmerkende  getallen.  In  dien  zin  worden  door 
den  schrgver  verschillende  vlakke  krommen  en  ook  ruimte- 
krommen onderzocht.  KL 

Theorie  des  nombres  irrationnels,  des  limites 
et  de  la  continuité  par  René  Bairb ,  mattre  de  conférences 
&  rUniversité  de  Montp'ellier.  Paris,  Vuibert  et  Nony,  1905, 
8« ,  59  blz. 

Een  onmeetbaar  getal ,  aanvankelijk  op  de  gebruikelijke  wijze 
bepaald  met  behulp  van  eene  snede  (coupure)  in  de  reeks  der 
meetbare  getallen ,  wordt  daarna  opgevat  als  eene  grens  (bome) 
van  eene  gegeven  verzameling  bestaanbare  getallen.  Deze 
opvatting,  tezamen  genomen  met  eene  eigenaardige  definitie 
van  het  verschil  van  twee  onmeetbare  getallen ,  stelt  den  schrg- 
ver  in  staat  eene  reeks  van  op  grenswaarden  betrekking  heb- 
bende  eigenschappen  te  bewjizen,   op  grond  waarran  hg  ab 


103 

b^zondere  gevallen  van  oene  algemeene  stelling  de  definities 
yan  som,  produkt  en  quotiënt  van  twee  onmeetbare  getallen 
kan  afleiden.  El. 

G.  C.  A.  Valbwink.  Over  asymptotische  ontwik- 
kelingen. Proefschrift.  Haarlem,  de  Erven  Loosjes,  1905, 
8<>,  138  blz. 

Door  Laplace  en  Caucby  werd  reeds  gebruik  gemaakt  van 
eenige  bekende  zoogenaamd  half  convergente  reeksen ,  die  zoo 
zij  ergens  worden  afgebroken ,  de  waarde  eener  functie  aangeven 
met  eene  fout,  die  kleiner  is  dan  de  eerste  der  verwaarloosde 
termen.  Later  z^n  door  Stieltjes  en  door  Poincaré  in  algemeenen 
vorm  de  zoogenaamde  asymptotische  reeksen  gedefinieerd.  Ook 
hier  is  het  weder  de  vraag,  b^j  wolken  term  men  de  reeks 
moet  afbreken,  om  voor  den  restterm  eene  zoo  laag  mogelijke 
waarde  te  vinden.  Die  vraag  wordt  door  den  schr^ver  uit- 
voerig behandeld  voor  het  geval,  dat  men  voor  de  iütegraal- 
logarithme  de  bekende  divergente  ontwikkeling  wil  toepassen. 
Een  overzicht  wordt  gegeven  van  de  beschouwingen  van  Poin- 
caré en  van  door  hem  bewezen  eigenschappen  ten  aanzien 
der  bewerkingen  (optellen,  vermenigvuldigen,  integreeren),  die 
men  op  asymptotische  ontwikkelingen  mag  toepassen.  Eindelgk 
worden  de  asymptotische  ontwikkelingen  met  differentiaalver- 
geliikingen  in  verband  gebracht.  Vooreerst  kan  men  in  sommige 
asymptotische  ontwikkelingen  bepaalde  formeele  oplossingen 
van  differentiaalvergelijkingen  herkennen,  en  op  deze  wijze  aan 
die  ontwikkelingen  eenige  boteekenis  toekennen.  Vervolgens 
echter,  en  als  voorbeeld  wordt  behandeld  de  vergelijking  van 
Bessel ,  kan  men  van  asymptotische  ontwikkeling  dikwpls  gebruik 
maken,  om  de  oplossing  van  eene  gegeven  differentiaalvergelijking 
in  de  omgeving  van  o?  =  od  te  bepalen.  El. 

Bryn  Mawr  College  Monographs.  Reprint  series,  vol. 
I,  n^  4.  Contributions  from  the  Mathematical  and  Physical  Depart- 
ments.    Bryn  Mawr,  Penna.,  TJ.S.A.,  April  1904. 

De  „Bryn  Mawr  College  Monographs''  worden  in  twee  reeksen 
uitgegeven,  nl.  een  reeks  (monograph  series)  van  nieuwe  arti- 
kelen en  een  reeks  (reprinted  series)  van  overdrukken  uit  andere 
tijdschriften.  Ze  verschijnen  ongeregeld  en  worden  uitgegeven 
door  een  commissie  van  redactie  bestaande  uit  M.  C.  Thomas, 
T.  H.  Morgan,  L.  M.  Keasbey  en  D.  Irons. 
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Het  deel ,  dat  we  hier  aankondigeD ,  bevat  negen  verhande- 
lingen ,  van  welke  vijf  tot  de  wis* ,  drie  tot  de  natuur-  en  een 
tot  de  scheikunde  behooren.  Drie  der  vpf  wiskundige,  van  de 
hand  van  Dr.  C.  A.  Scott ,  hebben  betrekking  op  vlakke  kromme 
lijnen  (Sev.  sent.  XI  1,  p.  8,  XI  2,  pp.  10,  11).  En  van  de 
twee  overigen  is  de  eene  van  hare  leerlinge  Dr.  £.  N.  Martin 
( Rev.  sem,  X  1 ,  p.  2)  afkomstig ,  terwijl  de  laatste  „ An  Instru- 
ment for  Drawing  a  Sine  Curve",  door  A.  Stanley  Mackenzie, 
oorspronkelijk  verscheen  in  het  Physical  Bevietv  ^  deel  15,  1902. 
Van  de  drie  meer  natuurkundige  verhandelingen  zal  ongetw^feld 
de  eerste  „On  the  Period  of  a  Rod  Vibrating  in  a  Liquid", 
geleverd  door  mej.  M.  L.  Northway  en  A.  Stanley  Mackenzie,  wat 
het  tot  de  mechanica  behoorende  theoretische  gedeelte  betreft, 
den  wiskundigen  lezer  boeien.  S*. 

Lezioni  di  geometria  proiettiva  dettate  nella  R. 
Universit^  di  Napoli  dal  Prof.  Federico  Amodeo.  Terza 
edizione  migliorata  e  aumentata,  con  420  figure  e  molti  esercizL 
Een  deel  in  kwarto,  456  blz.  Napoli,  Luigi  Pierro,  Piazza 
Dante,  1905. 

Van  dit  werk ,  waarvan  we  in  het  vorige  deel  van  het  Nieuw 
Archief  den  tweeden  druk  aankondigden,  is  nu  de  derde  druk 
verschenen.  Door  den  overgang  van  den  typographischen, 
niet  zeer  behagelijken  vorm  tot  den  gewonen  drukvorm,  heeft 
het  verdienstelijk  werk  in  uiterlijk  veel  gewonnen.  8'. 
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PIPTH  PERIOD, 
(1772—1868  A.  D.). 

86.  We  shall  now  mention  the  facts  that  took  place  in  the 
last  period  of  the  history  of  the  Japanese  mathematics.  Sinee 
Takakazu  Seki  founded  his  school  in  the  third  period,  the 
mathematics  of  Japan  had  continued  to  make  progress  till  the 
fourth  period  and  in  the  last  or  fifth  period  this  progress  was 
more  striking  still.  We  shall  first  of  all  explain  the  reason 
why  the  year  1772  is  taken  as  the  beginning  of  this  last  period. 

87.  Of  all  the  problems  that  were  investigated  by  old  Japanese 
mathematicians  the  rectification  and  quadrature  of  the  circle  were 
the  most  attractive  ones  to  them ,  as  was  shown  before.  There- 
fore,  several  methods  pertaining  to  the  rectiBcation ,  quadrature 
and  cubature  of  any  cur?ed  line  and  any  curved  surface  were 
brought  together  under  the  name  6f  the  ''Enri  method",  the  literal 
translation  of  the  word  ''Enri''  being  ^the  principle  of  the  circle'\ 

The  rectification  and  quadrature  of  the  circle  were  done  up 
till  now  by  the  mathematicians  in  the  following  way  that  a 
regular  polygon  with  a  large  number  of  yertices  is  inscribed 
in  the  circle  and  the  limit  of  the  perimeter  of  the  polygon 
is  obtained  by  indefinitely  increasing  the  number  of  the  sides 
of  the  polygon. 


')    At   the   end   of  the  article  we  will  sum  up  the  correcUoDS  to  both  parts 
indicRted  bj  the  author  himself.  (Bbd.) 
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In  Eatihiro  Tikebb'b  Efiri-Kohai-Tetsujiisu ^  we  find  that 
the  method  of  obtaining  the  limit  of  this  kind  had  been  some* 
what  reformed  after  Sbki's  time.  As  it  was  already  shown  in 
Nr.  77,  the  lengths  of  the  snccessiye  sagittae  of  a  given  aro 
were  expressed  in  infinite  series ,  hj  means  of  which  the 
squares  of  the  successive  chords  (=  sagittae  X  diameter)  were 
expressed  in  infinite  series;  and  thus  the  length  of  a  side  of 
an  inscribed  regular  polygon  was  very  minutely  determined. 
The  resttlt  was:  If  8  is  the  sagitta  of  a  given  are  and  d  its 
diameter,  then 


m  -  -  ( 


4       8_        4.16      ^  4.16.36       ^ 

'*"3 . 4 *T ■'' 3.4.5.6* ^  ■*" sTOTëTTTs' (P  "*" 


--^^^^^^•^-•••l 


4.16.36.64  «^ 

3  .  4  .5.6.7.8.9.10  '  d* 

The  old  Japanese  mathematicians  were  not  nsed  to  write 
the  general  term  of  an  infinite  series  and  consequently  did  not 
explain  the  rnle  of  getting  the  ooefficients.  But  the  general 
term  of  the  aboye-mentioned  series  is  obviously 

1       2.4.6....      (2r)        s^^ 
r4>r3.5.7....(2r  +  l)*d^' 

For  the  fiirther  details,  the  readers  are  requested  to  see  Prof. 
KiKucHi's  papers  in  the  Töktfü  Sugaku-Buturigakkirai  Kiji, 
Vol.  VII,  p.  107—110,  and  Vol.  VIII,  p.  179-198). 

88.  In  the  fifth  period,  this  prevailing  method  was  quite 
reformed,  and  the  new  method  resembled  much  the  Infinitesi- 
mal  Caleulus.  The  inventor  of  this  new  method  was  Naomaru 
Ajima.  Prof.  R.  FujiSAWA  called  this  mathematician  Tasushima 
instead  of  Ajima  in  his  speech  delivered  at  the  Second  Inter- 
national Congress  of  Mathematicians  held  at  Paris,  1900  (see 
Düporcq's  Compte  rendu  du  congres^  p.  379—393);  and  Prof. 
D.  KiKUCHi  is  used  to  call  him  Ajima;  however,  it  cannot  be 
settied  which  name  is  right  This  illustrious  man  Naomaro 
Ajima  became  the  head-master  of  the  Seki  school  after  his 
master  Shuju  Yamaji's  death  in  the  year  1772,  which  is  the 
reason  why  this  same  year  is  taken  as  the  beginning  of  the 
present  period.  If  the  date  of  A  jima's  obtainment  of  this  new 
method  were  known ,  it  would  of  course  haye  been  taken  as  such. 
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89.  Ajima's  method  of  findiog  the  length  of  the  ciroumference 
of  a  circle  is  set  forth  in  Prof.  D.  Eikuchi's  translation  in  the 
TökjfS  Sugaku'Buturigakkwai  Kyi^  Vol.  YII,  p.  1 14  — 117. 
He  translated  in  an  admirably  fidthfal  way  the  material  whioh 
was  contained  in  a  manuscript  book,  or  rather  papers  (see  the 
introduction  to  this  history). 

We  shall  here  briefly  explain  the  method  which  Ajima 
employed  in  finding  the  perimeter  and  area  of  a  cirole. 

Let . AB  be  an  arp  of  a  cirole  whose  diameter  is  d ;  then  the 
length  of  the  aro  AB  and  the  area  of  the  oircular  segment 
AA|B  are  required  to  be  found. 

Let  the  chord  AB  be  denoted  by  a  and  be  diyided  into 
2n  equal  parts  (n  » 5  in  the  fignre).    Through  every  point  of 

division  draw  perpen- 
diculars  to  the  chord 
AB,  and  give  numbers 
to  them  starting  from 
that  whioh  passes 
through  the  center  of 
the  circle  to  the  right- 
hand  ones  so  that  AA' 
is  the  nth  perpendioular. 
Then  by  Pythagoras* 
theorem ,  the  length  of 
the  mth  perpendioular 
will  be 


j/(^--tei' 


\ïi 


JüTow  this  expression 
has  to  be  expanded  by  the  binomial  theorem. 

90.  We  shall  now  consider  the  binomial  theorem.  Since 
Takakazu  Seki's  days  the  binomial  theorem  for  positive  integral 
indices  had  been  well  known.  The  theorem  for  positive  frac- 
tional  indices,  whose  numerators  are  1,  had  also  been  known 
from  nearly  the  same  time.  Whe  find  that  theorem  for  the 
index  \  ased  in  a  great  many  cases.  This  case  alone  may  be 
said  to  have  been  used  by  them  very  often.  This  was  done 
in  order   to   obtain   the  approximate  yalues  of  the  roots  of  a 
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quadratic  equation,  likewise  in  order  to  represent  the  lengths 
of  the  successiTe  sagittae  in  infinite  power  eeries  containing 
the  original  sagitta  and  the  diameter  as  before  mentioned. 
The  binomial  theorem  for  the  fractional  index  ^  was  established 
by  the  actual  extraction  of  the  root  of  the  binomial  expression. 
Of  course,  the  convergency  was  not  investigated ;  its  general 
term  might  have  been  written  if  wanted,  bat  it  was  not. 

91.    In   this   way  the  lengths  of  A,A/,  i^2f^2i  ^t^z^  ®tc. 
were  obtained  as  follows: 

A, A,  —  ft,  -  rf  —  —  -— —  — 


AoAo'  =  6-  SS  d  — 


2n»d       8n*d3         48n«d» 


AfiAji'  =  6,  =  d  — 


a     ■     •     • 


etc. ,  etc. , 

"whence 

*i  +  *a  +  ^3  +•••.  +  i» 
(l»+2«4-3«+....  +  n«)o»      (l*  +  2*  +  3*  +  ....  +  fr*)a* 


=  «d  — 


2n^d  6n*d» 

3  (1«  +  2«  +  3«  +  . . . .  4-  n»)  o« 


48n«d» 


•  •  •  • 


a 
By  multiplying  this  expression  by  —  and  again  by  2  and  then 

by    making    n    indefinitely    large,    the    area    of   the    iigure 
AAjBiBB'B/A^^A'A  is  obtained.    It  becomes  necessary  to  know 

..      1^  +  2^4-3^  +  .. ..  +  n^ 
Lim  


MEsao  tl 


\+l 


But  the  old  mathematicians  did  not  seem  to  have  evaluated 
this  general  limit.  Then  how  did  they  treat  itP  When  A  is 
a  small  positiye  integer,  they  proceeded  as  follows.  They  were 
able  to  obtain  the  value  of 

IX  +  2X  +  8^  +  . . . .  +  n^ 
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in  the  fonn  of  a  function  of  n;  then  they  arranged  the 
expressions  aocording  to  the  desceading  powers  of  n  and 
diTided  it  by  n^  +  i;  e.  g., 

forA  =  2,....|  +  i^+gi^, 

1111 


for  X-4,....  g  +2^  +  3^^      30n*' 
r      X       «  11111 

for  X  =  6, -w  +  7r-+  ^rr  — ^1  + 


7       2n      2«a      6n*      42nö* 

i.     X      o            112  7  2  1 

for  X  =  8, -7r  +  ;^  +  ;r^ r^+  ;r-i~ 


9       2n      3n»      15n*      9n«      SOn»' 
etc. 9  etc. 

Thus,   when  A  is  equal  to  2-  4,  6,  8,  10,  12  respectively 

and  n  is  made  indefinitely  large ,  the  limit  is  — ,  — ,  — ,  — , 

11  .    , 

— -,  — —  successiyely. 
ir  13  ^ 

Hence  for  the  area  of  the  figure  AA^BiBB^B/A^'A^A  is  foand 


6d      40cP      336d»      3456d^ 
np  to  the  seyenth  term. 

92     Next  for  the  area  of  the  rectangle  ABB'A%  which  is  four 
times  the  area  of  the  triangle  OAB ,  is  found : 

^"■^    ~2d~8d»'"48d»""384rf"''*" 

2P  —  Q 

Now,  the  area  of  the  sector  AOB,  that  is — ,  is  found. 

4 

Hence 

,„     2P-Q  a»        3a»         5a'  S5a« 

arcAB  =  -^  =  a  +  -+— +--  +  ^^^  +  .... 

-     /i      ^    1   —      il^  ^   ^      1.3.5    1    a6 
"''l    ■^2-8'(^'*"2.4-5'd*^2.4.6*7-d^'*"--- 
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and  therefore,  oooording  to  Gauss*  notation  forthe  hypei^^eo- 
metrio  serids, 

are AB-«.P(-, -.-.-). 

Henoe,  if  s  denotes  the  Bagitta  of  the  are  AB, 
AD        /.   ■  2«  .  2.4  «»   ,  2.4.68»  .  2.4.6.8     «»  \ 

=  a.F(l.l.?,?). 

Thorefore,    when    a  =  d  and   2s  =  d,   the   length   of  the 
circumference  ia 

oj/i     ^    ^     ^-^  l     1.8.5   1     1.3.5.7    t  \ 

^''r''"2-3'*"2.4*5"'"2.4.6'7'^2.4.6.8  'Ö"*  ••'7" 


or 


„^/.      1     1.2     1.2.3      1.2.8.4  \     ^^  „1.    .3    1\ 

Next,  the  area  of  the  segment  AB  is 

P— Q      g»         g»  3a»  5a» 

~2~  ~  6d  ■'"  2Ö^  "*"  ÏÏ2a»  "''  2885»  '^ 

Therefore,  when  a  =  d,  the  area  of  the  cirole  is 

./l      11      1.3    1      1.3.5    1  \      1  .    „/l    8    6      \ 

''13+ 2  *5  ■*"  27i' 7 -^  ZTTö -7  "^^  ••7  =  S''-*^^' 2' 2'  V' 

Tbis  method  of  perfonning  the  reotification  and  the  quadratore 
of  the  oircle  had  been  applied  to  other  curyes,  and  even  to  the 
quadrature  of  curved  surfaces  and  the  oubature  of  the  solids 
bounded  by  closed  curved  surfaces. 

93.  Ajima,  the  discoverer  of  this  new  method,  was  bom 
in  1739  and  died  in  1798.  He  learned  mathematics  first  from 
MiSATADA  Irie,  who  belongod  to  the  Nakanishi  school  (nr.  82); 
and  then  became  a  student  of  Shujü  Tamaji. 
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He  was  gifted  with  great  mathematioal  talents  and  disco^ered 
many  theorema  and  methods.  He  was  able  to  solve  easily  the 
problems  whioh  had  been  yery  difficult  to  the  preceding  scholars. 
He  is  said  to  have  found  the  methods  of  reotification  and 
quadrature  of  the  circle  (nr.  89—92)  before  he  reoeived  the 
diploma  of  Inka^Kaiden^  and  showed  it  to  his  master  Suuju 
Yamaji,  who  was  yery  mach  surprised  at  his  find.  From  this 
time,  the  methods  of  reotification,  quadrature  and  oubature 
were  quite  reformed ,  and  the  Enri  method  was  greatly  improved. 
The  most  remarkable  thing  was  that  the  whole  perimeter  of 
an  ellipse  and  the  length  of  an  elliptic  are  were  eaoh  represented 
in  an  infinite  series.  Reoognizing  his  superior  ability,  his 
master  looked  upon  him  as  one  of  the  greatest  mathematicians 
that  ever  lived.  He  was  still  more  respected  by  his  fellow- 
students;  one  of  whom,  Sadasuke  Fujita  (see  later  on),  said 
be  was  a  j^MeijifC\  that  means  a  distinguished  expert.  Fujita 
himself  was  known  as  a  meijin  among  his  generation;  so  we 
may  infer  that  Ajima  was  the  most  excellent  megin  of  all  the 
megins  in  his  days. 

94.  Whe  shall  state  a  few  more  facts  about  Ajima  He 
took  great  pains  to  use  symbolical  expressions  instead  of  words 
in  order  to  demonstrate  a  proposition.  His  symbols  were  still 
the  strokes  written  lengthwise  on  paper ,  which  were  explained 
before.  Before  A jima's  time ,  they  preferred  the  use  of  words 
to  that  of  symbols  in  solying  a  problem.  *  He  arranged  the 
strokes  in  a  very  skilful  way  and  made  it  very  easy  to 
understand  the  demonstration  and  the  order  of  reasoning. 

He  wrote  many  manuscript  books,  but  not  one  was  printed. 
Makoto  Kusaka  (see  later  on)  compiled  them  into  a  book 
which  he  named  Fuktfu-sampö ,  that  means  a  ''perpetual  mathe- 
matics*',  because  he  was  anxious  of  their  being  scattered  and 
getting  lost.  At  one  time  he  intended  to  print  and  publish 
it,  but  from  some  cause  he  could  not  do  so.  The  later  scholars 
never   failed  to  copy  it  and  regarded  it  as  an  estimable  work. 

95.  The  foUowing  is  one  of  the  problems  whose  solutions 
done  bij  Ajima  were  looked  upon  as  superior  to  those  of  other 
mathematicians. 

Problem.  Divide  a  circular  segment  into  two  parts  by  the 
sagitta  and  let  a  square  and  a  circle  be  inscribed  in  each  part 
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M  in  the  figure ;  thea  the  chord  aod  the  sftgitta  of  the  eiraular 
segment  are  known;  and  besidesi 


chord  +  sagitta  -)-  nide  of  the  square 
+  diameter  of  the  cirde 
and 

sagitta      diameter  of  the  circle         side  of  the  square 


chord  sagitta  diameter  of  the  circle 

are   known;   to   find   i\e  side  of  the  square  and  the  diameter 
of  the  circle. 

His  solution  of  this  problem  was  nothing  hut  an  algebraical 
one.  The  problem  and  its  other  solution  were  written  on  a 
board  and  put  up  by  a  certain  mathematician  on  the  wall  of 
a  famous  shrine ,  Qion ,  in  the  city  of  Kyüto.  One  day  Ajima 
happened  to  see  it  and  thought  it  a  very  lengthy  one.  Thus, 
he  excited  great  astonishment  among  the  people  by  deducing 
a  far  simpler  solution.  It  took  place  in  1774.  It  was  a  custom 
at  that  time  to  hang  a  tablet ,  on  whieh  a  mathematica!  problem 
and  its  solution  were  inscribed,  in  a  Shintü  shrine  or  a 
Buddhist  temple.  Now-a-days  we  never  fail  to  find  tablets 
of  this  kind  in  many  shrines  or  temples  in  Japan.  The  custom 
may  have  risen  from  two  causes.  One  was  that  they  thought 
they  were  able  to  solve  so  difBcult  problems  by  the  assistanoe 
of  the  gods,  and  therefore,  they  had  to  thank  the  gods  in 
tbat  way;  and  the  other  was  that  they  could  satisfy  their 
vanity  by  sbowing  forth  their  attainments  in  mathematics  to 
the  public.  Its  natural  result  was  that,  when  a  mathema- 
tician hung  a  tablet  in  a  certain  shrine  or  temple,  on  which 
a  problem  and  its  solution  were  written,  another  strove  to  put 
a  tablet  in  the  same  place  which  contained  a  simpler  solution , 
or  a  solution  of  a  more  extended  case  or  of  a  faremore  difficult 
problem. 
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De  redactie  van  het  „Nieuw  Archief'  brengt  den  medewerkers  in 
herinnering,  dat  met  het  oog  op  den  betrekkelijk  geringen  omvang  van 
het  tijdschrift  bijdragen  vaii  niet  te  groote  uitgebreidheid  de  meest 
gewenschte  zijn. 

Alle  stukken  het  „Nieuw  Archief"  betreffende  geheve  men  te  richten 
aan  den  Secretaris  der  Redactie,  Dr.  J.  C.  KLUYVER  te  Leiden. 
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96.  He  aohred  ^i,h%  foUowing  gijo^em  in  1773.  A  eertein 
number  of  equal  circleg  are  drawn  touching  one  another 
exteroally  and  a  given  circle  either  externally  or  internally: 
determine  the  radii  of  these  circles  (compare  Problem  61 , 
No.  49).  The  Bolution  of  this  problem  already  eauBted  in 
IsoM ora'b  days,  bufc  it  waë  said  to  be  quifce  different  from  that 
of  Ajima  which,  baviog  been  kept  absolutely  secret,  was  not 
known  among  the  public. 

97.  In  the  same  jear  he  demonstrated  the  method  of 
flnding  oonvergents  of  a  continued  fraciion.  This  method  was 
already  found  by  Yoshita  Kurushima  as  was  mentioned  im 
No.  88.  Bat  as  Kurushima  had  not  written  it,  Ajima  wrote 
down  the  method  fearing  it  might  get  lost.  The  foilowing  problem 
is  one  of  them. 

Problem.    The  square  root  of  67  is 

8,  18535277187246....; 

find  a  common  fraction  approximate  to  this  decimal  fraction. 

Transfbrming  the  decimal  fraction  into  the  simple  contintted 
fractioQ 

48842 
the  convergent   ^^^„   has  been  found. 
^        5967 

98.  In  1794  Ajima  found  the  method  of  performing  the 
rectification  of  the  line  of  intersection  of  two  given  surfaces, 
and  that  of  the  quadrature  and  cubature  of  the  solid  bounded 
by  two  intersecting  surfitces.  The  old  Japanese  mathematioiaas 
named  the  method  ^NijhEnri'TeUujit8Ü*\  or  ^Enri-KwatsujiUu^^. 
So  the  summatioa  of  the  infioite  series  was  generally  employed. 
The  foUowing  is  one  of  the  problems  of  this  kind,  whioh 
Ajima  solved. 

Problem.  The  axes  of  two  right  ciroular  cylinders  having 
different  diameters  intersect  at  right  anglea;  find  the  volume 
of  the  part  they  have  in  common. 
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Ita  answer  was  as  follows :  Let  a  be  the  diameter  of  the 
larger  ojllnder  and  b  that  of  the  smaller  one ;  then  the  required 
Tolame  is 


X 


6^ \_^_     1.5      h^         K5.7       y 

ia^      8.8a«     8.8.16a<^      8.8.16.16a» 

1.5.7.21      ft^o  1.5.7.21.88      h^  \ 

~  8 . 8 .  16  .  16  .  40  a»      8  . 8  .  16  .  16 .  40 .  56  d"      "'T 

Eyerj  coëfficiënt  of  snch  an  infinite  series  was  pnt  into  a 
table  called  Jü-Jo-ritsw:  Jü-ritsu  means  multiplicators  and  Jo- 
riUu  diyisors.  Every  coëfficiënt  of  an  infinite  series  was  found 
as  the  sum  of  an  infinite  series »  so  that  after  all  thej  treated 
nothing  bnt  the  doublé  infinite  series.  He  found  every  term 
of  the  infinite  series  up  to  the  21'*;  and  the  sum  of  them  he 
took  as  the  approximate  yalue  of  the  required  volume.  When 
EdSAKA,  a  disciple  of  Ajim a's,  compiled  Fukyu-sampó  (No.  94), 
he  put  this  problem  as  Problem  36  in  its  first  Tolume. 

Ajima  was  able  to  find  the  surface  and  Tolume  of  an  anchor- 
ring.  Besides  these  chief  problems,  he  was  of  course  able  to 
solye  many  ethers. 

99.  We  have  now  to  record  the  career  of  Sadabukb  Füjita 
who  leamed  mathematics  with  Ajiica  from  Shuju  Tamaji. 
But  before  continuing  we  will  just  mention  here  that  there 
were  women  among  the  old  Japanese  mathematicians.  In 
historj»  we  find  only  two  female  mathematicians;  one  was  a 
daughter  of  Oenkei  Nakane  (No.  79),  and  the  other  named 
Eo  Taira.  Their  careers  are  not  well  known;  the  latter 
wrote  a  book  called  Sampö-shojo,  or  ^Daughter  of  mathe« 
matics.** 

100.  Sadasuee  Fujita  was  the  most  eminent  of  all  Tamaji's 
disciples.  He  was  born  in  1734  and  died  in  1807.  He  had 
seyeral  hundred  disciples ,  among  whom  were  illustrious  mathe- 
maticians. Especiallj  Teirei  EAiaTA,  Rtï^gen  Marityama  were 
most  famous.  His  son  Eagbn  Fujita  is  said  to  have  been 
deeply  versed  in  mathematics. 

SuDABUEE  FiTjiTA  wrote  manj  works  and  treated  many  new 
problemis.  His  most  important  deeds  were  the  extention,  the 
reyision  and  the  illustration  of  the  methods  and  theorems  whioh 
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liad  been  fouad  bj  the  mathematioiaDs  preeeding  him.  Bii  most 
fiBunous  works  are  these: 

In  1774,  he  commented  Tery  minntely  on  the  Sandafsu^  or 
the  step-children  problem,  which  was  one  of  the  Seyen  Books 
of  the  Seki  school  (No.  72).  He  published  a  book  named 
bandaisuKaigi  i  or  the  commentary  on  Sandatsu. 

In  1779,  he  published  a  book  entitled  Sêhfü^nampd  ^  or  the 
details  of  important  mathematios,  containing  useful  problems 
onlj.  The  book  was  esteemed  valaable,  its  oompilation  ha?ing 
been  done  Tory  welL  The  materials  were  arranged  in  a  good 
order  proceeding  firom  easy  matter  to  more  difficolt.  It,  howoTer, 
contained  no  considerably  difficult  problems. 

In  1791 1  he  revised  Shigbhirü  Sato's  Sampd'Tmgm'Shifum  ^ 
that  is,  a  guide  to  the  Tengen  method  (published  in  1493) 
and  published  it  under  the  title  of  Kai^ei-TengethShinan. 

101.  While  FujJTA  had  been  teaching  his  students, 
Yasumasa  Suzuki  (he  afterwards  changed  his  name  into 
Yasuaki  Aida)  had  founded  a  school  of  mathematics  which 
competed  with  Fujita's  school.  Suzuki  or  Aida  was  a  disciple 
of  TosHiAKi  HoHDA,  who  bclongod  to  the  line  of  Eatahibo 
Taksbb  of  the  Seki  school*  Hohda  was  a  man  of  mathe- 
matical  talents  and  also  deeply  versed  in  astronomy,  the  science 
pertaining  to  calendar,  and  the  art  of  navigation.  His  name 
justly  deserTos  a  place  in  the  history  of  Wasan, 

Aida  (as  we  shall  now  call  him)  was  born  in  1747  and  died 
in  1817.  He  belonged  in  reality  to  the  Seki  school,  because 
his  master  Horda  was  a  mathematician  of  that  schooL  He 
however  wished  to  become  a  student  of  Fujita  ,  leanng  Honda's 
school.  When  he  asked  Fujita  to  allow  him  to  enter  his 
school,  Fujita  sud  that  he  should  grant  his  request,  if  he 
oonsented  to  correct  his  own  solution  of  a  problem  pertaining 
to  the  arithmetical  progression  which  Aida  had  hung  in  the 
Shintö  shrine  on  Atago  hill  in  Shiba,  the  southern  part  of 
Tokyo.  Aida  did  not  accept  Fujita's  proposal  and  took  his 
lea?e.  He  then  said  that  he  had  ne ver  thought  of  becoming 
a  student  of  such  a  foolish  mathematician  as  Fujita  ,  and  that 
his  only  pnrpose  of  yisiting  Fujita  was  to  know  whether  he 
was  wise  or  not.  Notwithstanding  Aida  was  himself  a  mathe- 
matician of  the   Seki  school,   he  founded  the  Mogami  school 
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the  fonrth  tenn  u ; 

4,6.8.10.12.14  ' 

eto. ,  eto. 

6  1 

If  m  stands  for  —  and  x  for  — ,  this  series  is  equivalent  to 

ft  2 

ttie  famoas  series 

sin  (m  sin-*  a?)     m      mjm^^l^)         m(m»— l»)(m^->-3»)^ 

X  ""TT  8!         ^"*  61  '^'^•••• 

the  discoverer  of  whioh  is  tbought  by  Bbrtrakd  to  be  Eulbb  , 
and  by  Williamson  to  be  Newton.  So,  when  a  stands  for 
the  length  of  a  side  of  the  regular  polygon  and  r  for  the 
circomradius , 


«       o  •   /®    •     1   M 
r  \n  2/' 


has  been  obtained,  and  it  is  in  reality 


hence  We  haye 


—  =  2  sin—: 
r  n 


.     ir         1 

Sm  -T-  SS  -rr- 

6         2 


So  we  haTe  to  infer  that  there  is  no  error  in  the  solntion. 

In  this  infinite  series,  when  the  length  of  a  side  of  the 
regnlar  heptagon  is  one  sun  {^^  cm.),  the  series  was  summed 
up  to  the  17^  term,  and  1,  152  882  435  47  «iin  was  determined 
as  the  required  circumradias.  The  method  had  originally  been 
discoyered  by  Yoshita  Eurüshima  (see  No.  83) ,  bot  as  Aida 
never  mentioned  the  name  of  Kurushim a  as  its  discovereri  he  may 
haye  found  it  independently.  Mr.  T.  Endo,  however,  reproached 
AiDA  in  his  history  for  haring  pretended  to  be  its  true  disco- 
yerer.  After  all,  he  was  one  of  the  greatest  mathematicians 
of  his   days.    Is  it  not  yery  interesting  that  the  expansion  of 

sin  (m  sin"*  x) 

was  applied  by  the  Wasanka? 
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105.  Thongh  Aida.  stood  in  competition  with  the  Seki 
school,  he  put  a  mathematical  problem,  whioh  he  himself 
selected  and  solved ,  in  the  sacrificial  altar  of  TiKAKAZU  Seki  , 
when  his  friend  üjikito  Furükawa  wonhipped  the  greatest 
Wasanka  on  the  handredth  annivereary  of  hia  death. 

106.  Rtügek  Maruyama,  who  was  one  of  the  best  disciples 
of  Sadasuke  FuJiTA  y  had  invented  a  method  of  finding  the 
square  root  of  a  number;  he  published  a  book  on  it  in  1796 
entitled  Shimpd-Tetsujitèu-shokai  (the  minute  explanation  of  the 
new  Tetsujifsu).  For  example,  the  square  root  of  2  is  found 
in  the  following  way:  —  First  a  number  (suoh  as  1,  414)  whose 
square  is  approximate  to  2  is  settled  upon ;  let  it  be  denoted  by  a. 
Then  the  following  series  is  formed :  the  first  term  is  2a^  —  2  and 
the  second  term  and  ethers  are  formed  according  to  the  law  that 
any  term  of  the  series  is  the  result  obtained  by  subtracting  2  from 
the  square  of  its  preceding  term.  Then,  when  four  times  the 
r-f  1^  term  is  divided  by  the  product  of  the  first  r  terms, 
the  approximate  value  of  V2  is  obtained.  In  this  case»  the 
larger  r  is,  the  more  approximate  is  the  value  y2.   Namely, 

l/2  =  Li  4x(r+l)th  tenn 

TM  product  of  the  first  r  terms 

This  is  written  in  Mr.  T.  Endd's  history,  but  doufotless  it 
is  a  mistake. 

107.  ToRiNAO  HosoKAWA  was  anotber  disciple  of  Sadasuke 
FüJiTA.  He  published  a  small  pamphlet  on  simple  mechanisms 
in  1796. 

108.  Let  us  now  prooeed  to  relate  about  the  disciples  of 
Naomaru  Ajima*  It  was  Makoto  Eusaka  who  receiTod  from 
Ajima  the  diploma  of  Inka-kaiden.  Fearing  they  might  get  lost, 
he  compiled  his  master's  manuscripts  in  1799  into  a  book  which 
he  named  Fukyu-sampo  (No.  94).  He  intended  to  print  and  publish 
ity  but  he  could  not  do  so  for  some  reason  or  other,  The  book, 
bowever ,  was  generally  regarded  by  the  Wasanka  as  very  impor- 
tant. He  solyed  many  diflScult  problems  and  emphaaized  the 
authority  of  the  Seki  school.  He  does  not  seem  to  have  published 
any   books.     Though   many  great  mathematicians  had  come 
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forth  from  several  sohools  siDce  the  days  of  Shuju  Yam aji  (soe 
No.  80),  no  other  school  sent  forth  greater  scholars  than  the 
school    of  EirsAKA.    He    was  bom  in  1764  and  died  in  1839. 

100.  EoHAN  Sakabe  was  one  of  the  best  pupils  of  Naom aru 
Ajima,  as  M.  EusAKA  was.  The  date  of  his  birth  is  unknown, 
that  of  his  death  was  1824.  He  studied  first  in  the  school  of 
TosHiAKi  Honda  (No.  101),  and  then  became  a  student  of 
Ajima.  He  had  acquired  the  deepest  principles  of  matbematics 
and  not  only  taught  his  own  students  yery  zealously,  but 
also  encouraged  the  mathematical  study  of  the  public.  He 
effectively  excited  men  of  business  by  emphasizing  the  impor- 
tance  of  the  art  of  navigation.  But  it  could  not  have  a  eonsi- 
derable  influence,  beeause  the  goyernment  of  Tokugawa  Shogoons 
had  absolutely  prohibited  any  navigation  in  the  far-sea. 

The  use  of  the  logarithmic  table  was  made  known  by  him 
for  the  first  time.  According  to  Mr.  T.  Endü,  the  logarithm 
and  its  table  were  never  invented  in  our  country,  but  were 
imported  by  Europeans,  especially  by  Dutchmen.  It  is  quite 
unknown  who  taught  it  and  by  what  books.  In  our  country 
of  course  many  new  methods  were  iuTented  about  the  con- 
struction of  this  table. 

The  theorems  of  trigonometrical  functions  were  also  never 
independently  discoTored  in  Japan. 

110.  Sakabe  was  first  a  constable  of  the  goyernment  of  the 
Bhogoons  and  afterwards,  leaying  the  seryice,  he  deyoted 
himself  to  the  instruction  of  matbematics.  He  wrote  a  great 
many  works.     The  following  were  chief  of  all. 

In  1795,  he  published  Shisen^Tetsujitsu  which  contained  a 
new  method  of  eyolution. 

In  1802,  he  wrote  Kakujitsu-keimd  ^  in  which  he  treated  a 
problem  of  the  regular  polygoh  with  hundred  and  twelye  sides. 

In  1803,  he  discoyered  a  method  of  finding  the  cube  root 
of  a  quantity  by  merely  employing  the  method  of  extracting 
a  square  root.  He  called  the  method  RippdeijikUy  and  applied 
it  to  the  calculation  on  Soroban.  He  also  contriyed  a  method 
of  performing  the  numerical  solution  of  an  eqüatioo  of  higher 
degree- 

In   the   same  year,   Hisakori  Eawai,  one  of  his  students, 
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explained  his  master's  method  very  minutely  and  published  a 
book  named  Kaishikt-simpd,  KawaI  sajs  in  this  book  tbat  the 
quadratic  equation  bas  two  roots,  the  cubic  equation  bas  tbree 
rootSy  and  tbus  the  equation  of  the  ti*^  degree  bas  n  roots; 
they  are  positive  or  negativo ,  real  or  imaginary ;  an  imaginary 
root  bas  always  its  conjugate.  It  is,  bowever,  doubtful  if  he 
attained  an  exact  demonstration ;  moreoyer,  the  fact  had  already 
been  recognized  among  the  Wasanka  since  Seki's  days. 

111.  To  return  to  Sakabe,  he  then  discovered  bow  to  find 
the  roots  of  numeral  equations.  It  much  resembled  Horner's 
method.  The  method  of  finding  the  integral  root  of  an  equation 
of  higher  degree  was  already  discoyered  in  1767  by  a  mathe- 
matician,  Chüzen  Murai,  and  was  mentioned  in  his  book 
Kaishd'tenpeihd.  C.  MuRAi  was  a  disciple  of  Chikamitsu 
KüDA,  who  was  a  student  of  Oenkei  Nakane.  He  became 
famous  because  of  the  revision  and  repriuting  of  the  Five 
Swan'king$j  namely  Sun-tsu-swang-kimg  ^  Wu-tsaou-san-euh  j 
Hoi  taO'San-suh ,  Wu-king-swang-king  and  Hia-houyang-swan" 
king  (compare  No.  21)  which  was  of  great  advantage  to  the 
mathematicians  of  his  day. 

In  1810,  Sakabe  wrote  Sampö-Tenzan-nhinan  (a  guide  to 
the  Tenzan  metbod).  Even  though  many  books  had  been 
written  on  the  Tenzan  method  since  Shaki-sampd  was  published, 
we  could  not  find  a  better  one  thau  Sakabe's  work.  In  the 
book ,  one  bundred  and  ninety  six  typical  problems  are  arranged 
in  excellent  order,  proceeding  from  easy  problems  to  difiicult 
ones,  80  tbat  the  readers  might  have  much  profit.  The  problems 
of  the  Enri  method  were  mentioned  with  their  answers  without 
demonstrations. 

At  the  end  of  the  book  we  meet  with  the  method  of  finding 
the  iength  of  the  circumference  and  an  are  of  an  ellipse  which 
had  been  already  discovered  by  Ajima.  It  was  the  first  appear- 
ance  in  printed  books  of  the  problems  pertaining  to  the 
ellipse.  After  this  a  great  many  books  containing  problems 
on  the  ellipse  were  published.  It  was  thougbt  by  some  scholars 
tbat  the  part  of  the  book  relating  to  the  ellipse  was  written 
by  his  pupil,  Hisanori  Eawai.  Eawai  once  studied  mathe- 
matics  under  Yasübhi  Wada  (see  later  on)  who  was  the 
successor  of  Eüsaka. 
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112.  In  1812,  Sakabb  published  Kwankirkodo-ahóhd  (a  shori- 
way  to  the  measurement  of  spberical  arcs  by  observing  heaTenly 
bodies  througb  a  telescope)  and  ineisted  upon  the  importance 
of  the  Bcience  of  nayigation.  It  was  a  book  on  spberical  trigo- 
nometry.  Though  TsaaU'Shthêhu-chieh  written  by  Maj-Wangte, 
a  Chinese  mathematician  in  the  present  dynasty,  was  the 
original  of  Sakabe'b  work,  the  latter  was,  it  must  be  said, 
quite  different  from  the  former.  Trigonometrical  tables  were 
employed  in  it. 

In  1816,  he  published  Kairo-anshinroku  «(the  safety  of  navi- 
gation)  which  contained  the  treatment  of  the  mariner's  compass, 
the  measurement  of  longitude  and  latitude,  etc.  It  was  the 
first  book  on  the  art  of  navigation  in  Japan.  Kwanki-kodo- 
ahdhd  contained  too  difficult  mathematical  theories  to  be  generally 
comprehended ;  and  it  was  for  this  reason  that  Kairo-anshinroku^ 
understandable  without  requiring  so  deep  a  knowledge  of 
mathematics,  was  written  by  the  same  author. 

118.  In  abont  1802—8,  Ujikitg  Fübukawa  (1768-1820) 
founded  a  school  which  was  called  the  Shisei-sankwa  school 
or  the  Sanwa-itchi  school.  Now  there  were  eight  schools  of 
mathematics  in  all:  the  Momokawa  school,  the  Seki  school, 
the  Euichi  school,  the  Nakanishi  school,  the  Miyagi  school, 
the  Takuma  school,  the  Mogami  school  and  the  Shisei-sankwa 
school  (compare  flos.  82  and  101).  They  all  existed  indepen- 
dent of  one  another.    There  were  more: 

The  old  school  or  Yoshida  school  (see  No.  82). 

The  Eurushima  school  —  the  foUowers  of  Yoshita  Eubushima. 

The  Ohashi  school  —  the  fullowers  of  Takusbi  Ohashi  who 
was  a  disciple  of  Eitoyuki  Miyagi,  the  founder 
of  the  Miyagi  school. 

The  Nakano  branch  —  the  foUowers  of  Gevkbi  Nakaite. 

The  Nishikawa  branch  —  the  foUowers  of  Sbietü  Nishikawa. 

The  Asada  branch  —  the  foUowers  of  Ryug9  Asada  (see 
later  on).  As  a  subbranch  of  this  branch ,  existed 
the  Takeda  branch.  It  was  founded  by  Shingev 
Takeda  (see  later  on),  who  was  a  student  of 
Masanaga  Saka  •  the  best  disciple  of  Asada  ,  and 
who  opened  a  school  of  mathematics  in  the  city 
of  Osaka. 
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The  Shimidsa  branoh  —  the  foUowen  of  Sadinori  SHimDZV. 

The  Hizoguohi  branoh  —  the  foUowers  of  Riakyo  Mizoouohi. 
eto. ,  eto.  j  eto. 

Of  all  these  the  Seki  sehool  was  of  opone  the  most  flourishuig. 
Theee  many  sohools  were  more  or  lesB  oonneoted  with  the 
Seki  school»  the  Eniehi  sehool  and  the  Mijagi  sohool.  The 
Hogami  school  taught  nothing  bat  the  mathematics  of  the 
Seki  school  y  having  merely  changed  the  names  of  the  methods 
(No.  101).  The  Nakane  school  and  the  Shisei^sankwa  school 
were  also  branches  of  the  Seki  school.  The  three  schools, 
the  Homokawa,  the  Eniehi,  and  the  Miyagi.,  were  afterwards 
incorporated  in  that  same  school.  It  was  only  the  Eurushima 
school  and  the  Asada  school  that  taught  mathematics  somewhat 
peouliar  to  their  own  schools.  Their  authority  being  the 
Seki  school,  the  other  schools  had  no  characteristics  of  them- 
selTOs. 

114.  In  the  following  pages  I  shaU  explain  hew  the  old 
Japanese  mathematicians  had  been  taking  pains  in  order  to 
obtain  a  perfect  calendar.  I  haTO  already  mentioned  in  No. 
79  that  Shürkai  Yastti  or  Shünkai  Shibükawa  endeaToured 
to  make  a  calendar;  and,  in  the  same  number,  that  both 
Kathiro  Takbbk  and  Gbitkbi  Nakane,  one  of  Takebb's  pupib, 
made  great  prog^ss  in  the  compilation  of  one.  In  1744, 
Yoshimnne  Tokngawa,  then  the  Shogoon,  established  an 
astronomical  observatory  in  the  division  of  Eanda,  Tükyv.  In 
the  following  year,  the  next  Shogoon,  lyeshige  Tokugawa, 
appoioted  Sbiktu  Nishikawa  oiBcer  of  the  observaotry,  who 
was  the  fonnder  of  the  Nishikawa  school  (No.  113),  and  not 
the  same  person  as  Jokbn  Nishikawa  mentioned  in  No.  79. 
At  first  the  task  was  committed  to  the  descendants  of  Shunkai 
Shibokawa;  but  Rokuzü  Shibükawa  was  not  clever  enoogh 
in  calendar-making  to  discharge  his  responsibility.  It  now 
happened  that,  together  with  him,  Nishikawa  was  appointed 
to  manage  the  business.  After  a  little  while,  RoKUZïf  Shibü- 
kawa died ,  and  his  succesor  Zusho  Shibükawa  ,  his  younger 
brother,  had  stil!  less  knowledge  of  the  work.  At  last,  in 
1750,  Nishikawa  was  made  chief  manager  of  the  calendar- 
compilation   by    the   shogoon   lyeshige   Tokugawa,     He  was 
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engaged  in  the  obBervation  of  the  movement  of  heavenly  bodiee 
for  three  years,  and  then  composed  a  oalendar.  Again  he 
obseryed  heayenly  bodies  during  the  following  three  years  in 
an  astronomical  observatory  in  Kyüto ,  in  order  to  find  errors  in 
his  new  calendar.  At  that  time,  in  all,  nine  instniments  were 
U8ed  for  the  obseryntion  of  heayenly  bodies  but  their  construc- 
tion  is  nut  accurately  known.  As  a  reference-calendar  he 
used,  it  is  said,  the  Shou-shi-lih  oomposed  by  Go-Shonking 
in  the  Tuen  dynasty  of  China. 

This  new  calendar  had  been  adopted  in  1754  and  was  called 
the  Köjutsu  calendar.  This  was  the  calendar,  succeeding  the 
Teikyn  calendar,  that  was  mentioned  in  No.  79. 

In  1755,  Sgiktü  Nishikawa  determined  in  Yedo  the  pointe 
of  the  autumnal  equinox  and  winter  solstice  with  other  scholars, 
among  whom  was  Shujü  Tamaji  (see  N^o.  80).  The  obseryatory 
was  abolished  in  1757,  because  the  new  calendar  had  been 
completely  oomposed.  Howeyer  there  appeared  a  solar  eclipse  in 
1763,  that  was  not  mentioned  in  the  calendar.  In  our  country 
and  in  China,  a  solar  eclipse  was  belieyed  to  be  an  ill  omen. 
The  eclipse  appeared  at  the  time  of  Snake  (between  ten  and 
tweWe)  (see  No.  16),  on  the  first  day  of  Ootober.  The  first 
day  of  eyery  month  was  the  most  important  of  the  whole 
month ,  and  on  that  day  some  ceremony  of  the  goyerment  was 
used  to  be  held.  The  public  opinion  against  the  calendar 
became  yery  intense  throughout  the  whole  country.  Sbekyü 
Nishikawa  and  Züsho  Shibukawa  were  at  their  wits'  end  and 
could  not  clearly  explain  the  reason.  Now  the  astronomical 
obseryatory  that  had  once  been  abolished  was  again  established 
in  üshigome  diyision  of  Toky9,  in  1764.  As  its  subordinate 
institution,  they  had  the  oflBce  of  examining  the  new  calendar 
there. 

In  1766,  MoRiTANE  Chiba  who  was  a  disciple  of  Chikamitsu 
KtfDA,  of  the  school  of  Oekkbi  Nakane,  had  written  a  book 
for  ZüSHO  Shibukawa  and  had  explained  to  him  how  to  predict 
the  day  on  which  the  solar  eclipse  appears. 

115.  There  was  Ryügü  Asada  who  studied  astronomy 
independent  of  teachers,  and  who  became  yery  learned  in 
mathematics  too.  He  founded  the  Asada  school  in  Osaka  (No. 
113),    This  m^thematioian   was  a  son  of  a  certain  doctor  and 
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had  got  aoquainted  with  the  chronology  in  the  westera  oountries 
by  hb  knowledge  of  the  Dutch  language.  (It  is  mentioned 
afterwards ,  No,  1 70,  that  only  doctors  were  able  to  read  Dutch 
books  at  this  period).  He  made  a  telescope  himself  and  devoted 
himself  .to  the  observation  of  heavenly  bodies.  He  found  errora 
in  the  Köjutsu  oalendar  which  was  then  being  used.  A  great 
number  of  pupils  assembled  at  his  school  and  his  fame  was 
aoknowledged  every  wbere.  So ,  towards  the  end  of  the  eighteenth 
oentury,  the  Shogoon  lyenari  Tokugawa  intended  to  make 
him  one  of  his  officèrs.  He  did  not  accept  this  o£fer ,  beoause 
he  had  before  resigned  his  service  to  his  feudal  lord  of  Tsutsuki 
in  order  to  entirely  investigate  sciences  and  to  exclusively 
devote  himself  to  them.  If  he  had  accepted  the  Shogoon's 
proposal,  he  would  have  been  thoaght  a  covetous  scholar. 
He  made,  however,  his  two  pupils,  Shigetoki  Takahashi  and 
SHiaBTOMi  Hazam A  go  to  the  Shogoon  to  render  their  service 
to  him  in  1795.  He  himself  remained  in  Osaka,  studying 
astronomy  and  ohronology  as  before,  besides  which  he  practiced 
the  art  of  medicine.    He  was  bom  in  1732  and  died  in  1799. 

116.  Rtuho  Nakako  who  became  very  clever  in  the  Dutch 
language  and  who  was  an  interpreter  of  the  Shogoon'sgovernment, 
published  a  book  named  Rdcishö'Shinaho  (the  new  book  of 
calendars)  in  1797,  that  had  been  written  on  the  oompilation 
of  calendars. 

117.  The  Köjutsu  calendar  was  at  last  replaced  byanother 
new  one  in  1797,  which  was  oalled  the  Kwansei  calendar. 
The  calendarists  who  took  it  upon  themselves  to  compile  it  were 
Shushü  8hib(JKAWA  ,  the  adopted  son  of  Zusho  Shibukawa  , 
and  ToKura  Yamaji,  a  descendant  of  Shujü  Yamaji,  Shigetoki 
Takahashi,  etc.  In  1797  Takahashi  wrote  a  book 
entitled  Kisaku-kampö  which  contained  a  calendar  that  might 
be  used  without  errors  during  the  following  twenty  years. 
It  was  merely  employed  in  his  school  for  the  purpose  of 
teaching  his  students  the  calendar-composition.  He  died  in 
1804.  The  date  of  his  birth  is  not  known.  Some  Buddhist 
priest  (it  may  have  been  FauoN  Risshi)  had  privately  composed 
a  calendar  which  commenced  with  the  year  of  1797,  and  had 

the  name  of  the  Oten  calendar.    It  was  never  publicly  adopted. 
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118.  In  1782  f  TosHiAKi  Hoitda,  wbo  was  Terjr  olerer  in 
astroaomj  and  the  art  of  nayigation  as  before  mentioned  in 
No.  101,  enlarged  and  reyised  the  Shoioshi-Wi  composed  bj 
Oo-SHONEiNa  in  the  Yaen  dynasty  of  China,  and  made  a 
calendar  which  began  in  the  year  of  1782,  and  taaght  his 
stodents  how  to  compose  one. 

In  this  year,  the  astronomioal  obseryatory  which  had  been 
established  in  üshigome  diyision  was  remoyed  to  Asakusa  diyision 
(the  institution ,  at  present  in  Asabu  diyision,  is  now  presided  oyer 
by  Dr.  H.  Tebao  ,  professor  of  the  Tokytr  Imperial  üniyersity). 

NoBüKADZU  Eawabb  wrote  in  1785  the  explanation  of 
Chon-pai-swan'king.  This  was  an  old  book  pertaining  to  the 
oalendar  written  in  China  (No.  2t).  Neyertheless  it  was  of 
extreme  necessity  to  mathematicians  of  that  age  to  haye  the 
book  in  hands ,  there  were  not  many  of  its  copies  and  so  they 
coald  not  readily  obtain  one.  Moreoyer  it  was  too  difftcolt  to 
be  understood  by  beginners.  Therefore  he  wrote  the  explanation 
which  proyed  to  be  of  great  profit  to  the  pnblic. 

119.  In  1811,  an  ofiSce,  the  'translation  bureau'*,  was 
founded  in  the  astronomioal  obseryatory  and  there  European 
mathematics  which  has  connection  with  the  calendar-compoaition 
was  closely  studied.  £yü  Uohida,  the  best  pupil  of  Makoto 
EusAKA  who  was  a  head  of  the  Seki  school,  compiled  a  priyate 
oalendar  beginniog  in  the  year  1828,  and  taught  his  students 
about  it  (No.  147).  He  read  Dutch  books  and  had  seyeral 
hundred  students  at  his  school.  In  1837 ,  Shuki  Eoide,  also 
one  of  the  best  disciples  of  Kubaka  ,  composed  a  calendar  whioh 
he  named  the  Teiyü  calendar  (No.  152). 

120.  The  calendar  was  again  changed  ia  1842,  becanse  a 
great  many  errors  had  been  found  in  the  old  one.  It  was 
really  in  1844  that  the  new  one  was  publicly  adopted.  The 
Shibukawa's  and  the  Yamah^s  took  part  in  the  reyision  of  the 
calendar.  Shüki  Koide  also  took  part  in  the  business.  The  new 
calendar  was  called  the  Tenpo-Jinin  calendar.  It  had  long  been 
employed,  eyen  as  late  as  1872,  when  the  Gregorian  calendar 
was  adopted. 

This  is  the  brief  history  of  the  calendars  which  haye  publicly 
been  adopted  in  our  country  and  they  were  without  exception 
luni-solar  calendars. 
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121.  I  shall  next  write  about  the  land-sorveying  in  oar 
oountry.  Of  all  books  oa  the  art  of  surreying,  Kiku-buntöshu 
deseryes  most  to  be  mentioned  here.  It  was  written  in  1722 
by  ToKiHARU  Man-o.  It  contains  the  method  of  oonstructing 
a  Burveying  instrument  of  a  peculiar  form ,  which  has  a  leyel 
filled  with  water  and  two  vertioally  suspended  weights.  He 
actually  coostructed  the  instrument  and  taught  how  to  use  it 
in  land-sorveying.  Though  it  could  not  be  a  delicate  one,  it 
may  have  been  simple  and  convenient  for  practical  use  at  that 
time.    He  writes  in  the  book  about  the  method  of  making  a 


peculiar  mariner's  oompass.  Mr.  T.  Ei7D0  says  in  his  history 
that  it  may  have  been  more  conTenient  than  the  £uropean 
eommon  compass. 

The  next  year,  1723,  Matsumita  published  a  book  in  which 
he  enlarged  the  method  of  surveying  invented  by  8.  SniinDzu 
(compare  No.  113)  who  was  the  founder  of  the  Shimidzu  school. 
He  writes  in  the  book  about  land-surveying  and  the  art  of 
navigation ,  and  carefuUy  explains  the  use  of  several  instru- 
meatSi  having  quoted  in  many  plaoes  opinions  of  Dotoh  scholars. 
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122.  !Next,  I  will  proceed  to  write  the  biograpby  of  the 
greateat  Burveyor  tbat  erer  lived  in  Japan.  The  ieeiB  of  this 
snrrejror  hare  beoome  the  fundameotal  base  of  the  eurveyiug 
work  wbich  is  now-a-dajs  being  practiced  bj  tbe  Department 
of  the  Army  of  our  country.  Though  he  had  only  rude  instm- 
moDts,  be  bas  obtained  wonderfuliy  good  resulta.  The  diagrams 
of  tbe  inatrumentB  tbat  wère  emplojed  by  this  great  BUrfeyor 
ue   introduoed   by  Dr.  H.  Naoaoka  ,  professor  of  the  TnkyQ 


Imperial  University,  in  tbe  Jbk^ü  Üagaktt-Buturigakkwai  K^i, 
Vol.  IV,  p.  90 — 92.  The  surveyor  was  CRniCBi  or  Tadanori 
iHöj    he   w«e    born  in  1746  and  di«d  in  1821  (compare  Prof. 
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O.  O.  Ehott*8  paper  in  the  TrQns<9<^i<m$  of  thê  Adatie  Society 
of  Japan ,  yoI.  XYI  ,  part  2). 

He  Btadied  aafcronomy  and  ibe  aoienoe  pertaining  to  calendar- 
oompoaition  in  the  school  of  SHieBTOKi  Takahabbi  (aee  No.  115), 
a  stadent  of  Btugv  AaiOA  He  stndied  indefatigably  day  and 
night  how  to  snryey  the  movements  of  the  aan  and  the  mooa , 
and  how  to  determine  when  thej  eclipse,  and  to  inyeetigate 
many  other  things  of  this  kind.  One  day  he  aaked  his  master, 
Takahabhi,  about  the  metbod  of  Bnrveying  the  diatanoe  from 
the  aetronomical  obaervatory  to  bis  honse  in  the  diviaion  of 
Fnkagawa.  Hia  maater'a  reply  waa  that  it  waa  the  aame  aa 
the  metbod  of  aorveying  the  diatanoe  from  Yedo  or  Tü^yü  to 
Teao  or  Hokkaid^ ,  that  ia  the  nortb-eaatem  end  of  oor  country. 
He  waa  extremely  excited  by  thia  anawer  and  determined  to 
perform  the  great  aorvey.  At  laat,  he  preaented  a  memorial 
to  the  abogoon'a  goyemment  and  aaked  the  permiaaion  of  thé 
great  aoryey.  The  goyernment  gaye  him  leaye  to  perform  hia 
eoterpriae  in  1800.  Now  he  aet  about  hia  auryeying  and  after 
many  great  efforta  fioiabed  the  greateat  deed  eyer  done.  To 
begin  with,  he  made  the  firat  rough  map  of  the  whole  of 
Japan  after  nine  montha  of  diligence.  Up  to  thia  time,  there 
waa  no  map  of  our  country.  We  cannot  help  praiaing  him 
for  haying  obtained,  within  ao  short  a  time,  a  map  that  haa  on 
the  whole  no  great  mistakes.  He  oontinued  suryeying  in  order 
to  get  a  more  accurate  one. 

In  1801,  he  bad  finished  the  suryeying  of  the  eight  pro- 
yincea  of  Tükaidv,  namely  Musashi,  Sagami,  Idzu,  Awa, 
Eadzusa,  Shiraoosa,  Hitachi,  and  Mutsu;  and  the  central 
station  was  the  Okido  or  great  wooden  gate  at  the  south- 
eastern  entrance  of  the  city  of  Tükyü.  In  the  foUowing  year 
he  presented  the  map  to  the  shogoon's  goyemment.  He  also 
auryeyed  two  or  three  northern  proyinces  in  the  same  year. 

In  1803,  foUowing  up  the  command  of  the  goyemment,  he 
auryeyed  the  coast-line  of  the  tweWe  proyinces,  namely  Techigo, 
Yetchu,  Noto,  Sado,  Eaga,  Yechizen,  Omi,  Mino,  Owari, 
Mikawa,  Tütomi,  and  Sumga.  He  had  completed  the  work 
in  the  foUowing  year  and  presented  the  map  to  the  goyemment. 

In  thia  way  half  of  Japan  was  accurately  represented  in 
three  maps  on  different  soales ,  probably  according  to  a  certain 
method   like   the  method   of  Mercator's  projection.     It  is  not 
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dear,  whether  he  inyented  this  method  of  miippiDg  or  whethèr 
he  knew  it  from  a  Earopean  book. 

lo  the  smallest  map»  one  degree  of  longitude  was  repreaented 
aa  8.46  sun  ( l  sün  sr  «^  om.) ;  one  degree  in  the  plaoe  of 
35^  latitude  (it  is  not  clear  what  this  means,  one  degree 
between  34""  and  35""  or  that  between  35""  aod  36""),  as  6.93 
sun ;  that  in  the  place  of  40^  latitnde ,  ae  6.84  sun ;  that  in 
the  place  of  44^  latitude,  as  6.08  sun. 

The  Bcale  of  the  intermediate  map  is  twice  the  sicé  of  liiat 
of  the  smallest. 

lü  the  largest  map,  one  degree  of  longitude  was  101.62  sun; 
one  degree  in  the  place  of  85^  latitude  83.16  sun]  that  in 
the  place  of  40"^  latitude  77.70  sun;  that  in  the  plaoe  of 
44""  latitude  73.03  sun. 

123.  Ikö  determined  the  length  of  one  degree  of  both  the 
longitude  and  latitude.  He  is  said  to  have  spent  three  jears 
on  this  task.  According  to  him,  the  length  of  one  degree  of 
longitude  is  23.2  ri  (one  ri  =^  6363.63  metres) ;  in  the  plaoe  of 
36''  latitude  it  is  23.1  rï;  in  the  place  of  40''  latitude  it  is 
21.6  n;  and  in  the  place  of  44"^  latitude  it  is  20.285  rL 

124.  From  1804  till  1813»  he  was  engaged  in  suryejing 
Nankaidü,  Sanyüdo,  Sanindü,  Saikaido,  and  many  islands 
belongiDg  to  them ,  and  finished  the  survey  with  great  suocess. 
Thus  the  remaining  half  being  finished ,  the  map  of  the  whole 
of  Japan  was  complete.  There  are  no  gross  errors  in  these 
maps,  though  many  a  time  it  was  tried  to  correct  the  maps 
after  the  land  having  been  suryeyed  with  the  more  accurate 
Instruments  which  we  now  haye. 

He  made  a  map  of  Tedo  or  Tökyö  in  1815;  and  again  a 
detailed  one  of  the  city  in  1817.  He  directed  the  suryey  of 
the  lake  Ashi  on  mount  Hakone  and  the  seyen  islands  of  Idsu 
in  1815. 

When  he  was  once  obserying  the  sun  in  his  house  situated 
in  Fukagawa  diyision,  he  happened  to  see,  it  is  sud,  a  transit 
of  the  planet  Yenus,  probably  that  of  1769.  He  was  the  first 
man  in  our  country  who  saw  a  transit  of  Yenus. 

125.  I  must  now  return  to  record  the  deeds  of  the  best 
disciples  of  Makoto  Eusaka.    He  bad  many  eminent  scholars » 
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one  of  whom  beoame  the  eighth  head  of  the  Seki  aohool  sao- 
ceeding  him.  It  was  Tasüshi  Wada.  He  made  great  inyen- 
tions  wbicb  entirelj  reformed  the  mathematica  of  the  Seki 
eohooL  His  mathematioal  talents  and  attainment  in  it  won  for 
him  the  regarde  of  his  felle w-students;  and  many  of  them 
leamed  privately  mathematica  from  him«  Then  the  oariooB 
coincidence  took  place  that  some  pupila  of  Rüsaea  were  at 
the  aame  time  pupila  of  Wada,  who  waa  himaelf  a  atudent  of 

EüSAKA. 

Beaidea  Wada,  Eusaea  had  many  great  mathematioiana  among 
hia  papila,  auch  aa  Nobutoshi  Saitö,  Akiyuki  IjskmoOhi, 
Etö  UcHiDA,  TosHiAKi  Ohara,  Shixki  Eoidb,  Yasüicoto 
Gk)EAi ,  Nagatada  Shiraishi,  etc.  The  famoua  mathematician 
HiBOSHi  HASBaAWA  waa  onoe  a  atudent  of  Eubaka  ,  bat  after- 
warda  he  waa  for  aome  reaaona  (aee  later  on)  expelled  from 
the  achool  of  Extsaea. 

126.  Firat  of  all,  I  ahall  write  about  the  career  of  Tasubhi 
Wada.  He  waa  a  samurai  belonging  to  the  Baddhiat  temple 
Zoj9ji  I  in  Shiba ,  T5ky5 ,  and  then  became  the  chief  of  the 
mathematicians  of  Taachimikadoa  (aee  No.  79). 

He  atndied  the  Enri  method,  originated  uaefol  tablea, 
and  invented  many  new  aimple  and  elegant  methoda.  Thaa 
thé  Eari  method  waa  quite  reformed  by  thia  great  mathema- 
tician. fi^  firat  learned  mathematica  of  the  Miyagi  achool 
(No.  82)  and  afterwarda  entered  the  achool  of  Eusaea.  Hia 
akill  waa  next  to  no  other  atudenta  of  the  achool  and  many 
of  them  atndied  mathematica  from  him.  Hia  fame  waa  known 
among  learned  men.  He  however  ne?er  pnbliahed  a  book. 
Hia  anpabliahed  work  waa  held  in  great  eateem  in  the  Tauchi- 
mikado  family.  So^  unleaa  any  one  entered  hia  achool  and 
leamed  directly  from  him,  they  were  not  able  to  know  about 
the  mathematica  that  he  instructed.  He  died  in  1840.  The 
date  of  hia  birth  ia  unknown. 

127.  Wada  compoaed  aeyeral  tablea,  aa  we  haye  already 
mentioned,  which  are  neceaaary  to  the  Enri  method;  moat  of 
them  were  the  coUectiona  of  the  aums  of  infinite  aeriea.  There 
were  nineteen  tablea  in  all  which  were  called  Wada's  EnrUhtfn 
and  were  regarded  aa  very  valuable.  We  ahall  later  on  explain 
the  uae  of  one  or  two  of  theae  tablea. 

9* 
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He  fint  wrote  Geiütati'^uichi  for  the  parpose  of  training  Iub 
students  on  the  problems  of  plane  rectilinear  figures  and  those 
of  solids  bounded  by  planes  only.  Nezt  he  wrote  Taisho-sampö. 
By  thifl  textbook,  he  taaght,  on  one  hand,  the  problems  of 
plane  figoies  formed  by  cur?ed  Unes,  and  those  of  solids  formed 
by  cuTTed  surfaces.  On  the  other  hand,  besides  the  use  of 
the  Enri  tables,  he  taaght  how  to  find  the  length,  area,  and 
volume  by  means  of  a  limiting  process. 

128.  In  sol?ing  the  problems  of  rectifioation ,  quadrature 
and  oubature,  it  is  usaally  necessary  to  write  down  the  length 
of  the  ordinates  of  the  ourved  Unes  or  surfaces.  In  such  a 
case  Ajima  used  to  write  down  in  order  the  lengths  of  the 
first  ordinate ,  the  second  ordinate ,  the  third  ordinate ,  etc. , 
and  never  tried  to  write  in  general  the  length  of  the  m^  ordi- 
nate. When  before  this  I  wrote  of  Ajima's  method,  I  mentioned 
the  general  expression  representing  the  length  of  the  m*^  ordi- 
nate, which  was  however  ne?er  given  by  him  (N'o.  89).  Wada 
now  wrote  down  the  general  expression  in  hls  Taishö'Sampö , 
so  that  tedious  calculations  were  accomplished  by  him  in  a  very 
simple,  elegant  and  conyenient  way. 

129.  When  Wada  had  to  find  out  some  area,  he  computed 
the  Umit  of  the  larger  area  .  as  well  as  that  of  the  smaller  one, 
while  the  latter  only  was  computed  by  his  predecessors.  For 
instance,  he  obtained  the  area  of  a  circle  not  only  as  the 
limit  of  the  area  of  its  inscribed  regular  polygoa,  but  also  as 
the  limit  of  the  area  of  its  circumsoribed  one. 

130.  Wada  said  that  there  are  two  methods  of  giving 
numbers  to  the  ordinates.  When  Ajima's  method  of  obtaining 
the  area  of  a  circle  was  explained  (see  No.  89)  numbers  were 
first  given  to  the  ordinates  passing  through  the  center,  and 
then  successirely  to  the  right-hand  or  the  left-hand  ones  passing 
through  the  points  of  division  of  the  diameter,  divided  into 
2n  equal  parts.  This  method  was  named  by  Wada  the 
Saikei'jumpo j  that  is,  the  right  method  of  giving  numbers  to 
the  ordinates.  But  numbers  may  be  given  to  the  ordinates  in 
the  reverse  way ,  beginning  from  both  ends  of  the  diameter 
toward  the  center.  This  is  called  by  Wada  the  Saikai-gydkuhó^ 
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that  \b  j  the  oppomte  method  of  giving  numben  to  the  ordinateB. 
These  two  different  methods  of  giying  numben  oause  a  alight 
modification  in  the  general  expressions  of  the  ordinates.  Both 
methods  are  called  together  the  Enri-jungyakuhd  or  the  Enri 
right  and  opposite  methoda.  (He  also  explained  the  Hori- 
jungyakuhd.  'Höri*'  means  the  principle  of  the  rectangle  and 
treats  fignres  of  straight  Unes  or  planos,  while  Enri  means 
the  principle  of  the  cirde  and  treats  figures  of  oarved  Unes  or 
sarfaces).  The  things  of  this  kind  are  not  studied  so  mach 
now-a-days;  but,  as  may  be  snpposed,  they  were  regarded 
as  very  great  inventions  at  that  time. 

131*    Next,    I    sball   briefly   explain    Wada's   methods   of 

finding    the    area    of   a 


cirde  by  employing  the 
two  methods,  namely  the 
Saikei'fumpd  and  the 
Saikei-gyakuhö. 

The  foUowing  is  per- 
formed  by  employing  the 
first  method. 

Divide  the  diameter  AB 
with  length  d  into  2n 
equal  parts  and  let  PQ 
be  the  m^  ordinate» 
called    m^   chö    by   the 


Wasanka. 
Then 


m^chS=]/d*-[^)'' 


The   difference   between   the   m^  and  (m  + 1)^^  ordinates  is 
called  the  (m  +  1)^  chdkaku. 


(«  +  1)»^  chvkaku  =  [/d«  -  f^^)'  -  |/d«  -  (^^* 


ffl 


d 


n' 


\'^  -  (t)'' 
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Twice   the   oircnlar  aro  intercepted  between  the  m*^  «nd 
(m  +  1)^  ordinates  is  oalled  the  (m  +  1)*^  haikak» : 


(m+  ly^haikaktt^ 


n 


f  -  (t)'' 


From  these  we  haye: 

m 

Areft  of  the  circle        «  Lim  2 


«  aeoD 


lm*''  dio  X  — ] . 


Area  of  the  circle        s=  Lim  2  (m^  chokaku  x  — )• 

HBO)      \  n/ 

2  X  Area  of  the  circle  =  Lim  2  (m^  haikaku  x  (Q. 

«BO» 

Diameter  =»  Lim  2  (m^  chdkaku). 

^  X  Circumference         =?  Lim  2  (m^  htUkaku). 

In  these  equatioDs  the  general  term  was  first  sammed  up 
with  respect  to  m ,  and  then  the  limit  was  obtained  by  making 
n  infinite.  This  process  was  called  by  the  Wasanka  '^tcUamu*\ 
meaning  ^to  fold"^  and  the  result  thus  obtained  was  called 
Jdsu,  meaning  ^the  number  resnlting  by  folding". 

The  Wasanka  knew  that  the  Jösu  for  different  series  are 
sometimes   finite  and   sometimes   infinite   and  sometimes  zero. 

132.  The  following  is  performed  by  applying  the  Saikei- 
gyakuhd: 


m 


(m  +  1)*  ehSkaku  =  (m  + 1)*  chö  -  m*  chö 

_    \  n  /  n 


18i6 

(m-j-1)^  haikaku  ^  2  X  oircvlax  aro  interoepted 
between  the  m^  and  (m  -f- 1)^  chd 

n 


The    area,    the  oircumference ,   and  the  diameter  of  the  oircle 
18  obtain^d  by  foldiog  in  the  same  way  as  before. 


1 83.  W ABA  has  really  obtained  the  circumference  of  a  cirole 
by  employing  the  Saikei-jumpö  in  his  book  Enri-skifdcöj  or  the 
elementaiy  lessons  of  Enri: 


(M  +  1)^  haikaku  «  — - 


d 
n 


He  ezpanded  jl —  | — j  |      by   using    the    eighth   of  his 
Enri-hjfi,  No.  127,  and  obtained: 

(m  +  1)<»  haikaku  = 
dl         l/m\«       S  /mV      15/m\«      105/m\»  , 

-irr+ib)  +¥(t)  +48b)  +88i(T)  +•• 

Thia   may   be   transformed   into   the   following  series,  though 
Wada  did  not  do  so: 

(m  +  1)*»»  AaiJkoJfcu  = 
d|,    ,     1    /my      1.3/m\*      1.3.5/m\« 


.8.5.7  /mV 
.4.6.8  \T/ 


^l:^44l^\\... 


186 


HenoA 


^  X  circamference  &=  Lim  2  (m^  haikaku)  » 

1.8.5.7 

8"  9 


/         1      1       1.8     1    ,  1.8.S     1    ,  1.8.5.7     1     ,        \ 
"'^y^Y-Y'^27i-T^2:ï76'  7  +2.4.8.8-9  '^'"j 


"''•^(t'    T'    T'     V 


[folded  by  nsing  his  fint  table]. 
This  resalt  is  the  same  as  that  obtained  by  Ajima,  No.  92. 

184.    Next,  I  shall  explain  Wada's  method  of  finding  ihe 

P  ^i  perimeter  of  an  ellipee, 

which   is   also  contained 

in  his  Enrushinkö.    This 

is  performed  by  applying 

\m  the  Saikei^'umpö. 

Let  a  and  b  denote  the 
major  and  minor  axes 
respectively.    Then , 

(m  +  1)^1' cASJtalrti »  m^  cA9  —  (m  +  1)^<^ 


(m  +  1)^  haikaku  =  2  x  elliptic  are  intercepted 
between  the  m^  and  (m  + 1)^  chó 

By  using  the  eighth  table» 

'-(=!'c4:)r-4(v)'('-^)-o(=r('-.^)'- 

1.1.3 /m\«,       by      1.1.8.5/mW         by 
2.4.6  Ui  (       o«)  ~2.4.6.8lni  la»)   "'•••' 


187 
and 


-©•('-a-l-Dl 


By  aotnal  mnltiplioation , 


1 


is  expanded  into  a  power  aeries  of  [ — \ .    Then , 

1  * 

•^  X  perimeter  of  the  ellipse  »  Lim  2  (m^  haikaku) 


«^«0 


'")^-T-Tp--^)-2T4-2-i(^-"^) 

_  1.1.3    1.3.5  .    _ ^v »  __ 
2.4.6'2.4.6\         o») 


•  •  •  • 


Thifl  may  be  transoribed  as  follows: 


_lll  il?  ^  LiJ'         ** 

1 -^  that  is  the   sqoare  of  the  eccentricity,  occurring  in 

these  series  was  named  the  ^ritèu^^  or  modulus  of  these  series. 


186.  The  students  of  Waba  had  to  study  KwaUujiUu- 
shomany  after  they  had  finished  Enri-shinkö.  Wada  entirely 
reformed  Ajima'b  Kwatsujitsu  into  a  far  simpler  and  more 
elegant  one. 

In  Kwatsujitsu'shomanj  the  folio wing  problem  ismentioned: 

Problem.  Find  the  volume  of  the  common  portionoftwo 
right  circular  cylinders  whose  azes  intersect  at  rigbt  angles. 

Answer.  If  a  and  b  be  the  diameters  of  the  larger  and 
smaller  cylinders,  then  the  required  volume  is 
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w    .-/       1        1.1.8.     1.1.8.3.6,     1.1.8.3.6.6.7.     \ 
-  i  «*•(!  -  fi>-  -O"^-  -ÏXê-^  -    1.8.6.10  ^-•) 

where  P  »  r*  (—l  •    [To  obtain  this  series,  the  fourth  aad  eightli 
tables  are  nsed.] 

136.  Wada  inyented  ft  method  named  Enri-Kffokusn-füsu 
(^KyokuBU^* '  means  limits)  wbich  oould  be  with  great  conve- 
nienoe  applied  to  find  the  length,  area,  or  volume.  In  this 
method  y  he  likewise  employed  the  series  deriyed  by  differen- 
tiatiog  a  power  series  of  one  yariable  term  by  term.  Bat  I  do 
not  dearly  understand  bis  method  aod  shall  in?estigate  elsewhere 
how  he  obtained  the  derived  series  and  how  he  nsed  it. 

187.  The  length  of  a  cnrye  had  hitherto  been  found  by 
diyiding  the  chord  or  the  diameter  into  eqnal  parts.  Waba 
for  the  first  time  on  the  contrary  diyided  a  curyed  aro  into 
equal  parts,  and  then  found  the  length  of  the  chord  or  the 
«agitta.  This  method  was  called  Enrt-Saikai'füsu,  and  was 
admired  yery  highly  by  bis  cohtemporaries. 

188.  In    1825,    Wada  inyented   lym-êampöy  that  is,  the 

method   of  special   closed   curyes.    He   says  it  is  an  ordinary 

fact   that   the   area  of  a  cirole  is  obtained  by  multiplying  the 

ir  '         ' 

area  of  a  square  by  — ,  and  the  area  of  an  ellipse  by  molti- 

plying  the  area  of  a  rectangle  by  — .  Similarly ,  the  yolume 
of  a  sphere  is  obtained  by  multiplying  the  yolume  of  a  cube 
.by  —  ir;  and  the  yolume  of  a  spheroid  is  obtained  by  multi- 
'\  plying  the  yolume  of  a  rectangular  prism  baring  a  square  base 
by  —  ir.    Generalizing  this  reasoning  he  says,  the  area  of  a 

particular  cunre  must  be  obtained  by  multiplying  the  area  of 

ir 
an  isosceles  triangle,  an  isosoeles  trapezium»  etc.  by  — ,  and 

the  yolume  of  the  solid  bounded  by  a  particular  surfieice  must 
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be  obtained  by  mnltiplyiog  a  right  pyramid  by— ir.  Hèdeter- 

mined  snob  parüoalar  cnrred  liDes  or  sarfiftces  which  he  named 
* Jjfm**  (litenJly  meaning  speeial  conres). 

The  onnre  obtained  from  an  isoflceles  triaagle  can  be  inBcribed 
in   ihe  triangle   and   its  form   is  like  that  of  the  flame  of  a 

oandle.    The  corre  is  olaaaified 

into  three  different  kinds  aooor- 

ding   to    the    height  AD   being 

greater  than ,  or  eqaal  to ,  or  lesB 

than    the  .  base    BC   or   doublé 

the  length  of  the  chord  of  contaot 

EF,   E  and  F  being  the  middie 

pointe   of  the  sides  AB  and  AO 

respectiyely.    In   the   first  oaaOi 

the   onrre   was  called  SeUïSffen^ 

meaning    the    form    of  a   yery 

brightly   burning   flame;   in  the 

second  case ,  it  was  called  HOshu- 

kei,  because  it  resembles  the  form 

of  a  precieus  gem »  which  was  named  Hdshu  by  the  Japanese ; 

and   in   the   third   case,   it  was  called  Suitöjfen^  meaning  the 

the  form  of  a  &ding  flame. 

Wada  named  the  curye  obtained  from  an  isosceles  trapeainm 

Rankêi  or  egg-shaped  cur?e, 
E  and  F  being  also  the  middie 
points  of  the  two  sides  AB 
and  CD  respectivelyt ' 

The  surfisicè  obtained  fróm 
a  right  prism  having  a  reet- 
angular  base  was  called  Do- 
ritsuym  or  ellipsoid.  This 
surfisice  was  sometimes  called 
BeirtfUkei  or  rice-shaped  surface  j  because  it  resembles  the  shape 
of  a  rice. 

139.    In  1829  Wada  wrote  Bokuyaku-sampö  in  which  infinite 
geometrical  series  are  treated. 


140.    MeanwhUe   Wada   discovered  from  1818  till  1829  a 
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method  called  Tenkyo-kiseki-fiisu.   Tenkyo-ktaeki  are  the  roulette». 

The   in^estigation    of  this  kind  was  made  by  him  for  the  first 

time  in  our  country. 
^  His  method  of  find- 

ing  the  lengdi  of  a 
cyoloid,  or  Hiseny 
was  as  foUows: 

Let  Ax  be  the 
base  line  and  A  the 
initial  poeition  of 
the  point  P*  Let  d^ 
the  diameter  of  the 
rolling  oircle ,  be 
diyided  into  n  equal 
>x    pftrts  and  BF   be 


equal  to  —d.  Then 
^  n 


BP.BC  =  BP»«— <P. 

fi 


Hence 


rn  « /  fti\ 


whenoe 


PC 


'  n 


Sinoe,   if  F   be  the  oonseeatiTe  point  of  P,   ABPO  and 
APBP'  are  rimilar  to  eaoh  ether,  we  have 


therefore 


PF  = 


PC 
d 

d» 


d_ 


~      TITM  > 


PP' 


n.PC 


"l^-T 


If  we  fold  this  expression,  i.  e.  if  we  find  the  limit  by  summing 
it  up  with  respect  to  m,  and  making  n  infinitely  large,  the 
length  of  the  cycloid  Ad  is  found. 
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The  foUowing  method  was  kaown  to  him  too. 
In  the  aboYe  fignre, 

PG  =  P'E  =  — ;        BP-— rf; 

n  ff 


BP.BO  =  BP»«— #, 

ft 


whence 


*«..».       •  ■  #  ffi 
BP 


-4^ 

Agun 


Tberefore 


I^t(-t) 


Sinoe  ABPF  aod  APEP  are  rimilar  to  eaoh  other,  we  fiod 

PP     p;e 

PB  ^  PP'  ' 
Therefore 


PP'=      ^ " 


1/  ffl  /.        Ifl ,         1/         ffl 


which   b   the   same  as  before.    By  folding  this,  we  arrive  at 
the  reeult  Ad. 

The  method  ia  the  precediQg  article  ia  ooQtained  iq  Mr.  T.  Evdü^s 
hifltory.  It  is  also  mentioned  bj  him  in  his  article  in  the  T5kyö 
Sugaku'Buturigakkwai  Kiji,  Vol.  YII,  p.  103—106.  They 
were  extraoted  from  the  manuscript  book  written  hj  a  scholar 
belonging  to  the  school  of  Etü  üchida,  one  of  Wada*s  pupils 
(see  lator  on). 

141.  Wad  a's  theory  of  roulettes  beoame  well  known  by 
the  folio wing  problem»  since  he  had  hung  it  in  the  Atago 
shrine,  in  Shiba,  Tókyö. 
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Problem.  The  centre  of  a  tomall  ring  movee  olockwise 
along  the  circomference  of  a  large  ring.  The  centre  of  a 
golden  cirole  (he  called  it  so)  moTee  clockwise  along  the  oircum- 
ference  of  the  small  ring.  When  it  begins  to  move ,  the  centre 
of  the  golden  circle  is  sitoated  nearest  to  that  of  the  large  ring. 
In  the  inter?al  of  time  in  which  the  centre  of  the  small  ring 

describes  the  whole 


</*!l5<fe 


circnm  ferenoe  of  the 
large  ring,  the  cen- 
tre of  the  golden 
circle  describes  the 
lurhole  circumferencc 
of  the  small  ring 
too.  Then  the  loens 
of  the  centre  of  the 
golden  circle  is  a 
particular  cnrre , 
which  is  called 
Kijfm ,  that  ia  *tor- 
toise  circle" ,  be- 
cause  it  resembles 
the  shape  of  the 
shell  of  a  tortoise. 
The  lengths  of  the 
diameters  of  the 
large  and  small 
rings  are  given,  and 
the  area  of  the 
tortoise  circle  is 
required. 
Answer.  Let  a  and  b  be  the  diameters  of  the  large  and 
small  rings  respectiTely ;  theo  the  required  area  is 


'<*^5«  Kii^ 


~  (2^  +  a«). 


142.    The  most  famous  mathematicians ,  who  were  stndents 
of  EusAEA  and  so  at  the  same  time  students  of  Wada»  were 

AKIYUKI  EeKMOCHI  ,  NOBÜYOSHI  SaITO  ,  EtÖ  UgHIDA  ,  TOSHIAKI 

Ohara,  Shuki  Roide,  Tas(jmoto  Gokai,  Hiroshi  Hasbgawa, 
etc. 
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148.  Akitüki  EiKicooHi  was  bom  in  E^zuke  proyincei  as 
Sm*  The  dates  of  his  birth  and  death  are  unknown.  He 
pablished  Sampó'YakujitsU'Shifisho.  Yakujitsu  was  the  mefchod 
of  reducing  infinite  decimals  to  common  fractions.  The  se?eral 
methods  of  reduciag  circalating  deoimals  to  oommon  fractions 
had  been  contained  in  many  books  publbhed  since  the  beginning 
of  the  eighteenth  century.  They  were  however  inferior  to 
the  method  of  Eenmochi  both  in  simpliojty  and  olearness. 
The  same  book  contains  the  method  of  reduping  an  infinite 
decimal,  whose  figures  make  an  arithmetical  progression,  to  a 
common  firaction.  For  ezample»  0.12345....  was  reduced  to 
a  oommon  fraction  by  the  foUowing  method.  This  decimal  is 
nothing  bat  the  infinite  series 

J-      A      A  JL 

^■^■^■^^•■^■••'•"^lo-"^"'' 

the   fignre  in  the  tenth  place  being  10,  that  in  the  eleyenth 
place  11,  etc.    Now 

*     «0.11111....; 


hence 


9 

10      1.11111  .... 


»>  9 

1        0.1      0.01       0001 

«0.11111... 
+  0.01111... 
+  0.00111... 
+  0.00011... 


s  0.12846... 


The  infinite  deoinud  whoee  figoree  make  a  seriee  of  triangnlar 
Biunben,  anoh  a«  0.186(10X15) .... 

«,         t     .   1+2  ■  ï  +  2  +  8  .  1+2  +  8  +  4  . 

10"^    10»    ■*■        10»       "^  10*  ^""' 

NI  (m  + 1) 

2 

or  S : 

«       10- 
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might  be  reduoed  to  a  commoo  fractioii  by  a  rimilar   miethod. 

100 
The  retalt  is  —- .     By  generalising  the  problems  of  the  kind , 


729' 
aeyeral  somewhat  ^omplicated  problems  were  soWed  in  the  book. 

144.  Next  I  proceed  to  Kobtjtoshi  Saitü.  He  was  also 
born  in  Kuzuke  pronnce  and  was  g^nerally  called  the  *Sanja** 
of  Eüzake ,  becauae  he  was  well  versed  io  mathematics.  His 
father  NoBXTNAeA  8aitü  was  a  mathematician  too.  At  first, 
NoBUTOSHi  Saitu  leamed  mathematics  from  his  father  and  then 
he  entered  the  school  of  Wada. 

He  published  in  1834  Sampö-Enrikanj  in  which  he  solved  a 
problem  of  finding  the  centre  of  gra?ity  by  using  the  Enri 
method.  (The  theory  of  roulettes  that  had  been  inyented  by 
Wada  was  also  published  in  the  same  book).  The  problem 
was  to  find  the  centre  of  graWty  of  a  spherioal  segment.  He 
only  gi?es  the  answer  without  the  demonstration.  Aooording 
to  Mr.  T.  ËNDO  he  might  have  pioked  up  this  method  from 
some  Dutch  book. 

The  problem  of  fioding  the  centre  of  gravity  of  a  figure , 
which  may  be  solved  without  the  £nri-method  or  the  infinite- 
simal  calculus,  were  already  mentioned  in  the  book  Sampö- 
Tenzan-shogiikushö  j  written  by  Masakata  Hashimoto  in  1830. 
It  oontains  the  method  of  finding  the  centre  of  gra?ity  of  a 
quadraiigle.     The  usual  solution  was  as  follows: 

Diyide   the   quadrangle  into  two  triangles  by  one  diagonal, 

find  the  centros  of  gravity  of 
the  two  triangles  as  the  inter- 
section  of  the  three  medians, 
and  then  draw  the  str^iight 
line  joining  the  two  centree 
of  gravity.  In  the  same  way , 
draw  the  other  straight  line 
joining  the  centros  of  g^vity 
of  the  two  triangles ,  which  are 
formed  by  drawing  the  other 
diagonal.  Then  the  point  of 
intersection  G  of  these  two  straight  lines  is  the  required  centre 
of  gravity. 

According  to  Mr.  £ndü.  this  method  is  also  derived  from 
some  Dutch  book. 
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Sinc*  the  yetr  18S4  in  wkich  Saw^p^Enrikan  appeued ,  the 
problems  of  finding  the  centrea  of  graTity  were  ioyeetigated 
Tigouroiialy  by  the  Wasanka  from  1844  to  1853,  and  the 
following  two  methoda  were  chiefly  employed  for  that  porpoee 
by  thenu 

145.    Problem.    Two  cireleB  whoee  diameters  are  known 

are  in  extemal  eontaet    Find  the  eentre  of  graTity. 

L  The  firet  meAod  which  is  Mdd  to  be  baaed  npon  Sbki's  idea : 

A  and  B  are  the  eentres  of  the  two  given  eiroles,  teaching 

eoLtemally  at  the  point  P,  whose  diameters  are  denoted  by  a 


and    b   respeotiyely.    Let  OPQ   be  the  oommoa  central  line; 
and  let  O  be  the  required  centre  of  gravity.     Sinoe 

ciroamference  of  the  cirde  with  radius  OA 

=  ir(a  +  26), 

Yolnme  of  the  anchor-ring  with  radii  OP  and  OQ 

«=s'(a  +  26)Xir— -• 

4 

Again  since 

einMmferenoe  of  the  cirde  with  radius  OB 

10 
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Tolame  of  the  anohor-riDg  with  radii  sero  and  OP 

.         ft» 

sswbxw—r* 

4 

Henoe   (the  foUowing  expression  is  wiïtten  without  demon* 
stration) 

(i>  b^ 

ir  (a-h26)  xw  —  +wbxw  — 

2ir.0G= 


=  ir 


Therefore 


^^       ft         (r»(a  +  ft) 


2        2(a>  +  ft») 

II.    The  Simpö  or  new  method  (so  called  by  the  mathema- 
ticiaos) : 

Without  demonstration ,  they  write  dowa 


whence 


But 


Therefore 


AB 

'4   +'4 

BG 

'   4 

BG  = 

a«+é»*    2 

OG- 

«   =BG. 
2 

oo-i 

■*'  2  (a»  +  6»)' 

the  same  as  before. 

The  first  method  was  the  solution  of  Kt9  Uohida,  a  disciple 
ot  Wada*s  (see  the  nezt  number),  aod  has  been  extracted 
from  a  book  written  by  his  disoiple  Kubota.  The  second 
method  has  also  been  taken  from  a  boek  writtea  by  his  .disciple 

EOMATBU. 
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146.  I  shall  aow  record  the  deeds  of  Kt9  Uosida.  He 
is  sftid  to  have  been  living  to  about  1877  and  is  known 
by  the  name  Gokwan  üohida.  He  was  born  in  Yedo,  bnt 
the  date  of  his  birth  is  not  known.  He  rendered  service  to 
the  Tokngawa's  government  and  was  well  acqnainted  with  the 
Dntoh  language.  He  learned  mathematics  from  both  Eusaka 
and  Wada,  and  reoeived  the  diploma  of  Inka-Kaiden  in  1822. 
He  had  several  hundred  students  at  his  school ,  which  he  named 
"Mathematica".  This  European  word  might  have  been  selected 
as  the  name  of  his  school  from  vanitj  in  order  to  show  to  the 
public  that  he  was  well  versed  in  the  western  languages. 

147.  ÜOHIDA  had  made  a  private  calendar  beginning  with 
the  year  1828  and  taught  his  students  the  oalendar-composition 
by  using  it  (No.  119).  The  method,  it  is  said,  was  rather 
accurate. 

In  1832 ,  he  published  Kokonsankan.  Since  this  was  a  highly 
advanced  work  he  became  very  famous  and  was  greatly  esteemed 
by  his  contemporary  mathematicians. 

148.  It  is  not  exactly  known  when  mathematicians  of  our 
country  got  acquainted  with  the  theory  and  use  of  logarithms. 
They  may  very  likely  have  known  them  through  the  Dntch 
books ,  if  at  least  these  were  not  too  difficult  for  them  to  read. 
But  as  these  books  were  so  easy ,  they  may  possibly  have  known 
the  theory  and  use  of  logarithms  from  Shuli-tsingwung  published 
in  China  under  the  reign  of  Emperor  Suntsu  of  the  Tsing 
dynasty  (Emperor  Suntsu  reigned  in  Obina  from  1662  to  1722). 
If  this  was  the  case ,  mathematicians  of  our  country  knew  the 
use  of  the  logarithmic  table  at  a  comparatively  early  stage. 
It  was  not  at  all  however  known  by  them  how  to  compose 
the  table.  This  was  for  the  first  time  explained  by  Kns 
ÜOHIDA.  The  explanation  was  published  by  his  disciples  in 
the  bbok  Taisuhyd-shökai ^  that  is,  the  explanation  of  the 
logarithmic  table.  Shuki  Eoidb,  a  fello w-student  of  Uchida, 
had  composed  a  logarithmic  table  too  and  published  it  ia  1844, 
(No.  162). 

149.  üchida's  method  of  composing  a  logarithmic  table  was 
a    very    troublesome    one.     I   will    explain    the    method   as 

follows : 

10* 
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At  fint,  log^^  0,1  or  10  ^<^  ie  oomputed  by  aotual  root-extraotion  : 

log-ï  0,1  =  1,258  925  41 1  794  2 ; 
whenee  by  nudüplication , 

log-i  0,2 ,  log-i  0,8 ,  . . . . ,  log-i  0,9 
are  found. 

Next,  log-^  0,01  or  10^<»  is  oompated  by  aotiially  extractiag 

1 

the  tenth  root  of  10~^: 

logr*  0,01  =^  1,028  2d2  992  280  8 ; 
wbenoe  by  multiplioation , 

log-i  0,02 ,  log-i  0,03 , ,  log-*  0,09 

are  fouod. 


Next,  log-^  0,001  or  10*^  ie  computed  by  actaally  extractiag 

the  tenth  root  of  W^: 

log-i  0,001  =  1,002  305  238  077  9  ; 
whenee  by  mnltiplication , 

log-i  0,002 ,  log-*  0,003 , ,  log-*  0,09. 

are  foand.    And  bo  forth. 

By  arranging  theee  reeuUe  in  order,  Uohida  had  composed 
a  80-called  Kansukyö  or  table  of  roote.  The  mantisaa  of  any 
namber  ie  fonnd  by  ueing  thie  table.  Next,  I  shall  explaia 
how  the  mantiesa  of  log  2  was  found  by  him. 

We  find  by  the  Konsuhyö 

log-*0,3<2<log-iO,4, 

whenee  the  firet  place  in  the  required  mantisea  ie  3.  Then 
we  calculate  actually  2  -r  log— ^  0,3,  and  find  in  the  table  of 
roots  that 

log-i  0,001  <  -j— ^  <  log-'  0.002 ; 

whenee  the  second  and  third  places  in  the  mantiesa  are  Ó  and  1. 
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Next  WQ  caloulute  actiially  2  -r-  (lQg~^  0,3  x  lpg~^  0,01)  and  find 
in  the  table  of  roots  that 


log-»  0,0000  2  < 


log-»  0,3  xlogr»  0,01 


<  log-i  0,00008 ; 


whenoe  the  foaith  and  fifth  places  in  the  reqnired  mantissa- 
are  O  and  2.  Kepeating  this  method,  the  following  resnlt  is 
obtained 

log  2  =  0,301  029  995  663  -h 

In  the  same  waj ,  the  logarithms  of  the  prime  numbers  8 , 
5,  7,  11,  ....  are  obtained.  The  logarithms  of  composite 
nambers  are  obtained  by  mere  addition.  Thus,  the  oommon 
logarithms  of  the  numbers  less  than  ten  thousand  were  calcnlated 
np  to  the  twelfth  place  of  decim^ls.  This  mu9t  haye  been 
perfonned  by  extremely  hard  )abour. 

150.  KüBOTA,  a  disciple  of  ÜCHipA's,  wrote  the  first  part 
of  Enri'shdheijiisu  (the  date  of  publication  is  unknown).  In 
1855,  the  second  part  of  the  same  book  was  written  by 
EuwAiroTO,  his  fellow-student ,  and  revised  by  Takbmura  of 
the  same  school.  The  first  part  contains  the  metbods  of  finding 
the  centre  of  gravity  of  plane  figures,  one  of  whicb  has  been 
mentioi^ed  before  (No.  145).  In  the  second  part,  the  methods 
of  finding  the  centre  of  gravity  of  solids  are  mentioned.    One 

of  them  I  will  extract  from 


the  book  here. 

Problem.  Aspheroidis 
cut  off  by  a  plane  parallel 
to  one  of  its  principal  planes. 
Find  the  centre  of  gravity 
of  the  remaining  part. 

A  n  s  w  e  r.  If  the  longest 
axis  2  .  CA  be  represented 
by  a  and  the  sagitta  AB 
by  B,  then 


8 


AG==; 


a  —  8 


2  (2(a  — a)-|-a 


+  1 


151.    TosHiSHiGE    Ara,   also    of  the   school  of  UcmpA, 
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published    in    1865   a   famoDB   book   on  the  art  of  Burveying , 
oalled  Byochi'Sanryaku. 

162.  Sbukl  Eoidb  was  bom  in  1798  and  died  in  1865.  He 
first  learned  the  mathematics  of  the  Miyagi  school  and  after- 
wardB  entered  the  school  of  Kusaka  and  at  the  same  time 
learned  from  Wada.  He  studied  astronomy  and  calendar- 
composition  under  Harüchika  Abe,  head  of  Yin  and  Yang 
(name  of  an  imperial  government  official)  abont  the  year  of 
1826.  In  1887  he  made  a  private  oalendar  oalled  TeijfU 
calendar  beginning  with  the  same  year,  which  was  perfectly 
accurate  (No.  119).  He  published  a  logarithmic  table  in  1844. 
This  was  the  first  publication  of  a  logarithmic  table  in  oor 
country,  though  it  had  previously  been  used  (No.  148). 

158.    Yabumoto  Gokai  was  born  in  1794  and  died  in  1862. 

He  entered  the  school  of  Kusaka  and  so  learned  from  Wada, 

and    at  the  same  time  he  learned  the  advanced  course  of  the 

Enri  method  from  Naoatada  Shib aishi  ,  his  older  school  mate 

(see   the  next  number).     Sampó-senmonshö  ^  published  in  1840, 

was    the   most   famous   of  all   his  works.     It  contains  for  the 

greater  part  the   problems  of  the  Tenzan  method ,  and  in  the 

latter  part  the  Höjin-reppuhö j  that  is,  the  method  of  composing 

magie  squares.    This  method  of  composing  magie  squares  made 

the    book   so    famous.     Bójin   or  the  magie  squares  had  been 

continuously    studied    by    Seki,    Eürübhima,    llATBUirAOA, 

and    ethers.     But    it    was    the    first    book    that  treats  all  the 

cases   of  magie   squares.    The  formation  of  the  magie  squares 

of  an  odd  order  was  doubtless  discovered  by  Eurushiva,  while 

the    discoverer   of  that  of  an  even  order  is  not  surely  known. 

The    latter  square  is  usually  classified  into  two  kinds,    namely 

the  magie  square  of  an  even*even  order  and  that  of  an  odd-eyen 

order;  in   the  former  4n  numbers  are  arranged  on  one  aide  of 

the  square  and  in  the  latter  4n  4-  2  numbers.    The  arrangement 

could  not  have  been  found  by   a   mere  trial:    they  must  have 

known    the   theory    to   some   extent.     However  it  is  doubtful 

whether  they  knew  the  complete  general  solution  ;  I  will  investi- 

gate   this   question    in   future.    The   magie   square   of  an  odd 

order  had  completely  been  solved  and  is  the  same  as  that  obtained 

by   Bachet   de    Meziriac*s   method,     An   example  or  two  of 

them  may  be  given  here: 
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I. 


II. 


IIL 


31  12  24 1 

18|25  1 

85  j  26  j  17 

20j  8  j  5 

4  J28[21 
8  9  J22 

15J10  88  1 
16  j  27  j  84 

2  j  29  j  14 

28  { 11  {  32 
19J80  6 

36  j  7  1 18 

22  47 

16  41 

10 

35 

4 

5 

28 

48,17 

42 

11 

29 

30 

6 

24  49 

18 

36 

12 

18 

31 

7  25 

48 

19 

37 

38 

U 

82  t  1 

26 

34 

20 

21 

89 

8  82" 

2 

27 

45 

46 

15 

40'  9 

84 

3 

28 

57 
7 
6 

60 

61 

8 

2 

64 

16 
50 
51 
13 
12 
54 
^5' 
9 

24 
42 
43 

21 
20 
46 
47 
~l7 

88 

81 
30 
36 
37 
27 
26 
40 

25 

89 
88 
"28 
29 
85 
34 
82 

48 
18 
19 
45 
44 
22 
28 
41 

56 
10 
11 
58 
52 
14 
15 
49 

1 

68 
62 
.4 

5 

59 

58 

8 

154.  I  shall  now  write  about  Nagatada  Shiraishi.  He 
learned  mathematics  from  both  Kusaka  and  Wada  and  was 
yersed  in  the  Enri-kwatsujitsu.  He  wrote  a  great  many  books, 
among  wbich  the  two  voIaDies  of  Shamei-sampu  j  published  in 
1826,  were  most  fanEiouB.  It  was  a  collection  of  the  mathe- 
matica] probleme  which  he  and  his  pupils  hung  in  Shinto 
shrines  in  several  provinces.  Some  problems  that  can  only  be 
8ol?ed  by  means  of  the  Tetsujitsu  or  equation  of  the  thii-d  order 
made  their  first  appearance  in  the  book.  He  died  in  the  same 
year   1872  as  Gokai,   bnt  the  date  of  his  birth  is  not  known. 

Shigetü  Iwai,  the  best  pupil  of  Shiraishi,  wrote  Sampö- 
ZQ830  in  1880  and  Enri-hydshaku  in  1887,  whioh  were  both 
famonb. 

155.  Seitü  Baba  (P  —  1860)  was  a  great  mathematician 
too  and  had  a  great  many  studonts  at  his  school.  His  father, 
Sbitokü  Baba  (?  —  1843),  was  also  an  expert. 

156.  Now  I  must  write  the  biograpby  of  Hirobhi  Habeoawa, 
a  student  of  both  Küsaka  and  WadAi  But,  beforehand, 
I  sball  record  something  about  a  few  mathematicians  who  were 
not  students  of  Wada. 


157.  In  Osaka  there  was  a  mathematician,  Shingbv  Takbda. 
He  was  a  student  of  Mabanaga  Saka  who  was  the  best  pupil 
of  RiQOü  AsADA,  the  founder  of  the  Asada  school  (Nos.  113 
and    115).    Takbda'b   schooi   was  extremely  flourishing  and  a 
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great  maDj  scholan  aBsembled  there.  It  was  called  the  Takeda 
■chool  or  the  Shingen  school.  He  was  wont  to  say  that  there 
was  DO  reason  bedde  the  oumberf  aod  no  number  beode  the 
reason  This  remark  was  generally  kaown  amoog  the  pablia 
He  was  also  well  Toraed  io  astronomy,  as  Asada. 

Sahenori  Nait9,  bis  student,  was  a  mathematician  from 
Bitchu  proTince  and  was  famous  in  the  district.  Besides, 
SnFCTKiT  FüKUTA  (1806—1858),  Rikbk  Fukuta  (who  beoame 
afterwards  a  student  of  Shoki  Eoide),  etc.  were  also  &idod8 
mathematicians  belonging  to  the  Takeda  school. 

1 68.  In  this  age ,  Nagatobhi  Eikuchi  lived  in  the  city  of 
Sendai.  He  wrote  in  1846  a  book  on  the  theory  of  integral 
numbers,  whioh  he  named  Sfisü-kigénshö.  The  theory  had  been 
inyestigated  by  many  scholars  dnce  Sbei's  time ,  and  so  it  was 
mentioned  in  several  books.  Matbuvaga's  Mukihen  was  a  oom- 
paratiTely  early  book,  which  contained  a  noteworthy  theory 
of  integral  numbers;  but  it  was  not  known  amongthe  public. 
Fuhta's  SHjfösampö  (No.  100)  does  not  contain  the  minnte. 
explanation  of  the  theory.  Wada's  Kohhseisukai  contains 
only  the  case ,  in  which  the  lengths  of  the  three  sides  of  a 
right-angled  triangle,  or  Icokogm^  are  represented  by  integers. 
EiKUCHX  published  at  last  S^u-kigmshó  to  minutely  explain 
the  theory  of  numbers.  It  contains  a  problera  on  the  triangle 
whose  three  sides  and  area  can  be  represented  by  integers. 
If  a,  hy  c  and  A  be  the  three  sides  and  the  area  of  the  triangle 
respectiyely,  then  the  solution  is 

a=am(P  +  n*), 
i  =  n(P  +  m»), 
c  =  (P  ±:  mn)  (m  qp  «) , 
^  =  (P  ±:  mn)  (m  rp  n)  Imn, 

where  2,  m,  n  are  arbitrary  integers. 

159.  HiROBHi  Haseoawa  will  be  oow  recorded.  He  was 
bom  in  1792  and  died  in  1832.  He  had  at  first  learned 
mathematics  from  EüSAKAf  but  was  expelled  from  the  school 
on  account  of  bis  bad  conduct.  His  fellow-students  broke  off 
friendship  with  him,  and  mathematicians  of  the  Seki  school 
unfidlingly  scorned  him.    He  was  superior  to  the  other  scholars 
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witfa  lespect  to  akill  b  roathematics  He  investigated  mathe- 
naftica  iadepeadently  and  devoted  himself  to  writing  bookg» 
They  were  all  poblished  in  the  names  of  bis  pupils.  He  was 
▼eiy  famouB  aa  these  books  were  widely  distributed  in  our 
ooantry,  and  was  highlj  respected  by  non-mathematicians 
too.  His  son,  Hiroshi  Hasboawa  (the  father  and  the  son 
seem  to  have  had  the  same  name ,  bat  the  Chinese  ideographs 
for  their  names  are  different)  learned  from  his  father  and  was 
well  verted  in  mathematics.  Among  the  stndents  of  Hasegawa's 
school,  the foUowing  were fiunous:  Geei  Satü,  Tanehide  Chiba, 
GnoHi  Akita,  Tbuivbhitsü  Murata,  Gazbn  Tamamoto,  Teishin 

HlRAUCHI,  etc. 

160.  Tênki-sampö  was  written  in  1863  by  Tasukobu 
MuBAYAifA,  a  stodent  of  Obki  Sato's.  The  materials  were  for 
the  greatar  part  written  by  Satü  himself.  In  the  appendix, 
the  EnrukjfokusufitiUy  tbat  is»  the  Enri  method  of  limiting 
▼alaes  was  explained  yery  minately.  It  was  the  solution  of 
ihe  proUems  of  the  theory  of  maxima  and  minima.  The 
problems  of  this  kind  were  invented  by  Wada  and  mentioned 
for  tfie  first  time  in  Sampo-Enrikan  written  by  Nobu5A0A 
Saitu  (1784—1844),  his  student,  and  his  son  Nobuyobhi  Saitö 
(No.  144).  BatG  learned  mathematics  not  only  from  Hasboawa, 
bat  abo  from  Saito.  Bo  tbat  the  things  written  in  the 
appendix  were  handed  down  from  Wada.  One  of  the  problems 
is  given  below: 

Problem.  Draw  a  circle  whose  centre  is  the  vertex  of 
one  acute  sngle  of  a  Kokogen  or  rightangled  triangle  and 
whose  radius  is  equal  to  one  side  of  the  acute  angle.    Then  the 

black  area  (which  is  the 
literal  translation  of  the  word 
KokU'Sekij  used  by  the 
Wasanka)  is  formed  as  in 
the  figure.  The  area  of  the 
right-angled  triangle  is  given. 
Find  the  maximum  of  the 
black  area. 
Answer.  The  maximum 
black  area  »  half  the  area  of  the  Kökogen. 

161.  Tavehide   Chiba   became  iamous  by  the  publication 
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of  Sampö'Shifisho  in  1880,  in  which  the  Soroban  method,  the 
Tengen  method,  the  Tenzan  method  and  the  Enrt  method 
are  mentioned  in  regular  order.  Though  these  methods  were 
briefly  explained  in  the  bock  they  were  arranged  in  a  good 
natural  order  fitting  for  beginners;  so  the  book  was  ia  vogue. 
In  the  second  part  of  this  book,  the  Enri-tables  are  mentioned 
too.  The  Kyokkei'jitsu  or  method  of  limiting  figures,  which 
had  been  invented  by  Hasegawa,  is  mentioned  in  the  appendix 
too.  (As  to  the  Kyokkei'fitsu  y  see  the  author's  mcmoir  •Ou 
the  Isosceles  Trapezium  Problem"  in  the  Töhfo  Sugaku- 
Buturigakkwai  Kiji^  Vol.  IX,  p.  1—6).  Habbgawa  was 
exceedingly  proud  of  this  invention. 

162.  GncHi  Aeita  published  Sampó-Kyokkei-shinan  in  1835 
It  treats  only  the  method  of  limiting  figures  above- mentioned 
with  accurate  explanations,  which  made  the  book  very  fameus. 

He  also  published  Sampö'Chihö'taisei  in  1837.  It  dealt  with 
the  arithmetic  for  farmers  and  the  measurement  of  fields,  and 
was  used  yery  widely.  Et9  Uohida  made  his  pupiis  criticise 
the  book  and  insisted  upon  its  being  harmful  for  the  agricultural 
administration.  The  government  at  last  prohibited  its  publication, 
but  after  a  little  while  it  was  again  yery  generally  read.  Though 
it  had  more  or  less  errors ,  it  was  of  great  profit  to  the  public. 

163.  Tbunehitsu  Mukata  published  Sampö-Sokuyen-shókai 
in  1831.  Sokuyen  means  ellipse.  An  abundance  of  problems 
of  the  rectification ,  quadrature  and  cubature  with  respects  to 
ellipses  is  arranged  without  order.  This  was  also  a  famous 
work.  He  published  Sampo- Chihö-shinan  in  1835,  which  also 
dealt  with  the  art  of  surveying  and  the  engineering  work  that 
was  done  by  provincial  officers.  But  this  never  met  with 
any  seyere  criticisms.  Byüchi-iebikigusa  was  published  by  him  in 
1853,  containing  also  the  land-sur^eying. 

During  the  interyal  from  1780  to  1800,  the  octant  was 
imported  from  Europe,  most  likely  irom  Holland;  and  soon 
after  that  the  sextant  was  imported  too.  As  to  the  use  of  the 
octant,  it  was  made  publicly  known  by  the  publication  of 
Octant-yühv-ryakuzukai y  that  is,  the  brief  explanation  of  the 
use   of  the   octant,    ^ritten    by   Mochichika    Watanabb   in 
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1862,  in  which,  after  the  elapse  of  Bêveiity  years  since  the  impa^ 
tation  of  the  octant,  its  use  was  described  for  the  firat  time. 
The  instrument  had  «o  long  been  kept  in  a  store-house  of  the 
goTemment  and  people  had  no  knowledge  of  it ,  except  a  few 
scholars,  such  as  Kaikü  Yamaji,  a  descendant  of  Shujtt 
Yamaji  and  a  calendarist  of  the  govemment.  As  Mocbichika 
Watanabb  was  a  son  of  a  gunner  belonging  to  the  government 
and  the  oivilization  of  oar  country  was  beginning  to  advance 
at  that  time  nnder  the  influence  of  extemal  powers ,  this  book 
was  of  great  profit  to  the  public,  teaching  it  how  to  use 
the  octant  for  land-surveying  •  especially  for  coast-surTcying 
necessary  for  the  defence  of  the  country ;  it  attracted  a  good 
many  pupils  towards  his  school. 

The  use  of  the  sextant  was  taught  for  the  first  time  by 
MtmATA*s  Bfföehi-iehikiffusa  published  in  1858.  Only  the 
applications  of  those  two  instruments  were  introduced  in  these 
two  books,  and  no  reference  was  made  to  the  fact  that  it  can 
be  employed  in  the  obsenration  of  heavenly  bodies. 

164.  Oazbn  Tamamoto  wrote  Sampö-jojitsu  in  1841;  in 
this  work  he  arranged  the  important  formulae  in  regular 
order  and  applied  thero  to  the  demonstration  of  the  geometrical 
problems. 

165.  Teishin  Hibatjchx  published  Sampd-Henkei-shinan  in 
1820,  in  which  he  discussed  how  a  geometrical  figure  is  transform- 
ed  when  one  of  the  conditions  which  determine  it  is  changed. 

His  Sampo-Chokujitsu-seikaij  published  in  1840,  contains 
purely  geometrical  solutions  of  geometrical  problems,  while 
hitherto  the  geometrical  problems  were  usually  solved  by  means 
of  the  Tenzan  method,  or  the  algebraical  method,  though  of 
course  there  are  many  exceptions. 

166.  HiBOSHi  Ha  SAGA  WA  was  a  son  of  Hntofim  Hasagawa. 
As  we  remarked  already  the  father  and  the  son  seem  to  have 
one  and  the  same  name,  but  the  Chinese  ideographs  for  their 
names  are  different.  Hasegawa,  the  son,  had  a  good  pupil, 
Hisanobu  üchida.  In  1844  üchida  published  Sampo-Kyuseki- 
tsuko  which  is  said  to  have  been  written  by  his  teacher 
Hasagawa  and  in  w)ifch  |ie  solved  the  problems  of  quadrature 
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and  oubature,   baving  skilfully  applied  the  Enri  method.    The 
Enri  tables  were  elearly  mentioned  in  it. 

Among  the  disciples  of  Habagawa  waa  Eohan  Ono  who 
gtudied  the  European  matbeniatics  from  a  Dutchman ,  in  1856, 
foUowing  the  command  of  the  ahogoon's  government.  From 
tbifl  time,  the  European  mathematica  began  to  spread  over 
our  country. 

167.  Eazuhidb  Öhüba  waa  a  disciple  of  GncHi  Aktea. 
He  studied  mathematica  from  Yabuo  Hosoi  with  Mr.  Toshi8ADA 
Endü,  the  author  of  Dai-Nihan-sügahushi  ^  or  the  hiatory  of 
Mathematica  in  Great  Japan.  He  wrote  the  two  volumea  of 
SampO'Teman'tebikigusa  in  1841.  He  waa  highly  veraed  in 
mathematica  and  invented  many  new  methods  and  theorema. 
His  book  waa  the  sequel  to  Teman-tebikigusa-shohen  ^  written 
by  Gazen  Yamamoto  in  1832.  The  aequel  intended  to 
show  the  ad?anced  courae  of  the  Tenaan  method.  He  skilfully 
demonstrated  the  theorema  relating  to  catenary  curvea.  The 
problems  of  this  kind  began  to  be  inveatigated  in  about  1860 
and  were  for  the  first  time  published  in  Sampö  Höyenkan 
written  by  YosHiNOBu  Hagiwara,  who  was  the  best  disciple 

of  NOBÜNAGA  SaITÖ 

In  1865  Omüba  wrote  Shayen-Tehitóshiki  which  seems  to 
have  contained  the  problems  of  common  tangents  to  three  or 
four  cirdes»  and  was  famous  too.  In  1867  he  wrote  a  com- 
mentary  of  YabüNOBU  Mubayaha's  Tsüki-sampü  (No.  160), 
with  Yaautoshi  Hosoi,  a  son  of  Yasuo  Hoboi.  He  wrote 
also  a  few  other  commentaries. 

In  the  same  year,  he  lectured  to  his  students  on  Enri- 
Kyokusu-shinjitsUy  that  is,  a  new  method  of  solving  the  problems 
relating  to  maxima  und  minima.  The  method  is  iar  simpler 
and  eaaier  to  understand  than  that  of  Wada,  mentioned  in 
Mueatama's  Tsükt-sampö. 

> 

168.  I  will  now  close  this  brief  history  of  the  Japaneae 
mathematics ,  recording  some  facts  about  the  recent  importation 
of  the  European  mathematics.  How  our  countrymen  were  able 
to  read  European  bookp,  especially  Dutch  books,  haa  been 
mentioned  in  the  preceding  numbers  (Nos.  58—60  and  79). 
There  are  some  books  in  which  it  is  maintained  that  tbe.fint 
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aniTal  of  a  Dtttoh  ship  in  our  oountrj  was  in  the  year  1697. 
Bilt  I  diall  here  wrild  what  to  more  tnistworthy. 

169.  The  fint  Dutchman  who  came  to  our  country  was 
Jan  Huygen  Tan  Linschoten.  The  date  of  his  arrival  was 
1682,  or  1685.  The  second  one  was  Dirk  Gerritsz.  who 
•tayed  iti  our  oountry  from  August  1585  till  February  of 
the  next  year.  These  two  men  were  both  from  the  port  of 
Enkhuizen  and  on  board  of  some  Portuguese  ships.  When 
they  goi  home»  tkey  mentioned  the  cirenmstanoes  of  our  country 
to  tkeir  fellow-countrymen.  In  1595,  the  goverment  of  Holland 
•ent  out  a  fleet  for  the  Far  East  under  the  direotion  of  Hout- 
man for  the  purpone  of  exploring  our  country.  In  1598,  fonr 
fleets  were  again  sent  out  from  Holland  direoted  by  Jacques 
Hahu.  The  fleets  met  with  a  perilous  danger  on  the  way  to 
our  oountry  and  the  ships  were  sepaiated  from  one  another. 
Ooly  *de  liefde*',  one  of  the  ships,  reached  after  mueh 
adversity  Bung^  proyinoe  of  Eyushu  Island  in  April  1600.  Then 
the  shogoon  lyeyasu  Tokugawa  invited  the  ship  to  the  port  of 
Sakai  (a  city  near  Osaka)  and  then  to  Yedo.  Among  the  men 
on  board  were  William  Adams,  Jean  Yansten,  etc.  They 
met  with  lyeyasu's  kind  treatment  and  became  counsellors 
of  the  shogoon's  government,  staying  in  our  oountry.  William 
Adams,  an  Englishman,  was  the  navigator  of  the  ship  and 
skilful  in  the  art  of  navigation,  ship-buildiag,  gunnery,  and 
mathematica.  He  taught  these  arts  and  sciences  with  kind 
inteniion  only.  Jacob  Qaackernaeck,  the  captain  of  de  Liefde, 
and  Melchioff  Band  voort  got  leave  to  go  back  to  their  own 
country.  When  they  got  home,  the  circumstances  of  our 
country  were  mure  minutely  described.  Then  the  Dutch 
goveroment  sent  two  ships,  '^de  Boode  Leeuw"  and  ''de 
Chriffoen*',  in  December  1607.  They  both  arrived  in  safety 
at  the  port  of  Hirado  of  Hisen  province  in  Eyushu  Island, 
July  1609.  The  men  on  board  went  to  lyeyasu  Tokugawa 
in  Sunpu  (this  city  is  now  oalled  Shidzuoka  and  is  situated  in 
Sumga  province  of  Tokaidö)  where  was  his  residence ,  and  got 
from  him  the  Gh>shuinj5,  or  the  document  stamped  with  the 
▼ermillion  seal  of  the  shogoon  giving  permission  to  the  com- 
mercial   interoourse    of   the    two    countries.      The    European 

seems  to  have  been  imported  at  about  this  time. 
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It  is  reoorded  that  a  Datoh  book  on  mathemaiios  was  imporfted 
and  got  by  a  dootor,  Btötaku  Matbno,  for  the  first  time 
in  1772. 

170.  Of  all  the  thiogs  that  our  oountiymen  leamed 
from  Hollanden,  the  art  of  medioine  was  the  most  attractiTe 
and  striking.  8o  the  doctors  were  the  first  to  leam  the 
Datoh  langaage,  exoept  interpreters. 

171.  As  was  mentioned  in  No.  79,  the  shogoon  Yoshimane 
Tokugawa  was  so  fond  of  astronomy  that  he  innted  Joken 
Nishikawa  from  the  mart  of  trade,  Nagasaki,  and  gave  him 
a  calendar  to  compose.  At  that  time,  there  were  ZenBaboro 
Nishi  and  Eözaemon  Yoshio,  who  were  both  interpreters  in 
Nagasaki.  They  intended  to  study  soienoes  and  arts  from 
Dutch  books  and  obtained  a  Dntch  diotionary  from  one  of  the 
men  on  board  of  a  Dutob  ship.  Having  heard  of  this  diotionary, 
the  shogoon  Yoshimane  Tokugawa  wished  to  get  it ,  bat  Nishi 
presented  the  shogoon  with  a  book  on  astronomy  written  in 
Datoh.  The  minute  desoription  of  partioalars  in  the  book  excited 
the  shogoon's  admiration  and  he  made  a  scholar,  Buirzö 
A0EI9  go  to  Nagasaki  to  stady  the  Dutoh  language  there, 
since  only  throagh  Nagasaki  Earopean  eiTilisuition  oould  enter 
into  Jap:ui. 

It  was  in  1744. 

172.  In  1745,  the  stady  of  Dntch  books  was  pablicly 
admitted,  while  it  had  been  forbidden  ander  a  severe  penalty 
hitherto. 

178.  When  Aon  got  back  to  Yedo,  a  man  came  to  his 
school  and  asked  with  great  eagerness  to  learn  Datoh 
from  him.  The  man  was  indeed  the  before^mentioned  RyOtaeü 
Maysno  (No  169)  bom  in  Yedo  1723,  a  son  of  a  doctor 
belonging  to  the  feudal  lord  of  Nakatsu  of  Bazen  Prorince. 
AoEi  was  moved  by  Maysno's  earnestness,  so  he  tanght 
him  the  Dntch  langnage.  Haying  entirely  left  his  profes» 
sion  of  medical  art,  Maybno  became  ezdusiyely  a  Datoh  scho* 
lar;  and  at  last  in  1772  he  happened  to  get  a  book  on 
arithmetic,  the  title  of  which  is  not  known.    He  died  in  1808. 
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174.  In  1797,  Ryuho  Nakano  pablished  Bekishü  shinahoj 
a  book  OD  calendar-makiog  (No.  116).  He  was  versed  ia  Dutoh 
and  an  intorpretor  of  the  shogoon's  government. 

175.  Ryüoö  Asaba  (No.  115)  was  very  learned  in  the 
Dtttoh  langaage  too  and  read  many  books  written  in  it.  His 
best  pupil,  Shigbtoei  Takahashi  (No.  115),  who  became  the 
teacher  of  the  great  surveyor,  Chxtkei  Inö  (No.  122),  was 
no  less  skilfal  in  Dutch  than  Asada.  From  this  time,  many 
mathematiciaus  began  to  read  Datch  books.  Eagbyaau  Taka- 
HABHi  a  son  of  SmoBTOKi  Takahaahi  ,  engaged  in  composing 
a  calendar,  succeeded  his  father's  business.  He  was  put  in 
prison  in  1828 ,  because  he  was  guilty  of  having  exchanged  a 
map  of  our  country  for  that  of  Holland  with  Dr.  Siebold,  a 
Dutchman  (or  a  Oerman)  very  well  known  by  ns.  He  died  in 
prison  in  18B0. 

176.  It  seems  that  almost  all  mathematicians  who  liyed 
towards  the  beginning  of  the  nineteenth  oentury  were  able  to 
read  mathematical  books  written  in  Dutch.  Ey5  üchiba,  a 
student  of  Wada,  had  so  mach  interest  in  the  lang^ge  that 
he  named  his  school  '^Mathematica",  using  the  pronunoiation 
of  the  word  just  as  it  is  (No.  146). 

177.  In  1837,  £axk5  Yaicui,  a  descendant  of  Shujü 
Tamaji,  obtained  two  books  written  by  a  Dutch  scholar 
(Bcima?)  on  astronomy  and  he  wrote  a  book  entitled  Seireki» 
shinken^  or  new  book  on  Europeaa  calendars. 

Masaeabo  Mobi  published  RaUuyen-kyó  or  tables  of  dividing 
a  oircle,  that  is  the  trigonometrical  table,  which  he  was  able 
to  study  from  a  Datch  book. 

178.  In  1855,  EöHAN  Ono,  a  pupil  of  HmosHi  Hasbgawa, 
learned  mathematics  from  a  Dutchman ,  having  been  commanded 
by  the  government.  From  this,  European  mathematics  began 
to  be  studied  widely  step  by  step  (No.  166). 

179.  The  HfmyakU'hyoku  or  the  translation  bureau  which 
was  established  in  the  astronomical  observatory  in  1811  (No. 
119),  was  ehanged  by  name  into  Bansho-torishirahedokoro 
in  1857,  where  -the  translation  of  European  books  was  rigorously 
performed. 
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In  the  year  1857,  Ajoba  YanagaWa  pablished  Tözan-ydhö^ 
by  whioh  Yisan  or  European  mathematica  became  somewhat 
widely  known.  The  name  Ytfzan  or  Ynsan  is  msed  togethef 
with  the  name  Wazan  or  Waaaa,  meaaing  the  Japaaese 
mathematic8« 

In  the  year  1856,  EuNKiCHi  Hanai  wrote  Setzan-BohuchL 
Seizan  or  Seisan  means  the  western  mathematios  or  the  mathe- 
matica of  Western  coontries,  while  aokuchi  meaas  ''to  get  a 
knowledge  promptly.'* 

180.  The  govemment  establiahed  a  new  institution , 
Ynsho-shirabêdokoro ,  whioh  was  the  reformation  of  the  Bansho- 
iorishirabedokoro  mentioned  in  the  preceding  article,  in  the 
year  1862. 

In  the  next  year,  it  was  changed  again  into  'the  Kaiseijo. 
There  was  the  department  of  mathematios  in  that  institotion, 
and  Baron  KoHAi  Kanda  became  the  professor  and  enoonraged 
the  investigation  of  the  mathematios  of  Westera  oonntrias. 
Nevertheless ,  there  were  few  students  stadying  it  there. 

The  goverment  engaged  Gratama,  a  Datchman,  as  a  proleeaer 
of  physics  and  chemistry  of  the  Kaiseijo  in  1865.  It  was 
principally  apon  the  progress  of  the  European  mathematios  in 
Japan.  (Dr.  Baudnin  began  to  teach  European  medical  soience 
in  the  governmental  hospita!  in  Nagasaki  in  the  year  1859). 

181.  Our  country  was  in  a  great  oonfusion  towards  the 
year  1868,  when  the  Reformation  took  place;  and  the  shogooa's 
govemment  lost  ita  authority  and  the  imperial  goteramêttt  was 
reatored  again.  Hany  battlea  were  fought  in  aucoesaion  betweeo 
the  feudal  lorda  and  their  aubjecta,  who  endeayoured  to  r«at«re 
the  imperial  goverment,  and  the  other  feudal  lorda  and  their 
aubjecta,  who  wiahed  to  continue  the  ahogoon'a  govemment. 

There  were  a  great  many  booka  of  Waaan  kopt  by  the 
Yamaji's  and  the  Shibükawa's  who  had  excluaively  managed 
the  compilement  of  calendara  from  generation  to  generation. 
All  the  booka  were  put  on  board  of  the  '^ /Tat^-jfv",  a  warahip 
of  the  ahogoon'a  govemment,  and  were  borae  off  to  die  nortfa- 
eaatern  part  of  our  country,  for  fear  they  might  be  burot  by 
a  fire  oauaed  by  the  war.  On  the  way  the  man-of-war  wta 
ahipwreoked  and  the  booka  were  all  loat. 
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M any  books  on  Wasan ,  which  were  kept  by  Ey5  Uohida  , 
were  alao  oarried  from  Tökyö  to  Shimoosa  proriaoe»  beoaaae 
he  thought  the  books  were  in  danger.  Unfortunately,  the 
house  where  he  put  the  books  was  burnt  down  by  a  fire  which 
broke  out  acoidentally,  and  the  books  were  all  reduced  to 
ashes. 

Now  almost  all  the  valuable  books  written  on  Wasan  were 
loet  by  these  events  and  oould  not  be  fooad  ia  our  country. 
80  the  mathematios  peculiar  to  oor  country  had  entirely 
deoayed  and  conld  not  beoome  flourishing  again. 

182.  The  Kaisei'kü  was  established  in  September  1868  and 
Baron  Kóhbi  Eanda  and  Shukzö  Tahaoawa  became  the  presi- 
dents  of  the  school.  In  the  next  year ,  several  Englishmen  and 
Frenchmen  were  engaged  as  professors  of  the  institution ,  where 
they  taught  the  fiuropeao  mathematios.  Few  mathematicians 
oould  be  found  who  paid  attention  to  Wasan  anymore. 

The  Kaisei^kö  was  afterwards  named  the  Daigaku  Nanko 
which  was  combined  with  other  institutions  to  the  T5ky5 
Imperial  University  now-existing. 

It  was  officially  determioed  in  1872  that  only  the  European 
mathematics  or  YOzan  were  to  be  taught  in  the  elementary 
schools,  the  middle  schools,  the  ttoi?ersity  and  so  forth.  80 
Wasan  was  ne?er  studied  again. 
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ERRATA 

TO 

A  BRIEF  HI8T0RY  OF  THE  JAPANË8E  MATHEMATIOS 

BT 

T.  HAYA8HI. 


p.  298,  1.  12 

>  «      *  84 

>  >      >  85 

>  800,  >  16 


>  801,  »  2 

>  >     »  8 

>  »      >  16 

>  »      >  18 


802, 
808, 

> 
804, 

805, 
811, 
818, 
815, 


4 
14 
85 
84 

17 
1 

84 
8 


Vol.  VT, 


for    sncceding 
»  Christian 


read 


Bucceeding 
indiridnal 


Instead*) 


»  »  » 

>  Instead  « 

and  add  the  fooirBote: 

*)  For  the  ten  nnmbers  from  one  to  ten  we  employ 
at  present  boih  two  sets,  namely  hitotsn,  fatatsi, 
etc.  and  ichi,  ni,  etc. 

read  kan 

»    8ai(10**),  kyoka(10«»). 
»         Ama-fio-Mihakan 
>  Santm-Reki  *) 


for 


>   816,  > 

9 

for 

>   823,  > 

4 

>   824,  » 

1 

»      »      » 

2 

»     >      > 

8 

>     >      > 

5 

>   881,  > 

2 

kan 

»  sai  (10**). 

»       am€MUMnffuikari 

»         Santen^Reki 
and  add  the  foot-note: 

*)    Santen  means  three  interrals:   day,  month  and 
jear;  rM  means  calendar.    This  oalendar  seems  to 
have  been  a  loni-solar  one. 
for  Wang-jIn         read  WanckJbn 

>  EwaN-R5  >  ElfAN-B9 

>  hümusi  >  hitiuji 
add: 

The  same  designation  is  nsed  for  days  also. 
for  Tuen-Kia  read  Tuen-kia 

>  MonbtL  >  Monbn 

>  then  >  than 

For  the  squares   thin  Unes  are  nsed.    In  the  third 

the  sign  ±  must  replaoe 


read 


III 

«i 

horse 

»               sheep 

sheep 

»                horse 

Z                             1 

*                             X 

X 

»                    z 

a                   1 

»                   as 
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p.  888,  ] 

1.  23      for    Cbc-Shikh-Chuh  read    Cbu-Shikh-chibb 

>   884,  I 

»  82       1 

►              row8 

»                rods 

>    889,  1 

»     5       1 

»               mr.                  1 

Mr. 

»       >        : 

»  32       1 

^      Chu-Shish-Ghibh      1 

>       Guu-Shteh-ohish 

>   841,  < 

»    9 

»         tide  by  side         i 

»           by  the  gide 

>   845,  1 

»  24       1 

>                 wich                  : 

»               which 

>   846, 

>  21 

If                                T 

It 

.   847,  j 

»   10         : 

»                 are                i 

►                were 

»       >        : 

»  21       1 

►            Takarazv 

»            Takakassü 

>    849,   : 

>  80 

»               Ota 

»                       ÖTA 

>    851,  : 

»  23       < 

»                op 

»                 of 

>     852,   : 

»  19       > 

>           Eatatkki           ] 

»           Eatatuki 

*     *      1 

»  31       : 

»          Tendangénkai 

>          Endomgmhai 

>   854,  < 

>  34       I 

►            Ise  shrine           i 

»        the  Ise  shrine 

>   855,  1 

>     8       1 

»          insista  pon          i 

>           insist  npon 

»   859,  ! 

»     8       I 

1766 
VoL  VU. 

in  1766 

p.  105,  ] 

.  24      f< 

>r            that  a           rei 

ad                a 

>     »      1 

»  29       1 

>                      WÜl                      1 

»               BhaU 

>    106,  1 

»  19       1 

►               Suffoku              1 

»              Sügabu 

»       »        : 

>  28       1 

»       is  Qsed  to  cali       i 

>        generalij  calls 

.    107,  > 

»    8       ' 

>              Sugahu              i 

SGgdku 

»           >           1 

>    8       * 

in  finding           « 

to  find 

»       >       s 

84       • 

Whe                1 

We 

2.4.6.8      8^ 

2.4.6.8  •» 

>    110,  1 

»     5       1 

'  '   8.6.7.9^  <P       ' 

F 

• 

8.5.7.9  d» 

^            B 

Zd' 

8av 

9          »          > 

14 

112a»                 ' 

112d» 

4  >• 

1.8.5     1 

1.8.5    1 

^         »          » 

16        j 

2.4.6     7 

2.4.6   9 

»          »          ] 

^  28       1 

^                  nr.                 1 

No. 

»   111,  . 

>    5       1 

*                  »                   1 

►                                   » 

»          »          1 

>  16       1 

^              ^Mêytn              9 

"Mtym" 

»           >            3 

^  20       1 

Whe                1 

We 

»           »            1 

»  26       1 

^            not  one             i 

•            BO  one 

»           Y            1 

^  80       « 

Fui^             1 

JV%c 

>           >            1 

>  86       1 

bö 

by 

>    112,  1 

^  29       1 

faremore            i 

farmore 

11' 


D6e 


OYER  REEKSEN  VAN  BESSELSOOE  FUNCTIES  EN  DAiRMBDE  SiHEN- 

H/INÖENDE  BEPAALDE  INTEGRALEN,  WAARIN 

BESSELSOHE  FUNCTIES  700RE0HEN , 


DOOR 


J.  G.  RUTGERS. 

(AlkmMir). 


1.    N1SL8KN  geeft  de  volgende  uitdrukking:') 

SjBn  Iv+ 1»  +i(a?)  =  2 '  ƒ    ^•'^**^^)  A^  -^)  <^^<^y   •     •  ( O 

waaraan  hij  ten  onrechte  toevoegt  de  voorwaarde :  R(v)  >  —  2 ; 
dit  moet  zijn:  R(v)  >  —  l ,  d.  w.  z.  refiele  gedeelte  van  v  >  —  1. 
De  volgende  onderstelling  heeft  hij  daarbij  gemaakt: 

Tot  dat  resultaat  wordt  hij  gevoerd  door  uit  te  gaan  van  de 
bekende  formule: 


Ih-p+i(«)  = 


o 

hierin  te  nemen:  p  =  n  (ss  O,  1,  2, . . .)  en,  na  vermenigvuldiging 
met  a»,  beide  leden  te  sommeeren  over  n  van  O  tot  00. 

2.  Daar  ons  nu  de  som  van  verschillende  reeksen  van  Bessel- 
sohe  functies  bekend  is,  zou  (1)  ons  in  staat  kunnen  stellen  een- 
voudige   waarden   voor   bepaalde  integralen  te  vinden,  waarin 


1)    Handbuch  der  Theorie  der  Cylinder-functionen  p.  262 ;  1904 


166 

Beflselflche  fdnotieB  Toorkomen,  mits  ook  gelgktgdig  een  een- 
Yoadige  uitdrukking  voor  f{x)  in  (2)  mogelgk  wordt 

Bij  het  opstellen  zijner  formule  heeft  Niblsek  blijkbaar  niet 
daaraan  gedacht.  De  voorwaarde  echter,  waaraan  v  bg  (1) 
moet  voldoen,  beperkt  de  toepassingen  zeer,  waarom  ik  mg 
voorstel  allereerst  voor  het  eerste  lid  van  (1)  eene  andere  uit- 
drukking af  te  leiden  9  waarbij  v  aan  geen  enkele  voorwaarde 
gebonden  is,  terwijl  (1)  er  als  bijzonder  geval  uit  is  te  verkrggen. 

Om  tot  die  nieuwe  formule  te  geraken  gaan  wg  eveneens 
uit  van  (3),  maar  voegen  er  de  volgende  formule  aan  toe: 


«L  Ti. 

._l(-l)-(-)  /     «  =  pos.     \ 

Slechts  in  vorm  venchillen  (8)  en  (4)  van  de  formiiles,  die 
in  een  vorige  verhandeling  door  mij  op  eenvoudige  wgse  sgn 
afgeleid '). 

Vervangen  we  nu  in  (4)  a  door  —  v,  dan  kannen  we  (3) 
en  (4)  combineeren  tot  deze  enkele  formule: 

I,+ p+i  (,)  :=  ^'        J  Iv  (« Vc)  (1  -  ey  c*  de  + 

waarin  de  laatste  som  geen  beteekenis  heeft  en  dan  ook  weg 
moet  blijven,  wanneer  R(i;)>  —  1;  voldoet  v  hieraan  niet, 
dan  moet  v  =  negatief  geheel,  in  welk  geval  bedoelde  som  wel 
optreedt. 


O    Nieuw  Archief  (2)  VI,  p.  368—370;  1905. 


Door  9  te  BohrgveB  io  de  plaata  vso  v  eo  daarna  te  «leUaii : 
p  =  v  —  &  +  n  gaat  (5)  orer  in : 

It)  P         _  - 

r(v  —  ff+n  +  l)j 

o 

.^■<-"-(t) 

■•■  i  •<ir(»4.,.+ii+2)'  •  •   ■   •  w 

hierin  nu  is  v  unUèkeurig  aan  te  nemen»  n i»  0, 1,  2, . . .  onder- 
steld |  terwgl  door  9  aan  één  der  volgende  voerwaarden  moet 
worden  voldaan :  Ie:  —  1  <  R(<r)<  R(v  +  «  +  1)»  i»  ^^ 
geval    de    laatste    som    wegblgft,    2e:    9  =  negatief   geheel 

<R(v  +  «4-l). 

Yefmenigvuldigen   we  thans  beide  leden  van  (6)  met  a^  en 
sommeeren  we  daarna  over  n  van  O  tot  oo ,  dan  komt  er: 


««o  ^2 


+V+M+1 


+  2''-2,„ir(i..+v+ii+2)'   •   •   •  ^^ 


100  we  de  volgende  onderstelling  maken: 


^^'^'SrCv-Xn-H)!!-)'-   •   •   • 


(8) 


Met  behulp  van  deze  aitdmkking  konuen  we  echter  aan  de 
som  in  het  rechterlid  van  (7)  een  andere  gedaante  geven ,  we 
kunnen  er  dan  n.1.  het  volgende  voor  schr^^en: 

jLf  m!         iL'r(«+v  +  n  +  2)\2/ 


—9—1 
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loodat  we  ten  slotte  komen  tot  het  volgende  reealtaat: 


1    ■~^'(-- 1)"«»  d-«-»»-« 


-^i^ZVl!  .fo^.-i'-'/^»)>--ffl 


»wO 


waarbij  gebruik  gemaakt  is  yan  (8) ,  voorts  v  geheel  wiUékewrig 
is,  en  9  voldoen  moet  aan  één  der  voorwaarden: 

■ 

P:  -*  1  <  R((r)<  R(v+  1),  in  welk  geval  de  laatste  som 
weg  blgft, 

2^1  9=  negatief  geheel  <  R  (v  +  1). 

Stellen  we  nu  in  (I):  (r  =  v  en  verbinden  we  hieiaan  de 
voorwaarde:  R(v)  >  —  1 ,  dan  komt  de  uitdrukking  (l)  van 
NiBLBBN  voor  den  dag,  terwijl  (8)  overgaat  in  (2). 

3.  Zooals  reeds  opgemerkt  is,  kunnen  de  versohlUende  ont- 
wikkelingen van  functies  naar  Besselsche  functies,  die  ons 
bekend  zijn,  nu  dienen  om  met  behulp  van  (I)  waarden  te 
vinden  voor  bepaalde  integralen,  waarin  Besselsche  iuncties 
voorkomen. 

Tot  eenige  voorbeelden  willen  we  ons  bepalen  en  stellen 
daartoe: 

!«:  a^j,  =  2  ( —  1)»  en  ou^i  ==0,  waardoor  het  eerste  lid  van 
(I)  voor  vs=0  wordt: 


CD 

^  2  (—  !)•  lu+i  {x)  =  sin  x, 


HBO 


en  kiezen   we  nu :  <r  ==  —  1  en  ^  =  O ,  dan  krijgen  we  volgens 
(8)  respectievelijk: 

-^(-^  =  2]|:L_L(_)    =2  cos-, 

«    • 

zoodat  na  substitutie  dezer  waarden  in  (I)  ontstaan :  . 
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O 

ƒ!              -—          fx  —  CX\                 1 
I^ (xVc)  008 1 — ^- — 1  dc  =  —  sin  o? (10). 

o 

2«:  at»=  (—  1)" csn  en  at»^.i=^0;  hierbg  wordt  ondersteld: 
fi.=  2,  zoo  n^O,  en  co=l.  Voor  het  eerste  lid  Tan  (I) 
Tinden  we  nu ,  wanneer  v  =  —  1 : 

co 

S  (-  l)«e»,I$,(a?)  =  C08iC,   . 
terwijl  Tolgens  (8) ,  zoo  we  ons  bepalen  tot  ^  =  —  1 : 


Voor  V  =  1  daarentegen  krggen  we : 

S  (—  l)"tft,Iaii-»-t (^)  =  lo (*) -  Ij (a?)  —  008 «, 
en  wanneer  dan  9  =  0  genomen  wordt: 

/(a?)=  Z^  ~  -Tiv,  l-TT      =  —  MO  -t: !• 

-Sj(2n4-  1)!\2/  a?  2 

Snbstitueeren  we  deze  Terschillende  waarden  in  (I),  dan 
Tolgen  na  eenige  herleiding  de  integralen: 

ƒ1,  i^yn,  00,  C-^)  i|  =  1  ƒ',,  (,  KcT  iL  + 

O  o 

2^1  1 

+  —  cos— cos  o?  — , 

X         2        X  X 

f  lo  {x  VcYbiu  (^^^)  de  =  ^f\  (x  V€){1  -  c)  de  + 

o  o 

H lo  (*) Ia  (x)  —  -r-  cos  X. 

X  X  X 

De  waarden  van  de  bepaalde  integralen,  voorkomende  in  de 
rechterleden  volgen  gemakkelijk  uit  (I)  door  achtereenvolgens 
te  snbstitueeren: 


IM 

if  =  — 1,  <r  =  — 1,  ao=lj  a,  =  0  voor  «  > O, 
v=l,       <r  =  0,       00=1,  o, «"O  voor  «  >0; 
na  eenige  herleiding  vindt  men: 

O 

j'l^ixVófil  ^  e)de  =  ^I^ix), 
o 
loodat  de  voorgaande  betrekkingen  overgaan  in: 

^I,(«l^cToo.(^)^-^oo8|—i-oo8«~-i-I,(.).(il) 
o 

f  To  i»  Ve)  nn  1 — ^ — |  rfc  =  —  lo  («) cos  »  .  .  .  .  .  (12). 

o 

üit  (9)  en  (11)  laten  rich  nog  herleiden: 

(  Ii («  Ve)An^*  -^=  —  sin  -^  |1  +  cos*—  Io(fl^)ï  .*  .(13) 

j  2      Y  c         X  2 

o 

/^-.-y —      ca?      de         2         1         a? 
I,(#Kc)0OBy   p==— —  —  008~{1— COB»-hIo(«)r  (H) 

o 

evensoo  nit  (10)  en  (12): 

/'lo(«l^^sin^.  dc=— cos-J- n^Io(*)!   ...(15) 

O 

Io(*Kc)oo.— .  (fc  =  — rio^M  +  Io(»)l  •  .  •  (!«)• 

^  X  A 


8«.    aai=  (—  !)•  (v  +  2»  +  1)  en  a^^i  =  0.    Hierdoor  gaat 
het  eerste  lid  van  (I)  over  in : 

2  (-  l)-(v  +  2n+l)I.+a.+i(x)  =  Y.lv(a?)0, 


1)    KuftSBK  p.  210,  (8). 
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terwgl  Tolgeas  (8): 

V  (-l)"(v  +  2n  +  l)  /  M^  . 

Nemen    we   du  :   9  s  -   1  en  bepalen  we  ons  yerder  tot  de 
gevallen:     v  =  0  en  v=\,  dan  vindt  men  respectievelgk : 

/•(ic)  =  ooBy  en  ^(a?)=  — sin  y, 

zoodat  we  na  substitutie  dezer  waarden  in  (I)  achtereenvolgens 
vinden  de  integralen: 

rK  /   -.x-r-      ix^cx\  (l ^ c)dc       2         X         2  -  ,  .      ,.-. 
/l.(xVc)cos(-2--)-^  =  -cos-^-Io(a.)...^^ 


—  ._/a;-  ca?\  (l-c)d(?        2    .     «        2 

-.^i —  =  —  %\Tï-z Ii(«).(18) 


( 
o 


J    ^^  \    2    I       Ve  X         2        X 

o 

waaruit  zich  nog  laten  herleiden: 

/•^  •  .  ,y —       Cicd  — c)dc     2        X  2        x 

■f  I,  {xVc)iAn-}-^ ^_oo»-I,(aj)--siny  ro(^).(19) 

/^» .  ,x-T       ca?   fl  — c)dc      2       2      a?  2      x 

I»(*Kc)  cos  y .  5-^  ==  -  -  %in I T,  («)- -oo8|To(a.) . (20) 


De   integralen   van   (9)  en   (]8),  (11)  en  (17),  (18)  en  (19), 
(14)   en   (20)   leveren    nu  reepeotieTelgk  weer  op  de  volgende 
1  betrekkingen: 

/*  j5 «_  M»  o  1 

li{xVc)aal-~—\.Ve  de  =^  —  1^  (x)  -  —  sin*.  .  .  .  (21) 
12/  X  ,x 

/^                 y X   —  CX           y—                  1                                   1 
I,  (a?Kc)  cos  ( — - — \.Kcdc=  —  Io(a?) cosa;   ....  (22) 
ëé        I                         X                        X 

o 

I,  (a?  Vc)8in—- .  Kc  de  =  —  sin  --  Iq  (a?)  + 
•   .  2  a?  2      . 

o 

1  x 

-f  —  cos  —  J  sin  a?  —  21,  {x)\  .  (28) 

X  a 


/ 
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Ii  {zVcyeoB-—  .V7dc=^ —  008  -—  l0(a?)  — 

2  X  2 

—  —  dn  -|-  Imb  »  —  21,  (x)\  .  .  (24) 

4*:  ai«=  1  en  a%,+i  s  O,  waardoor  het  eerate  lid  van  (I)  Toor 
VS—  1  overgaat  in: 

2lft.(«)-ifl-Io(«)l, 

•«=0 

lorwgl   Tolgenfl   (8) ,   soo   we   ons    bepalen    tot   <r  =:  —  2    en 

9  SS  —  1    FBSp.  : 

//  ^     ^     "^)  2    .    ix       .,  ,     ^    (t)  ir 

^^^     jji^r(2n+2)     te        2     ^^^    ^r(2«+l)  2 

Snbstitueeren  we  deze  Terachillende  waarden  in  (I),  dan  krg- 
gen    we,   asoo  we  nog  stellen:  x  —  ty,  de  volgende  integralen: 

l'l.C^V'^rii.  (?^-^)  .^«ijooe|-  +  Io(iy)- 1  j -rin|-.(25). 

I 

Ii(V>^cTco.(?^).^  =  -l|2cos|+  .  .  .  (26). 

6»:  afc  =  (— 1)»(     *|  en   as^+i^O;   het   eerste   lid   yan  (I) 
wordt  dan: 


tervgl  volgens  (8)  voor  o  =  v. 


'~èr    r(2«+l)  \2/         r(i)i^«!r(2n  +  l)l2/ 


=  JLvJz!_=— I  /^\ 

^'rtS  2»«n!n!      V^T  "U/ 


^)    KiBLsaif ,  pL  910,  (4). 
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Wcnneer  we  nu  deze  waarden  in  (I)  substitaeeren ,  krggen  we : 

o 

_  ±  "V'  (Zil*^  '^ '   I  (i  1.]  (27) 

2v«    ZiT     22- m!    (ir-— -1  °V   2/ ^    '' 

Hierin  moet  R  (v)  >  —  1  ^  of  v  =  negatief  geheel ,  in  welk 
laatste  geval  alleen  de  som  in  het  rechteriid  optreedt. 

Door  yerschillende  waarden  aan  v  toe  te  kennen  kan  men 
uit  (27)  verschillende  integralen  afleiden.  Yoor  de  navolgende 
waarden :  v  =  —  ^>if}il>Oen  —  1  vindt  men  met  be- 
hulp der  betrekkingen: 

L*(y)=|/—  <508 y,  U (y)=|/—  siny,  en  I, (jf)^\  —  [^  -coeyj 

7  y  9  9 

na  eenige  herleiding  achtereenvolgens: 

O 

/ro(.'^)sin«V^c-:dc  =  .l/^I,(^)l,(^)  ...  (29) 

O 

ƒ '■.m-'"- K.-*™l/I..(|  ji U (|)-.,(|)|(3«> 

O 

ƒ  \  (.•  ^)  I.  (.  V^VTdc  =  ^  ain  f  I.  (|-)  .  .  .  (31) 

O 

/y^^)lo(xV^cT.f.  =  ?^ain^Io(-f-) (32) 

O 


4.    Deze   toepassingen   van   formule  (I)   zullen  we  niet  met 
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andere  vermeerderen;   in  de  plaats  van  (!)  sallen  we  nu  eene 
andere  stellen ,  die  zioh  bezighoudt  met  reeksen  van  den  vorm : 


t^d)' 


*V4-.+l  W  » 


waarvan  er  ons  ook  eenige  bekend  zgn. 

We   vermenigvuldigen    daartoe  beide  leden  van  vergelijking 

(6)  met  bn  \—j  en  krijgen  dan  na  sommatie  over  n  van  O  tot  oo : 

i,  b.  (^)X+H-i(*)  -  (y)"  "*''flM.xV^f{xVT^)  a-cy-'  «•"  (fc  + 


ife  "  ;&  mir(m-\-H  +  v  +  2) 


(84) 


io  de  onderstelling,  dat: 


X 

2—  , 


^'»>=Sr(.-.';.+.)(T) (»>• 

stellen    we   in  de  integraal  van  (S4)  voorts  e  =  oos^f ,  dan 
krijgen  we  het  volgende  resultaat: 

^  *"  (  y)  '''+*+^  ^*^  ~ 

—  /     Iff(»cosf)/(a?sinf)sin«»-«^+ï^co8H-l^(i^  + 
o 

+  Z ;;;!         èfr(m+n+v+2)lT)  •  •  ^"^' 

waarin 9    evenals   bg    (1),  weer  v  geheel  willekeurig  is,    terwgl 
door  a  aan  één  der  volgende  voorwaarden  moet  worden  voldaan: 

!•.    —  1  <  R  (<r)J<  R  (v  -t- 1)1,  in  welk  geval  de  laatste  som 
wegblijft, 

2^.    9  =  negatief  geheel  <  R  (v  +  !)• 

5.    Ook  van  deze  formule  kan  men  soortgelijke  toepassingen 
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geyen   als   Tan   (I),    hetgeen   we   door  een  paar  voorbeelden 
sollen  aantoonen.    Stellen  we  daartoe 

1«:  &»s=  — -;  het  eerste  lid  van  (II)  gaat  dan  over  in: 
terwgl  volgens  (35): 

fCI  - 1  .ir(.-UM)  (ff  -  (i)'" '-  («" 

de  som  in  het  reohterlid  van  (II)  wordt: 

-^  <-"-(t)        ^         .        (A-_ 

Deze  waarden  gesabstitaeerd  in  (II)  en  gesteld:  v  =  v-|~4>« 
geeft  na  eenige  herleiding: 


♦»»«•+<» 


2«+P+i  r  (*+p+2) 


W 

M  Itf(a?eoa^)I^(ta?Bin^)cos^+^  ^sin^+^^eal^ 
o 

Hierin   moet   R  (p)  >  —  1    en  <r  voldoen  aan  één  der  voor- 
waarden : 

1*:  B(<r)  >  —  1,  in  welk  geval  de  laatste  som  wegblijft, 

2^:  9  =  negatief  geheel. 

Ingeval  B  (9)  >  —  1  is  (36)  gemakkelijk  te  herleiden  uit 

NiBLSBN,   p.    181,   (7).     Wg    kuitnen   eohter  in   (34)   ook 


^)    KnLSBM,  p.  97»  (6). 
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negatieve   geheele   waardea   aan    <r  toekennen;   zoo  volgt  b.v. 
voor  tf  =  —  1 : 


I 


lp  {ix  sin  f)  I|  (x  008  ^)  0in^+^  ^d^  ^ 


2* :  6,  =     .    / -r.  waardoor  het  eerste  lid  T»n  (II)  wordt : 

.      «lr(|>+«-t-l)' 

terwgl  volgens  (35),  zoo  we  stellen:  p  =  2v  —  a  +  2 : 

Bepalen  we  ods  thans  tot  het  ^eval  R  (a)  >  —  1 ,  zoodat  de 
laaUte  som  in  het  rechterlid  van  (II)  wegbigft,  dan  krggen 
we  bg  substitutie  dezer  waarden  ia  (II)  na  eenige  herleiding: 

f  *Ie{x  COS  f)  Uv  ^tf+s  {ix  sin  f)  cot'+^  ^d^  =» 
o 

t8»'-^+»r(v-<T-hl)   af 


r(v  +  2)  2^+1 


Igy    <r|2  (x) , 


/  R(v)>-1  \       . 

\R(y+l)>R(^)>-l'       ^      •      •      • 


(38). 


TJit  deze  betrekkiog  kuQueo  we  verschillende  andere  afleiden 
door  verschillende  waarden  aan  v  en  9  toe  tè  kennen.  Maken 
we  gebruik  van  de  betrekkingen : 

I-l(y)=|/— oosy    en    U(if)=y  —  siny, 

f  wtf  ^y . 

dan    yinden   we,    zoo   we  nemen :  2i;  =  9  —  f  en  2v  =  9  —  | 
na  eenige  herleiding  respectievelijk: 


>)    KmsBir,  p.  288,  (1). 
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/       I<r  (op  008  ^)  C08  (tX  810  ^)  ^    O^  =  . 

J  vAn^ 

"TÏÏ4Ï;^^2Sr  «-*'  (-i>R(-)>-i) .  (39) 

ƒ*  U  (op  C08  ^)  sin  (ix  dn  ^)  ^  c^  = 

Kaiii  é 
o  ^ 

(39)  +  •  X  (40)  geeft  ons  oog : 

pI,(xoo8#)r-^i^Si-d#» 

-^li^«— FUilf!-4(-'>«-'>-'>-(«> 

Zoo  we  in  (88)  nemen  a=  ^i^  2v=p  —  f  en  <r»^,  Svaap  _  |, 
krggen  we  achtereenvolgens: 

/*L(ta?8iné)oo8(a?oo8é)    ^J_  = 

-»'^2r(tp+^  ïp(^)^  (R(P)>  -i)  >    .    (42) 

ƒ  ^  lp  (i«  sin  ^)  sin  («  008  ^)   ^  ^   iff  « 

"*'^^^r^^  •  •  (48) 

(42)  ±(43)  Toert  one  tot: 

ƒ  ^  lp  (fe  8in  ^)  sin  (^  :^  a;  oos  f)       ^     s=r 
if  Kon^ 

'^^  ^  IfMÏH^     2  ïmITH)!*  (R(p)>i)  •  (44)- 
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Uit  (42)  volgt  nog  Yoor  p  =  (: 


d(^  iir 


/ï                                                                                €»A                 IW 
BiQ  (tx  aio  ^)  oas  {x  cos  ^)  -: =  —  sin  x (45) 
SIQ  0           2 


sm  0 
o 


6.  Niet  onbelangrijk  is  ook  de  formale,  die  men  krijgt  door 
beide  leden  van  (6),  na  vermenigvaldiging  met  Cni  —  1  ,  te  som- 
meeren  over  n  van  O  tot  oo ;  wanneer  we  dan  nog  stellen  in 
de  integraal:  c  =  oo8^^,  komt  er: 


^C,{~)   r.'+»+l(«)  = 


je 

2         o 


(f) 


»H"^'  (- 1)-  /ar\»"  v^  c. 


w»aneer  ondersteld  wordt: 

fM  =Z  F? — T;rrri^ (*«> 

In  (III)  is  weer  v  ^«A^W  tcUleheurig  ^  terwgl  a  voldoen  moet 
aan  één  der  voorwaarden: 

!•:  —  1  <  R (<f)<  R (v  +  1),  in  welk  geval  de  laatste  som 
wegblgft,      . 

2«:     <r  =  negatief  geheel  <  R  (v  +  1). 

De   toepassingen    van   (III)  zijn  van  niet  minder  belang  dan 

die  van  (I)  en  (II).     Stellen  we: 

(-  i)«   /  A  \a» 
1®:    c«  = j — j — I  ,    dan   gaat   het   eerste    lid  van  (III) 

over  in: 

t  ^  (I)"  (t)'-'-  w  =  ,7==^  ■'«  c^)  ■>  • 

')    Nncnir,  p.  8,  (8). 

12 
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terwgl  Tolgens  (46): 


A.)-£,-n;<jEfe(^r-ÈP'-'->' 


de  som  in  het  reohterlid  ran  (III)  wordt: 


IjlV^  -^'  en-  M»"  f^      (-1)-      /_*_\*- 

\2  j        Zj     ml    \2  I    éo  «Jr(m-fn+y-»-2)\^2  / 


Substitaeereii  we  deze  waarden  in  (III)  en  stellen  we  v^^+p , 
dan  Tolgt  na  eenige  herleiding: 

p  Is  {x  COS  ^)  lp  (A  sin  ^)  cos^^+i  ^  sinp+l  ^«I^  2= 

o 

-j^l''^(f)"(f)"'-'«(')---(^'^ 

Hierin  is  B  (p)  >  —  1  en  9  gebonden  aan  één  der  yoor- 
waarden: 

1«:    B(<r)  >  —  1,  in  welk  geval  de  laatste  som  wegblgft, 

2« :    9  =  negatief  geheel. 

Indien  we  ons  bepalen  tot  B  (<r)  >  —  1 ,  stemt  (47)  volko- 
men overeen  met  Niblsbn,  p.  181,  (7)  -  200  we  daarin  nl. 
lezen  y^  voor  yp  — ;  'teerst  werd  die  uitdrukking  gegeven 
doar  SoKiN  (Mathem,  Annalen ,  Bd.  16 ,  p.  36 ;  1880).  Langs 
geheel  anderen  weg  afgeleid,  geeft  (47)  ons  ook  de  waarde 
van  diezelfde  integraal ,  zoo  a  negatief  geheel  is. 

Yoor  p  =  —  ^enp  =  i  gaat  (47)  na  eeuige  herleiding  over  in : 
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f  ^lif(x  ooa  p)  cos  (h  sin  f)  008''+^  fd^  » 
o 


f  ^U{x cos ^) sia (A sin  ^)  coe<^+i sin  ^^  = 
o 


, —  — «— i 


"^f  5: '-^(f)- (f)- .-.-(»)•(«). 


A'+* 


Nemeii  we  in  (47),  (48)  en  (49) :  A  =  a;,  dan  krggen  we  resp.: 

f^hrix  008  ^)  lp  (a?  008  ^)  008*+^  ^  siüH-L  ^d^  = 

o 

1 


2     i     X 

—  (T-l 


U+p+1  (a?  K  2)  - 


f^U{x  008  ^) 008 (;r  8iQ  ^) coa^'+i  ^d^  = 


o 


|/^ ! I.^»  (- V^2)  -    g(_.^-(^)-W.-Mw|    .(51). 


/ 


ir 
2 


Iff  (x  C08  ^)  sin  (x  sia  ^)  cob<^'^i  ^  sin  <pdf^  = 


=  ]/it'-*»<"'^>-  §  4;;r  (f  )"'—+"•)  I  •  <'^'- 


12* 
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Voor   h=zix  gaat   (47)   orer   ia   (36),    terwijl  (48)  en  (49) 
daardoor  overgaau  in: 

ir 

l^l,{x  COS  ^)  008  (ix  sin  ^)  cos''  +^  ^d^^  -^ 


-tf-i 


1  f^y^' 


•     (5S) 


ir 
2 


-y 


M  Iff  (a?  008  ^)  aio  (ix  sin  p)  C08*+^  ^  ain  ^^^  = 
o 


"2 


.    (54) 

2«tr(<f+|)     i'+i    jf^     ■■"  ■'  ' 

2«:    c,=  r(v-t-n);  hierdoor  wordt  het  eerste  lid  vaa  (III): 


00 


s  r  ("+») 


(—)'!.+,+,  («)  =  (^)''    -r(v)i^i  (*)').{R(v)  >o), 

3>  " 


terwgl^olgena  (46): 


^^*^~;Sr(v-<r-hn-hi)*^  -r(v-<,-hi)iè(«'-«r+i)'^ 

We  kunnen  na  de  volgende  gevallen  ondersoheiden : 
a)  <T  =  v.  daü  /(*)  =  r(v)  2^  ^  «»•  = 


(!-»*)' 


.  (W<i); 


ft)  V  =  1 ,  »  =  i ,  dan : 


1     V^  1-/1  2    v^ 


A«4   .    .   •   •    ^91 


m)  s  ¥■'  ~    Ki^  sr  8.5 . . .  (2«-i-2) 

2    are  sin  a; 


a««..= 


Kir  «Kl— *» 


,(W<1) 


c)  V  =  1 ,  ff  =  O ,  dan  ; 

;r(^)  ,  V  |1. -^  ^  £^L_  =  _  J- Ig  (l  _  x»),   ( 


«;<i) 


•)    ITiMM)  ArdUef  (2)  VII,  p.  89,  (5). 
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d)  V  =  1 ,  9=0,  dan  : 

^^^     n\)  éS  i'^'  éS  ^n+l-  «'«l-a;'^''^^*^' 

In  alle  gevallen  is  9  >  —  ]  ,  zoodat  bg  Bubatitatie  dezer 
waarden  in  (III)  de  som  in  het  rechterlid  wegblgft;  stellen  we 
nog  in  de  integraal  coa  ^  :=  y ,  dan  krggen  we  na  eenige  her- 
leiding reapectievelijk : 

fl  a:f-2  1 

f    ^-(^tf)y''^dV=2^ZiYC^^-   ^'-^^^)'  (RW>0)  .  (55), 

fl  1 

j    are  cos  y .  air  a;y  {/y  =  —  f  1  --  lo  (x)! (56) 

o 

/\(«y)yigydy  =  ^Mo(«)-il (57) 

o 

/   lo (*y)  y  h  r-i7f=k dy  =  -j  (»-««•  ')•    •    (68). 

o  1  -  K  1  —  j'  r 

Daar  Ig  ]  "^  , .V^X  =  2{Jy  (1  4  VüTp)  _  tyy| ,  volgt  uit 
1  —  K  1  —  y' 

(67)  en  (58): 


/ 
/ 


2 


'io(«y)yig(i  +  v'i-^)rfy=  — }r„(«)-co8»i«|.   •   (69). 

Ea  trekken  «e  van  deze  integraal  die  uit  (68)  af,  dan  komt  er : 

'  ïo  ('y)  y  ig  (1  -  yï^)  ''y  =  4  Ho  (*)  -  sin»  4^^  -  M  .  (60). 


BI  e 


SUB  UN  THÉOSÈME  DE  LA  THÉOKIE  DES  DÉTEEMINAKTS, 


PAR 


C.  VAN  ALLER. 

(Breda.) 


Sous  Ie  titre  ci-dessus  (voir  p.  38)  M.  W.  Eipteth  demon- 
tre  qu'un  détermiDant,  dont  les  éléments  satisfoiit  k  cer- 
taines  coDditions,  citées  daDs  cette  article,  se  reduit  k  zero. 
A  eet  e£fet  Tauteur  décompose  Ie  determinant  en  détermiDauts 
mineurs,  en  appliquant  sa  methode  k  un  determinant  du 
septième  ordre. 

Je  me  suis  posé  la  question  si  la  démonstration  de  Ténoncé 
du  théorèroe  ne  serait  possible  sans  la  décomposition  du  deter- 
minant; celle  ei  ezigeant  toujours  quelques  calculs  et  ne  pouvaijt 
ètre  facilement  exécutée  que  pour  un  determinant  d*un  ordre 
non  élé?é.  Après  avoir  réussi  è*  trouver  une  démonstration 
simple,  conforme  è*  la  condition  désirée  et  aprés  Pavoir  com- 
muuiquée  è*  M.  Eaptetn,  je  veuz  bien  roe  rendre  k  son  invitatien 
en  publiant  ici  la  démonstration. 

Considérons  d'abord  un  determinant  dont  tous  les  éleménts 
sont  zéros  k  1'ezception  des  éleménts  de  la  diagonale  principale 
et  des  deux  diagonales  adjacentes ;  \e  dis  qu'on  peut  multiplier 
les  éleménts  de  Tune  des  deux  dernières  diagonales  par  un 
nombre  quelconque  m,  pourvu  qu*on  divise  les  éléments  de 
l'autre  diagonale  par  ce  nombre.  En  effet  si  1'on  multiplie  les 
régies  (colonnes)  consécutives  par  les  termes  de  la  série  1,  m, 
nt*...  m^',  respeoti vemen t ,  k  étant  1'ordre  du  determinant, 
on  n'a  qu'  k  diviser  les  colonnes  (régies)  consécutives  par  les 
mèmes  termes  pour  modifier  Ie  determinant  de  la  maniere 
désignée  sans  que  sa  valeur  soit  cfaangée. 

Maintenant  considérons  Ie  determinant  proposé  par  M.  Eipteth; 
en  vertu  de  la  remarque  précédente  on  peut  permuter  les  fac- 
teurs X  et  fA  des'  éleménts  des  diagonales  de  part  et  d'autre  de 
la  diagonale  principale.  Ensuite  on  peut  changer  les  signes  de 
tous  les  termes  de  ces  deux  diagonales,  ce  qui  revient  au  mème 
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que  8i  Ton  mnltiplie  lee  termes  de  Tune  de  ces  diagonales  par 
— 1 ,  et  qne  Ton  divise  les  termes  de  1'autre  par  —1.  Aprös 
ces  modificatioBB  renversons  l'ordre  des  régies  du  determinant 
et  l'ordre  des  colonnes;  Ie  determinant  qui  vient  aura  tous  les 
éleménts  égaux  k  ceux  du  determinant  proposé  avec  les  signes 
contraires. 

La  yaleur  du  determinant  n'a  cependant  pas  changée;  parce 
qu'il  est  d'ordre  impair,  il  est  égal  k  zéro. 


Fl 


SCK  IKË  FOBMULE  DE  GAUGHY, 


PAB 


W.  KAPTEYN. 

(Utrecht). 


DaD8  Ie  ^FeBtschrift  zur  Feier  der  hundertsten  Wiederkehr 
des  Oeburtstages  von  C.  6.  J.  Jacobi  ')"  on  Ut  que  Jacobi 
dan  un  billet  adreesé  k  Bsssbl  lui  fait  part  de  la  formule 

OT*^-/-     ^^  12    •     Siru  5irt«  \ 

Bin  am  («,  K)  = — — 

VK    1  -  22"  cos  J5  +  238^  coB  15^  -  . 

oii  q^e  ^.  Il  paratt  que  c'est  ici  qui  Ton  rencontre  pour  la 
première  fois  la  fouction  transcendante  &.  Quand  on  fait  atten- 
tion  k  la  date  de  ce  billet  ,,Mars  1828,"  il  sera  peut  étre  digne 
de  remarque  que  cette  fonction  se  présente  déjit  dans  un 
mémoire  de  Cauchy  inséré  dans  ses  Exercices  de  Mathématiquea 
de  1'année  1827.  En  même  terops  Cauchy  donne  une  formule 
remarquable  qui  n'est  autre  choee  qu'une  transformation  lineaire 
de  la  méme  fonction  d. 

En    effet  dans  TArticIe  „sur  les  fonctions  réciproques"  Anc. 
Exerc.  de  Math.,  p.  156  on  trouve  les  deux  formules  suivants: 

a*  [i-f  «-"-f  t-*^'+  «-••■+..]  =  6*  [i-f  *"*'+«-^*"  +«-»*•+..] (89), 

a*  [i  +  e"«'  cos  2au  +  6"**"co8  4au  +  . .]  = 

=  i  6*  [e-  •"  +  e-(*-*)"  +  «-(*+•)•  +  ..]...  (90), 
oü  les  quantités  a  et  b  sont  liées  par  l'équation 

ab  =  TT. 

^)      1'.    KöKIOSBeROVR. 
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La  première  de  ces  formules  s'ócrit  dsDS  les  Dotations  des 
MM.  Tahhsry  et  Molk  yEléments  de  la  Theorie  des  FonotioDs 
elliptiqnes'* 

^3(0/r)=5:^&,(0/-— ) (1), 

Vr       ^  r  / 

oü 


üf,  r  <t»3  I 

8i  l'oD  pose,  en  effet 


ta» 


w 
on  aura 


3  =  e—*,   q'  =  f  «■, 
par  suite 

j&3  (0/ r)=  1  +  2e— • -h  2é?-*«*  +  2e-»«'  +  .  .  . 

&3(0/ )  =  l  +  2«     «■+2*     ••+2e     ••+... 

En  iDtroduisant  ces  valeurs  dans  Téquation  (1)  celleci  prend 
la  forme 

1  +  2e—*  +  2é-*-*  +  2e-»«'  +  .  .  .  = 

=  —  Il  +  2e    ••  -I-  2e     ••  +  2e     •"+..., 
a     ^  ' 

qui  est  ideofique  a?ec  la  formule  (89)  de  Cancby. 

Quant  it  la  seconde  on  la  déduira  aisément  de  la  formule 

d,(vlr)  =  ^e      -   ^,[—     -— j (2), 

en  posant 

au  ia^ 

V  =  — ,    r  =  —  etc. 

TT  w 
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En  cfiét  on  ft 

;»,  (r  ƒ  r)  =  1  +  2*— •  coB  2a«  +  2«-^co8  4ati  +  2r-«**co86aii  +. . . 

—\ 1  =  1+0     ^   e'^  +  ê    '^  ê»   +e     ^'  e*    +  ... 

T  \        r  / 

+  «••«     •+«     ••«     •+«     *"«     •4"... 

+.-(-v)'+.-(-^r+.-(-^)"+...]. 

par  cooséquent ,  d'aprèe  réquation  (2) 

1  +  2e-^  cos  2au  +  2r-*^coB  4ati  +  2r-^eoB  6aii  +  . . . « 

.i^[^.+.-r7-r+.-(^-.)'+.-<'T-)-+... 
^..-(T-)'^r(^-r+.-(^-r+...]. 

qui  fl'acoorde  avec  la  seconde  fornmle  de  Cauchy. 

On  lit  encore  dans  Partiele  cité  que  les  formalee  (89)  et  (80) 
ont  attirées  Tattentiou  de  Laplace  et  de  Poisson,  et  qne  la 
première  formule  a  été  signalé  déjè  par  Cauchy  dans  Ie  Bul- 
letin de  la  Société  philomatique  d'aoAt  1817. 


E5 


EENB  INTR6SAAL,  DIE  BETSEKKIKO  HEEFT  OP  EENE 
ALGEBRAÏSCHE  YEBGELUKIfia, 


SOOB 


J.    C.   KLÜYVBR. 

•  (Leiden). 


Een  bekend  yraagsink  der  kansrekening  leidt  tot  de  bereke- 
ning Tan  eene  TeelTondige  integraal,  die  de  eoëfSciënten  eener 
algebraïsche  yergelgking  tot  veranderlgken  heeft,  en  waarren 
het  integratiegebied  wordt  bepaald  door  de  yoorwaarde,  dat 
alle  wortels  der  vergelgking  bestaanbaar  sgn. 

Als  Tan  ieder  yan  n  waamemingsfouten  de  frequentie  bepaald 
is  door  de  vergelijking 

kan  men  vragen  naar  de  kans ,  dat  de  som  der  fouten  gelegen 
IS  tnsschen  a  en  a  +  Aa.    Die  kans  is  gegeven  door  de  integraal 


(v^n 


. .  dxx  dx2  .  .  .  dxn  e-*^^  , 


200  geïntegreerd  wordt  over  alle  waarden  van  o^ ,  o:^,  • .  • «», 
wier  som  ligt  tnssohen  a  en  a  +  Aa. 
Snbstitneert  men 

a 

n 

dan  kan  dezelfde  kans  uitgedrukt  worden  door  de  integraal, 


1— j   ê     n    llldzxdZn...dz^ 


indien   de   integratie   wordt  uitgestrekt  over  alle  waarden  van 
^1  >  ^2»  •  •  ■  ^»»  vi^f  Bom  ligt  tusschen  O  ^n  Aa« 
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De  grootheden  Zg  sijn  de  wortels  der  yergelgking 

en    de   coëfflcienten   fin   dezer   vergelykiDg  kunnen  als  nieuwe 
veranderlijken   worden   ingevoerd.    De  integraal  gaat  daardoor 


over  in 


ié) 


JkV 


/ƒƒ  •  •  • 


dpr  rfft  .  .  .  d(3, 


2»h* 


.  e  » 


/3i-»«g9,«-%fc) 


waarbij  met  A  is  bedoeld  de  functionaaldeterminant 


00. 


dZn 


De  hier  voorkomende  gedeeltelijke  differentiaalquotienten 
voldoen -aan  de  betrekking 

en    met    behulp    daarvan    kan    de  determinant  herleid  worden 
tot  het  product 

±n{Zi---z,), 

dat   is    tot  den  positieven  vierkantswortel  uit  den  discriminant 

ö  (ft »  02»  •  •  0«)  döï  vergelijking. 

Ook  het  integratiegebied  is  vast  te  stellen.  In  de  aanvan* 
kelijke  integraal  moet  ieder  der  veranderlijken  Zg  elke  bestaan- 
bare waarde  kunnen  aannemen.  In  de  vervormde  integraal 
strekt  zich  dus  het  integratiegebied  uit  over  alle  waarden  der 
coëfficiënten  j3c,  voor  welke  de  vergelgking  n  bestaanbare 
tortels  heeft.  Noemt  men  het  aldus  bepaalde  gebied  O,  dan 
moet  n !  malen  over  het  gebied  Q  worden  geïntegreerd ,  want 
ieder  der  n  wortels  moet  op  zijne  beurt  eene  gegeven  waarde 
kunnen  verkrijgen.  De  eenige  beperking,  die  G  ondergaat,  is, 
dat  /3i  moet  blijven  tusschen  O  en  Aa,  een  vak,  dat  met  Aa 
oneindig  klein  wordt. 
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Iq  deze  oadentelliog  is  de  iategratie  naar  /3i  ait  te  Toeren, 
en  de  integraal  wordt 


rfax(^)"  \lVnfff..d^...dp,. 


V^im  \V^ir/  JJJ  V/JÖ(0,/i^,../j.)* 

Met  het  integratiegebied   O  is  thans  bedoeld  het  gebied  der 
coëfficiënten y  waarin  de  vergelgking 

uitsluitend  bestaanbare  wortels  heeft. 

De  bovenstaande  uitkomst ,  die  aangeeft  de  kans ,  dat  de  som 

der   n    waarnemingsfouten    ligt    tusschen    a  en  a  -^-da,  moet , 

200   men   ten    opzichte    van  a  integreert  tusschen  de  grenzen 

-  00  en  -{-  co ,   opleveren    de    eenheid ,   en  daaruit  ?olgt ,  dat 

men  heeft: 

ü!/'--^^'-'^'VD(oX..-/3.)°^-(T^r- 

G 

7oor   kleine  waarden  van  n  is  de  juistheid  dezer  integraal- 
stelling na  te  gaan. 
Yoor  de  vergelijking 


IS 


zoodat 


D(O,ft.03)  =  -40a'-2703«, 


V/  -  4/i,»  -  2703» 


O  /.+^^-AW  /.o 

wat  in  overeenstemming  is  met  de  algemeene  uitkomst. 


Mt2g 


DBS  TANÖBNTS  VOISINES  D'ÜNB  TINÖBNTB  DlNPLEnO». 


VAR 


W.  A.  VERSLUYS. 

(Delft.) 


§  L  Au  page  598  des  j^Varlêsungen  üher  Oeometrié'^  de 
Clbbsoh— LiNDBMANN  OQ  trou?e  Ie  théorème  (A)  suivant: 

Bei  fortgesêtztem  Tangentenziehên  an  eine  Curve  drifter 
Ordnung  und  dritter  Classe  von  einem  beliebigen  Punkte  aus^ 
ndhert  eieh  der  Berührungspunkt  ohne  Au  f  horen  dem  Wende^ 
punkte. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  immédiate  de  la  relation 

A,  =  -iAo, (1) 

entre   les   paramètres   \   et  Ag  d'ua  point  de  la  coorbe  et  de 
BOD  point  tangentiel)  Téquation  de  la  courbe  étant 

y  =  aa?«, 
on  bien 

«  =  A ,  y  =  dXK 

La  relation  (t)  donne  encore  Ie  théorème  (B)  suivant: 

8i  Vorigine  des  eoardonnées  est  un  point  d^inflexion  et  si 
Vaxe  y  ^=^0  est  la  tangente  dHnflexion^  Vabscisse  d^un  point 
de  la  courbe  est  la  moitié  de  Vabscisse  de  son  point  tangentiel, 
et  est  de  signe  contraire. 

Dans  les  J>age8  suiTantes  je  me  propose  de  démontrer  que 
Ie  théorème  (B)  et,  par  conséquent,  également  Ie  théorème  (A) 
est  encore  vrai  pour  une  cubique  quelconque  et  mème  pour 
une  courbe  algébrique  quelconque  en  choissant  oon?enablemeat 
Ie  point  tangentiel  et  sous  la  condition  que  Ie  point  de  contact 
soit  assez  voisin  du  point  tangentiel. 

Le  théorème  (A)  sera  encore  généralisé  en  substituant  pour 
la  tangente  d'inflexion  une  tangente  ayant  en  un  point  simple 
de  la  courbe  une  contact  d*ordre  2p. 


191 

§  2.  Soit  Paxe  o^  ^  O  mne  tangeote  d'iaflexion  d*aoe  oubique 
générale  et  soit  Taze  x^^O  uoe  des  3  tangentes  qa*on  peut 
encore  mener  k  la  cabiqne  du  point  d'inflexion.  On  peuè 
choior  l'axe  op,  =  O  de  maniere  telle  que  les  coordoaaées  d'nn 
point  queloonque  Pq  de  la  cubiqae  Boient  e^^rhnées  en  fonotion 
du  paramètre  u,  par  les  formules  suTantes: 

Soit  V  Ie  paramètre  da  point  P|.;  si  Ton  a 

Ie   point   Pq  est  Ie  point  tangentiel  da  point  P,.    On  trouTe 
facilement 

x^         snu  sn  —  2v  8n2v 


x^      cnudnu     en  —  2vdn  —  2p  cn2v  dn2v 

isnt  cnv  dnv  (1  —  k^ên^t) 


—  2 


(cnH  —  dnH  «n*r)  {dnH  —  Iflsn^v  cnh?) 
mv  (1— i>«n*p) 


cnv  dnv      /.  ^  dnh>  8n^v\  i  sn'p  «•*»/ 

\  cnH    I  \    ""         dnh>    ) 


Si  V  tend  vers  zéro,  la  fraction: 

1  _  it^ftfi^f, 


/,       dnhsnHX  I        ,    8n^vcn'^v\ 

aura  pour  limite  Punité,   puisque  dno=:0,   cMO  =  (2no  =  l. 
Done,  en  prenant  v  suf&sammant  petit 


,  ,       snu  _  ,        snv 

module —  >  module 


cnudnu  cnv  dnv  * 

OU  bien  en  désignant  par  y„  y^  ^^  Vz  ^^^  coordonnées  du  point  P, 

X  tt 

module  — ^  >  modale  — 

X^  Vn 

et  les  fractions  —  et  —  auront  des  signes  contraires.    Donc 

^3         9z 


^)      CLBBtCH-LllfDUIAKN,   loO.   Ott.  p.   604. 
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les  pointe  P^  et  P,  seront  situés  de  part  ejt  d'aatre  da  poiat 
d*inflexioQ  (O,  O,  1)  et  Ie  point  P|  ea  sera  plas  rapproché 
qae  bod  poiat  taagentiel  P^.  Le  poiat  Pi  sera  de  méme  Ie 
point  taagentiel  de  3  poiats  doat  l'aoe,  P^,  se  troave  daos 
le  voisiaage  da  point  d'inflexioa  (O,  O,  1).  Ce  poiat  P,  sera 
plus  rapproché  du  poiot  (O,  0.  1)  qae  le  sera  le  poiot  P,.  En 
oontinuant  de  la  sorte  on  détermine  sur  la  eubique  uae  série 
de  poiats  P^,  P| ,  P,  .  •  .  P»  .  .  .  etc. ,  qui  tendent  ?ers  le  point 
d'inflexion  (O,  O,  1).  Oe  point  (O,  O,  1)  sera  la  limite  du 
point  Pu,  puisque  nous  Teooas  de  trouwer 

§  S.  L'équatioa  d'uae  courbe  algébrique  C*  queloooqae  doat 
Torigiae  est  un  point  d'inflexion  et  dónt  l'axe  y  =s  O  est  la 
tangente  d'inflexion  est  de  la  forme  suivante: 

O  =  y  -f-  Oxxxy  +  «oay*  +  «ao**  +•  «ai«*y  f  etc.    .     .  (1) 

L'équation  de  la  tangente  k  la  courbe  dans  un  point  P|  (X|,  yi) 
voisin  de  l'origine  est  donc : 

O  =  » {a^^y  -h  3a,o«,»  +  Aa^x^^  +  etc.) 

+  y  (1  -h  a^^x^  -h  2a^  H-  aj,a;,*  -h  a^^x^^  +  etc.)     .     .    (2) 

+  1  (»  -  1 )  yi  +  (»  -  3)  a,o«*  +  e  te  { . 

P,  (X| ,  y,)  étant  un  point  de  la  courbe  (1)  on  aura 

yi  =  -  öW^'  +  öto (3) 

8i  donc  Xx  est,  par  supposition,  un  infiniment  petit  du  premier 
ordre,  yt  est  infiniment  petit  d'ordre  3.  Dans  Téquatioa  de  la 
tangente  (2)  oe  sont  écrics  que  les  termes  de  Tordre  1 ,  2  et  3. 
En  négligeant  les  infiniment  petits  d' ordre  supérieur,  l'équation 
de  la  tangente  de?ient,  en  tenant  compte  de  la  relatioa  (3): 

Eliminant  y  entre  (1)  et  (4)  on  obtient  une  équation  en  x^ 
donnant  les  abscisses  des  points  d'intersection  de  la  courbe  aTec 
sa  tangente  en  P,  (xx  y  Vx)* 


1U8 

Soit  Ie  résultat  de  cette  élimination  l'équation  suivaDte: 
O  =  Ao  +  Ai«  +  k^x^  -f-  Ajir'  etc. 
on  vérifie  facilement  que 

A^  =  +  2a^^^  -\-  termes  eii  x^  d*ordre  supérieur; 
A,  =  —  Sajoar,*  4-  etc. ; 
Aj  =  —  3^/30»-,^  -(-  etc. ; 

Les  coefficients  A^^  Ay^  et  ^4^  ^^°^  ^^"^  ^^^  ^^^^''^^^^^  P®^^^^ 
respecti vemen t.d'ord re  3,  2  et  2,  cequi  démontre  que  3  racinca 
de  réquation  en  x  sont  des  infinimeDts  petits.  La  partie  prin- 
cipale du  coëfficiënt  A,  étant  -V  a^^  Ie  produit  des  {n  —  3) 
racines  fioies  est  ±  a^.  Le  produit  des  n  racines  étant 
zn  Aq^=^  iz.  2^^oa?|^  le  produit  des  3  racines  infiniment  petits 
est  —  2xi^  Deux  des  racines  infioiment  petits  étant  évidem- 
mant  x^ ,  la  troisièoie  est  —  2r^. 

On  obtient  encore  ce  résultat  en  remarquaot  que  A2  est  un 
infioiment  petit  d'ordre  2,  cequi  exige  que  la  somme  des  3 
racines  infiniment  petits  est  zéro;  2  de  ces  racines  étant  Xi, 
la  troisième  doit  étre  ~  2x^. 

Cequi  démontre  le  théorème: 

Si  Vaxe  des  X  est  h  Vorigine  une  tangente  cPinflexion  cPune 
courbe  algihrique^  une  tangente  infiniment  voisine  rencontre  la 
courbe  dans  un  point  d'abscisse  —  2xi ,  Xi  étant  Vabscisse  du 
point  de  contact  de  la  tangente, 

L'origine  des  coordonnées  se  trouve  dono  entre  Ie  point  de 
contact  Pi  (a-J,  y,)  et  le  point  tangentiel  Po( — 23?,,  — 8x,^). 
Le  point  P,  sera  de  même  un  point  tangentiel  du  point 
Pj  ( —  ir, ,  —  i**!^)-  Le  point  de  contact  Pj  d'une  des  tangentes, 
qu'on  peut  mener  du  point  P,  k  la  courbe  C",  se  trouve  donc 
toujours  entre  le  point  d'inflexion  (O,  0)  et  le  pont  tangenticl  Po 

En  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieor  on  auni 

OPq  =  20P, ,  OP,  =  2OP2,  etc. 

En  choisissant  convenablement  les  points  de  contact  et  en 
partant  d'un  point ,  qui  ne  soit  pas  trop  éloigné  du  point 
d'inflexion  Ie  théorème  (A)  du  §  1  est  donc  vrai  pour  toute 
courbe  algébrique. 

13 
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§  4.    Aa   §   3   Ie   point  P,  est,  par  supposUion,  infiatment 

Toisin   du    poiot   dMnflexion   O.     Suppoeons  maiDtenant  que  Ie 

point  de  contact  P,  s^éloigné  du  point  O.     Le  point  tangentiel 

Pq,  8*éloignera  également  du  point  O  et  en  direction  opposée. 

Uabsoisse   du  point  Pq  continuera  de  crottre  jusqu^au  moment 

que  cette  abscisse  atteint  un  maximum,  c'est  k  dire,  jusqu'au 

moment  qu'on  aura  pour  les  coordonnées  du  point  Pq  la  relation 

dx  dy 

—  =  0,  OU  bien   —  =  00.    Le  point  P,  doit  donc  être  choisi 

de  maniere  que  la  branche  OPq  ne  possède  pas  de  tangente 
ordinaire  perpendiculaire  k  I'aze  des  X.  Cette  condition  implique 
que  la  branche  OPq  ne  doit  pas  passer  par  un  point  k  Tinfini. 
Le  point  P^  en  s'éloignant  du  point  O  ne  deviendra  imaginaire 
qu'en  coincidant  avec  un  autre  point  de  rencontre  de  la  courbe 
C"  avec  sa  tangente  au  point  P,.  Le  point  P^  coincidera  a?ec 
eet  autre  point  tangentiel  du  point  P,  dans  les  2  cas  suivants. 

1^     Le  point  Pq  passé  par  un  point  doublé  de  Ia  courbe. 

2^.  La  droite  PiPqi  tangente  au  point  P, ,  devient  encore 
tangente  au  point  Pq  k  la  méme  branche  de  la  courbe. 

Quant  le  point  Pq  passé  par  un  noeud  de  la  ourbe  C",  il 
ne  deviendra  pas  imaginaire,  après  la  coïncidence,  et  il  faut 
seulement  choisir  le  point  P^  sur  celle  des  2  branches,  laquelle 
passé  par  les  points  O  et  P,.  Si  le  point  Pq  passé  par  un 
point  de  rebroussement  le  point  Pq  7  devient  imaginaire.  H 
faut  donc  choisir  le  point  Pt  de  maniere  que  la  branche  OP» 
ne  possède  pas  de  point  de  rebroussement. 

La  droite  P,Po  pourra  devenir  tangente  aux  points  P,  et  Po 
dans  les  2  cas  suivants. 

10.  La  tangente  touroe  par  un  angle  de  180^  le  point  de 
contact  se  déplagant  de  P,  k  Pq.  La  tangente  devrait  alors 
passer  par  une  position  perpendiculaire  k  l'axe  des  X.  Nous 
venons  de  supposer  que  cette  position  particuliere  ne  se  présente 
pas  entre  les  points  Pq  et  P,.  De  cette  maniere  ou  ne  peut 
donc  pas  obtenir  une  tangente  doublé. 

2^.  La  courbe ,  qui  k  partir  du  point  O  tourne  sa  concavité 
du  coté  de  la  droite  PiPq,  change  la  direction  de  sa  concavité. 
Alors  un  point  d'inflexion  devrait  se  trouver  entre  les  points 
O  et  Pq.  Si  donc  on  suppose  que  Tarc  OP^  ne  possède  pas 
d'autre  inflexion  que  celle  au  point  O,  1'arc  OPq  ne  pourra 
posséder  une  tangente  doublé. 
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§  6.  SnppoBons  donc  que  Ie  point  Pq  se  soit  éloigoé  dtt 
point  O  jusqu'è  uoe  distaace  finie,  en  restant  sar  la  branohe 
passant  par  Ie  point  O,  tandis  que  Taro  OPq  ne  présente  pas 
un  point  ou  nne  tangente  stationnaire  et  ne  possède  pas  de 
tangenies  perpendioulaires  k  Taxe  des  X.  Le  point  P, ,  étant 
k  Bon  tour  un  point  tangentiel  d'un  point  P,,  snpposons  anssi 
que  Faro  0P|  soit  également  dénuée  de  ces  singularités.  Je 
démontrerai  que  sous  ces  conditions  le  point  P^  se  troave  entre 
les  points  O  et  Pq  et  que  le  théorème  (A)  est  encore  applicable 
anx  points  de  Tarc  PjOPq. 

Considérons  un  point  P|  infiniment  Toisin  du  point  dMnflexion 
O.  Nous  venons  de  ?oir  au  §  3  que  le  point  Pj  se  trouvera 
entre  les  points  O  et  P^.  Si  maintenant  le  point  P,  s'éloigne 
da  point  O  jüsqu*ji  une  distanoe  finie,  les  points  P^  et  P^  feront 
de  mdme,  et  le  point  P,  ne  peut  cesser  de  se  trouver  entre 
les  points  O  et  P,  sans  passer  par  une  position,  oü  les  points 
P^  et  Po  coincident  Oette  position  particuliere  ne  peut  se 
présenter,  puisque  les  droites  P^P^  et  PiP,,  doTraient  alors 
ooincider.  La  droite  FfP,  étant  tangente  k  l'arc  PiOPq  au 
point  P,  et  la  droite  P|  Pq  étant  tangente  au  point  P, ,  la  droite 
PiP^P,  serait  une  tangente  doublé  de  Faro  PiOP^,  singularité 
qui  est  exolu  par  les  conditions  k  laqnelle  doit  satüiure  Taro 
P.OP,  (Toir  §  4). 

Snpposons  donc  qu*on  alt  choisi  sur  la  courbe  O"  un  point 
P,  suffisamment  voisin  d'un  point  d'inflexion  O  pour  obtenir  un 
point  tangentiel  P,,  c^est  k  dire,  supposons  que.  Taro  P|OPq 
satisfait  aux  conditions  données  au  commencement  de  ce  §.  On 
détermine  sur  Farc  OPq  un  point  P,,  ensuite  sur  I'aro  0P|  un 
point  P3  dont  le  point  P,  est  un  point  tangeutiel  et  ainsi  de 
suite.  On  obtiendra  une  série  de  points  Pq  ,  P| ,  P2 »  P3  •  •  P»  . . 
elc»  le  point  P^^  se  trou^era  toujours  entre  les  points  O  et 
P9(f — !)•  Le  point  P%p  s*approche  donc  toujours  du  point  O  et 
doit  donc  a?oir  nne  limite,  qui  est  le  point  O  lui  méme  ou  un 
atttre  point  Je  dis  que  Ie  point  d'inflexion  O  est  cette  liinite. 
En  effet,  supposons  qu*un  point  Q  différent  du  point  O  serait 
cette  limito  et  soit  R  le  point  de  l'arc  OP,  situé  sur  la  tangente 
au  point  Q.  Le  point  Q  étant  la  limite  des  points  Pap ,  Ia  tan- 
gente au  point  R  devrait  rencontrer  l'arc  OPq  un  point  Q.  La 
droite  RQ  serait  donc  une  bitangente  de  l'arc  PiOPj.  Par  les 
conditions,   auxquelles   doit  satisfaire  l'arc  Pt  OPq  la  possibilité 
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de  la  préaenoe  d*ane  bitaagente  a  été  ezclai  par  oanêéquent, 
il  n'existe  pas  de  poiat  limite  Q  different  da  poiatO.  Le  point  O 
eet  doao  bien  la  limite  du  poiat  Ps|»;  de  même  poar  le  poiat 
Pfl^^pi*  Le  point  O  est  dooo  la  limite  du  poiat  P«  ceqai  dómontre 
Ie  tbéorème  (A)  poar  les  pointe  d'ao  aro  d'une  C* ,  1'aro  ne  eon* 
tenaat  d'aatre  singalaritó  que  le  poiat  d*iaflexioa  O  et  ae  pos- 
flédant  dee  taagentea  perpeadiculaires  k  la  tangeote  d'ioflexioa. 

§  6.  Oa  pent  géoéraliser  les  résaltats  précédaots  de  la 
maniere  saivante.  SappoBons  que  Torigine  des  4)oordoonée8  soit 
un  point  simple  de  la  courbe  et  que  1'axe  y  =  O  y  a  avec  la 
ooarbe  un  contact  d'ordre  4.     L'équation  de  la  courbe  sera: 

0  =  y(l +a„a:  +  aojy  +  ...a4,«*)+ fl^  +  etc (1) 

Soit  Pi  (d^ ,  yi)  un  point  de  la  courbe  (1)  infiniment  voisin 
de  Porigine»    On  aura: 

y,  =  —  ajofl?,» (2) 

L'équation  de  la  tangente  au  point  P^  {xy,  y^)  sera: 

0=a?(6xj,o^,*  +  etc.) -|-y(l  +etc.)  +(n— l)yi  f  (»— 5)aj(^i«f etc., 

d'oll  en  tenaat  oompte  de  la  relation  (2)  et  négligeant  les 
termes  infinitésimaux  d'ordre  supérieur 

y  =  ^a^  -  ba^y^x (8) 

Éliminons  y  des  équations  (I)  et  (8),  on  obtiendra  une  éqaa- 
tion  en  Xy  doanant  les  abscisses  des  pointe  d'interseotion  de 
la  ooarbe  (1)  ayec  sa  tangente  (3).    On  obtient 

0  =  Ao  +  Aia?  +  A,«»-hetc (4) 

oü 

Ao  =  +  4a5oV  +  ö<J<5., 

A|  s=  —  6^9|^  4"  etc., 
Aj  =  —  Bana^o»!*  +  e'c-  > 
A,  =  —  b^ii^w^i^  +  ®to«  > 
A4  =  —  5a8,a8oi:,*  +  etc. , 
A9  =  +  Cjo  +  etc. 

Des  raeines  de  Téquation  (4)  il  7  a  donc  5  qui  sont  inSai- 
ment  petites.    Ges  5  raeines  sont  les  raeines  de  Féqaatioa 


oo 


oa 


ld? 

«»  —  &»,**  + 4*,«  =  o (5) 

r 


La  raoine  doable  x^  oorrespond  au  point  de  contact  P,  (xi,  y,), 
L^vation  (6)  posBède  eocore  2  raoines  imaginaires  conjuguées 
et  Qne  raeiae  réelle  sitaée  entre  —  o?,  et  —  2X| ,  ce  qa*oü 
Térlfie  imuiédiatement.  La  tangente  (3)  en  P|  rencontre  dono 
la  courbe  (1)  dana  nn  point  Pq  inQniment  Toisin  de  Porigine 
doit  I'abeeiaae  eet  —  {l  +v)xx'j  v  saüsfaiaant  k  kt  coaditioo  : 

0<r<l. 

La  talenr  de  »  étant  indépendante  de  r^t  ^  ^*  ooeffioieatt 
de  réqvation  (l)  on  retrouve  ponr  la  tangente  singuliere  y  » O 
Ie  tbéorème  (A)  du  §  1. 

§  7.  L'origine  des  coordonnées  étant  un  point  simple  de  la 
oourbo  et  Paxe  des  X  j  ayant  avec  la  courbe  un  contact  d'ordre 
f»  on  tronie  facilement  que  la  tangente  k  la  courbe  au  point 
Pi  (^1  j  y,) ,  inftniment  Toisin  de  1'origine ,  rencontre  la  courbe 
en  n  points  infintment  Toistns  de  Torigine  dont  les  absoisses  sont 
les  raoines  de  1'équation 

«•  — IM?,— *a?4-(n  — l)df|«=0.    .    .     .    (6'). 

Quant  ff  =3  2p  il  manque  dans  Téquation  (5^  un  nombre  pair 
(2p  —  2)  de  termos  conséontifs ,  par  conséquent ,  (2/>  —  2)  raoines 
s'annulent  et  les  seules  raoines  réelles  sont  les  2  raoines  x^. 
Dono,  en  ce  cas,  il  n'existe  pas  de  point  tangentiel  réel  infini- 
ment  voisin  de  l*origine,  résultat  faoile  k  préroir. 

Quant  nss2p-hli  ü  manque  dans  Téquation  (5')  (2p  —  1) 
termos  oonséoutifs  entre  deux  tormes  de  signe  contraire  et 
réquation  possède  au  moins  (2p  —  2)  raoines  imaginaires.  En 
diraant  par  {x  —  Xi^  les  deux  membres  de  Téquation  (5^)  on 
obtient  l'équation 

Le  second  membre  de  oette  équation  étant  positi?e  pour 
xsa  —  x^   et  negativo   pour  x^  —  2x^y   Féquation  (6') ,    donc 


également  l*éqaation  (5") ,  poaaède  une  raoine  réelle  de  la  forme 

oü 

0<r<l, 

V  étant  indépendant  de  Xi  et  dea  ooefficientt  de  la  oourbe. 
On  obtieat  donc  les  théorèmes: 

1^.  Quant  une  courbe  cUgébrique  a  au  point  simple  O  un 
contact  cTordre  2p  avec  une  droite  t  la  tangente  h  la  courbe  au 
paint  Pi  de  la  courbe  infiniment  voisin  du  point  O,  rencontre 
eneore  la  courbe  en  un  point  Pq  infiniment  voisin  du  point  O. 

29.  Le  rapport  dea  projectione  sur  la  tangente  singuliere  t 
des  distances  OP^  et  OP,  «^  —  (1  +  r);  O  <  »  <  1. 

L'angle  eatre  les  droites  OP]  et  t  étant  un  infiniment  petit 
d'ordre  supérieur  on  peut  remplacer  la  projection  de  la  droite 
0P|  sur  la  droite  t  par  la  droite  0P|  mdme.  De  mdme  pour 
la  droite  OPo,  donc: 

3®.  Les  points  Pq  et  P^  se  trouvent  de  part  et  d^autre  du 
point  O  tandis  que 

OPo  :  OP,  =  1  + 1>. 

4^.  Parmi  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  du  point 
Pq  h  la  courbe^  ü  y  a  un  (le  point  P,),  qui  se  trouve  plus 
approché  du  point  O  que  le  point  P,.  De  mêmcj  un  des  points 
de  contact  des  tangentes  menées  h  la  courbe  du  point  P, ,  est 
un  point  P,,  qui  se  trouve  plus  approché  du  point  O  que  le 
point  P,.  En  determinant  de  la  sorte  sur  la  courbe  une  série 
de  points  Pq,  P,  ,  P,  .  .  •  P.  . .  .  etc^  la  limite  du  point  Pm 
sera  le  point  de  contact  O  de  la  tangente  singuliere  t. 

Déoembre  1905. 
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A  MODIFICATION  OF  THE  GAVE  OF  NIM, 


BT 


W.  A.  WYTHOFF. 

(AmttordaiD ) 


1.  The  followiog  arithmetical  game  is  a  modifioation  of 
the  game  of  «nim"^  described  by  C.  L.  Bouton  in  the  Annals 
of  Mathetnaties ,  2"'  series ,  vol.  3 ,  p.  S5  -  39. 

The  game  is  played  by  two  persons.  Two  piles  of  counters 
are  placed  on  a  table,  the  number  of  each  pile  being  arbitrary. 
The  players  play  alternately  and  either  take  from  one  of  the 
piles  an  arbitrary  number  of  counters  or  from  both  piles  an 
equcd  number.  The  player  who  takes  up  the  last  counter  or 
counters  y  wins. 
• 

2.  In  aocordanoe  with  C.  L,  Boutoh  I  shall  oall  a  9afe 
cambinatian  such  a  oombination  of  two  numbers  as  ean  be  left 
safely  on  the  table  by  one  of  the  players,  knowing  that,  if 
he  do  not  mnke  any  mistake  later  on ,  the  other  player  cannot  win. 

3.  It  is  obvious,  that  the  system  of  safe  combinations  has 
to  satisfy  the  following  conditions: 

1^  that  from  a  safe  oombination  no  other  can  be  made  by 
a  'move  in  aocordanoe  with  the  game-rules ; 

2P.  that  from  every  oombination  obtained  from  a  safe  oom- 
bination by  a  move  according  to  the  game*rules,  another  safe 
eombinatioii  oan  be  made  by  the  next  move; 

80.    that  0,0  is  a  safe  oombination. 

4.  The  first  condition  consists  of  the  following  two: 

thai;  two  safe  combinations  cannot  have  a  number  in  oommon ; 
that   the  two   numbera  cannot  have  the  same  differenoe  iu 
two  different  safe  combinations. 
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For  the  seoond  the  foUowiiig  more  general  oonditioii  may 
be  snbstitiited : 

that  from  every  combination  not  beloDging  to  the  Bet  of 
safe  combioatioDS  a  safe  combinatioD  can  be  obtaioed  by  a 
move  accordiDg  to  the  game-rulefl. 

5.  A  set  of  combioations  satisfying  all  these  oondittons  is 
the  following. 

The  first  combination  is  0,0.  Of  each  following  oombinatioa 
the  smallest  Dnmber  is  equal  to  the  smallest  namber  oot 
ocomriBg  in  one  of  the  fermer  combinations,  while  the  differ- 
ence  of  the  numbers  is  greater  by  one  than  that  of  the 
preoeding  combination. 

We  thus  find  the  following  combinatións: 


0 

0 

9 

15 

19    31 

1 

2 

11 

18 

21    34 

8 

5 

12 

20 

32    86 

4 

7 

14 

23 

24    89 

6 

10 

16 

26 

eto. 

8 

13 

17 

28 

That   these  oombinations  really  satisfy  all  the  oonditions,  is 
easily  shown. 
Henoe  they  are  the  safe  oombinations. 

6.  If  E  (x)  denote  the  greatest  integer  not  greater  than  x , 
then  the  combination 

E{4*(l  +  K5)}     ,    E{i*(3  +  1/5)1, 

k  being  sero  or  a  positivo  integer,  is  a  safe  oombinatioB,  and 
we  find  all  the  si^e  oombinations  by  sttocessiYely  substitnting 
k^O^  1,  2,  etc. 

This  theorem  is  proved  as  foUows* 

Since  the  diflereooe  of  the  two  numbers  E  H  &  (1  +  V  ö)(  and 
E\\k(d±  V6)l  is  k,  it  is  e?ident,  that  by  snbstit^itingXp^O, 
1,2,  etc.  we  obtain  the  series  of  differences  of  the  combioar 
tions  of  numbers  written  down  in  §  5. 

Hefnce  it  will  be  sufficiënt  to  proTO,  diat  this  snbstitution 
produces  once  and  not  more  than  once  any  ai4)itimrily  ehosen 
positiTe  integer. 
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Let  n  deiiote  saeli  au  integer. 

Let  a  and  fi  be  the  smallest  qnaotities  whioh  must  be  added 
to  ft  to  obtain  multiplea  of  H^  +  V^)  ^^^  ^  i(^  +  V^) 
respeotiyely. 

We  then  have 

3  =  4j(8  +  V5)  — n (2), 

p  and  q  being  integers,  and 

0<a<Hl  +  V5) (S), 

0O<i(8  +  K6) (4). 

Multiplying  (l)  by  i  (-  1  +  K6)  and  (2)  by  i{S-V6) 
and  addiog  we  find 

1  a  (—  1  -f  Vb)  +  4  0  (3  -  1/6)  =|)  +  g  -  fi «  an  integer. 

Multiplying  (3)  by  H—  1  +  Kt^)  aod  (4)  by  4  (8  —  Vb)  and 
adding  we  find 

O  <  4  «(-  1  +  K6)  +  40  (3  -  ï/6)<  2. 

Hence  the  integer  p-\'q  —  n  oan  be  no  ether  than  anity , 
and  we  ha^e 

ia(-l  +  k^6)  +  i0(3--K5)=l. 

This  eqnation  is  satisfied  by  a  =  j3  =  1 ;  bnt  tbis  solntion  has 
to  be  rejected ,  as  the  integer  n  + 1  cannot  be  a  mnltiple  of 
4  (1  +  Vb)  or  of  4  (3  +  K5).  Rejecting  this  solntion  we  easily 
see,  that  one  of  the  quantities  a  and  /3  mnst  be  smaller  and 
the  other  greater  than  unity. 

It  is  evident,  that,  if  a  <  1  and  0  >  1 ,  we  have 
n=:EU|)(l  +  v'ö)},  and  reversely,  if  a  >  1  and  j3<l, 
itsr£)j;(3+t^5){,  and  that  n  cannot  be  written  in  the  form 
E  Ui (3+1/5)1  in  the  fermer,  nor  in  the  form  E  H  & (1+1/5)} 
in  the  latter  oase. 

7.  The  foUowing  oombinations  of  E-functions  have  proporties 
similar  to  those  of  the  combination  considered  in  §  6 : 

E(*K2)  and  E  \k{2  +  V2)li 

E{ii(--  14K13;}  and  E  {4Jfc(5  +  K13)};  etc. 

in  geaeral 
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Efi*(- a  +  2+K5ï+l)|  and  Efl*(a  +  2  +  V^ï?T4)l, 

a  being  a  poritiye  integer. 

In  all  theee  combinations  the  substitntion  A;  =  1 »  2 , .  •  • 
produces  once  and  not  more  tban  once  eaoh  poütive  integer. 
The  series  of  differences  howeyer  are  2,  4,  6, ... ;  8,6,  9,...; 
in  general  a,  2ay  8a,... 

By  their  aid  modified  nim  games  with  snitably  obosen  game- 
niles  might  be  constituted. 

A  still  more  general  combination  is  the  following: 

E  J2  - -^  (6  +  2 -.  KFVT)  +  iik(-- 6 +2  +  KF=r4)j 
and 

a  and  h  being positive integers satisiying  the  oondition  h'^^i  —  1. 

In  this  combination  the  snbstitution  A:  =  0, 1,  2  .  .  .  •  prodooes 
once  and  not  more  than  once  each  positivo  integer;  the  successiye 
differences  form  the  arithmeticai  series  a,  a+  6,  a  +  2i,  . . .. 

The  proof  of  these  proporties  may  be  left  to  the  reader. 


BIBLIÜGRAPHIE. 


Mebrdimensionale  Geometrie  von  Dr. P.  H. Schoutb , 
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In  een  vorig  deel  van  dit  ttidschrift  ')  gaven  we  een  over- 
zioht  van  Prof.  Schonte's  belangrijk  werk.  De  lezer  herinnert 
rich  misschien »  dat  daarin  de  indeeling  der  meetkunde  werd 
vastgesteld  voor  de  ruimte  Bn  en  wel  volgens  de  beginselen, 
die  hg  de  meetkunde  met  twee  en  drie  afmetingen  proefhoudend 
zgn  gebleken.  Daaruit  vloeiden  dan  de  bewerkingen ,  stellingen 
en  constructien  voort ,  die  kenmerkend  z^n  voor  elk  onderdeel. 

Bjj  den  eersten  oogopslag  schijnt  de  stof  voor  het  tweede 
deel  beperkter,  omdat  deze  door  een  enkelen  naam  wordt 
aangeduid:  ^de  Polytopen.'  Zg  schijnt  zich  ook  beter  te 
leenen  tot  aanschouwelgke  voorstellingen ,  waartoe  de  vele 
hierbg  voorkomende  figuren  medehelpen ;  zeUs  zou  men  geneigd 
sgn  het  besluit  te  trekken ,  dat  dit  deel  der  meetkunde  van 
meer  afmetingen  het  meest  geschikt  is  om  aan  oningewijden 
de  beteekenis  van  dezen  tak  der  wetenschap  duidelijk  te  maken. 
Maar  bij  nadere  kennismaking  met  het  werk ,  bemerkt  men 
hoe  dit  deel ,  niet  minder  dan  het  eerste ,  voorzichtige  en  streng 
wetentohappelijke  behandeling  eischt;  en  biJ  deze  behandeling 
moet  de  scbrgver  hebben  gevoeld ,  hoe  in  zijne  handen  de  stof 
sioh  gestadig  uitzette;  waarom  het  ook  verklaarbaar  is,  dat 
hg  met  moeite  en  door  toepassing  van  besnoeiing  er  in 
slaagde,  het  geheel  binnen  de  voorgeschreven  grens  van  een 
deel  der  „Sammlung  Schubert*'  samen  te  persen.  En  de  redon 
ligt  voor  de  hand.  Wil  men,  bij  dit  onderwerp,  den  grond 
niet  onder  zijne  voeten  voelen  wegzinken,  dan  is  men  genoodzaakt 
eene  algebeele  uitbreiding  te  geven  aan  de  leer  der  veelhoeken 
en  veelvlakken ;  want  de  kennis ,  die  men  daarvan  biJ  den 
lezer  mag  onderstellen-,  is  niet  voldoende  om  hem  den  weg 
te  wgzen  in  de  ruimte  van  meer  dan  drie  afmetingen.    En  zoo 
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is  dit  deel  geworden ,  hetgeen  het  moest  worden  om  volledig 
te  zijn :  een  stelselmatig  geordende  meetkunde ,  onafhankelijk 
▼an  het  aantal  afmetingen  ,  waarin  de  lezer  eene  menigte  waar- 
heden en  stellingen  zal  vinden,  die  in  planimetrie  of  stereometrie 
te  huis  behooren ,  maar  waarvan  eerst  de  meetkunde  met  meer 
afmetingen  de  ware  beteekenis  in  het  licht  stelde. 

We  hebben  getracht  den  geest  te  kenschetsen,  waarin  dit 
deel  is  geschreven ;  we  zullen  nu  een  overzicht  geven  van  den 
inhoud  en  op  enkele  plaatsen  eenige  hoofdstellingen  aanhalen; 
de  rijke  stof  dwingt  tot  kortheid  en  het  is  niet  mogelijk  in  te 
veel  bijzonderheden  te  treden.  De  eerste  afdeeling  bevat  de 
algemeene  stellingen  en  bepalingen ,  de  plaats ,  die  aan  de 
beginselen  moet  worden  toegekend ,  alzoo  de  topologie.  Voorop 
staat  de  bepaling  van  het  polytoop,  een  begrensd  deel  der 
ruimte  R»;  dadelijk  daarop  volgend  die  van  het  simplex; 
S  (3)  in  het  platte  vlak,  door  drie  punten  bepaald ;  S  (4)  in  de 
ruimte ;  S  (n  +  1)  in  Sm.  Daarna  kan  de  behandeling  volgen 
van  de  meetkundige  eigenschappen,  die  verder  dienst  zullen 
doen ;  waarbij  de  doorsneden ,  het  vlakke  beeld ,  de  configura- 
tien  ter  sprake  komen  en  men  alzoo  tot  eene  indeeling  komt. 
De  stelling  van  Euler  wordt  eindelgk  bet  onderwerp  eener 
grondige  beschouwing. 

Een  volgend  deel  behandelt  de  congruentie,  de  gelijkvormig- 
heid en  de  inhouden.  In  dit  gedeelte ,  in  volgorde  zich  aan- 
sluitende aan  de  stereometrie,  zien  we  met  belangstelling  de 
daaruit  bekende  stellingen  een  meer  algemeenen  vorm  aannemen. 
Als  voorbeelden  halen  we  eene  hoofdstelling  uit  elk  der 
onderdeelen  aan. 

^Het  simplex  S  (n+  1)  van  Rn  is  door  (n  +  t))  van  elkander 
onafhankelijke  grootheden  bepaald." 

,Twee  simplexen  S  (n  +  1)  en  S'  (^  +  1)  zijn  congruent, 
wanneer  voor  beide  hetzelfde  ondubbelzinnig  bepalend  stelsel 
is  gegeven,  en  dit  bg  de  constructie  van  beide  simplexen  op 
dezelfde  wgze  is  toegepast." 

„Gebruikt  men  een  ondubbelzinnig  bepalend  stelsel  van  een 
gegeven  simplex  S(n  +  1)  ter  constructie  van  een  tweede, 
nadat  men  alle  in  dit  stelsel  bevatte  lengten  in  dezelfde  reden 
heeft  vergroot  of  verkleind ,  zoo  verkrijgt  men  eeo  simplex 
8'  (»  +  I)  gelijkvormig  met  8  (»  +  1)." 

„Men  verkrijgt  den  inhoud  der  loodrechte  projectie  van  een 
deel  T  van  eeoe  ruimte  R,  op  eene  andere  ruimte  Rf  (?  ^  pA 
die  kruisend  ügt  ten  opscht^  van  Bf  of,  r^et  By  esse  mimte 
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^  (^  ^  p)  gem^n  b^ft  9  wADOeet  men  den  inbond  Tan  T 
TermesigTnléigt  net  bet  prodnct  van  de  oosinnsBen  der  p  of 
I»  —  r  boeken  tnucben  B^  en  Rf." 

De  Bcbrürer  gaat  nn  oyer  tot  de  regelmatige  polytopen, 
een  onderwerp,  dat  tot  de  verbeelding  spreekt  door  den  f raaien 
▼orm  der  daarbij  voorkomende  fignten.  Getrouw  aan  de 
tot  nn  toe  gevolgde  metbode,  doorloopt  bji  de  regelmatige 
▼eelboeken,  daarbij  de  sterveelboeken  en  de  balfregelmatige 
Teelhoeken  opnemende ,  en  bescbouwt  bfj  bij  de  regelmatige 
lichamen  ook  de  stervormige  en  balfregelmatige ,  benevens  de 
krietalvormen ,  om  dan  over  te  gaan  tot  de  regelmatige  cellen, 
den  ö-oel,  8-cel,  16-cel,  24*cel,  benevens  de  moeilijker  vormen 
van  600-eel  en  120-6el;  waarbij  de  bescboawing  van  doorsneden 
en  projectiên»  gegrondvest  op  die  der  gewone  regelmatige 
lichamen  de  voorstelling  te  hulp  moet  komen.  Een  hoofdstuk 
oter  regelmatige  polytopen  van  hoogere  afmetingen  beslnii 
deze  paragraaf* 

De  lezer  gevoelt,  dat  hp  hier  aan  eene  grens  is  gekomen, 
de  grens  der  lineaire  ruimten  en  dat ,  zoo  hfj  verder  wil  gaan, 
h)j  naar  de  niet  lineaire  ruimten  wordt  gevoerd.  De  schrijrer 
beschouwde  zgn  werk  niet  als  voleindigd,  voor  bg  ook  b)j  de 
eerste  stappen  op  dit  gebied  was  voorgegaan.  Volgt  dus  de 
behandeling  der  bolruimten,  kegel-  en  cylinderruimten ,  ten 
slotte  de- omwentelingsruimten.  Zij  moest  zich  bepalen  tot  de 
eenvoudigste  eigeuf chappen ,  en  in  dit  overzicht  beperken  we 
ons  tot  enkele  bepalingen. 

Bolruimte.  „Meetkundige  plaats  der  punten  van  R»,  die  van 
eén  gegeven  punt  O  dezer  ruimte  een  gegeven  afstand  hebben." 

Kegel'  en  eylinderruimie.  „Eene  pyramide  van  de  orde  8 
en  de  afmeting  k  +  e  wordt  tot  kegelruimte  van  de  orde  $  en 
de  afmeting  ï  +  « ,  zoodra  de  basis  niet  uitsluitend  wordt 
begrensd  door  lineaire  ruimten  R^».  Overeenkomstige  stelling 
voor  de  cyKnderruimte ,  van  het  prisma  uitgaande." 

Omwentelingsruimte,  „In  R«  zjjn  twee  ruimten  gegeven ,  eene 
assenruimte  R«  van  a,  en  eene  bewegende  ruimte  R*  van  h 
afinetingen.    Men  denke  zich  R*  om  R«  draaiende." 

Aan  het  einde  gekomen  van  dit  overzicht,  merken  we  nog 
op,  dat  de  behandeling,  trots  de  veelomvattendheid  der  stof, 
elementair  is.  De  schrijver  bl(jft  euklidisch  en  maakt  alleen 
bjj  de  inhouden  en  oppervlakken  Tan  de  beginselen  der  diffe- 
rentiaal* en  integraalrekening  gebruik.  Een  groot  aantal 
vraagstukken  biedt  stof  tot  oefening  en  herhaling. 

We  willen  evenwel  geen  afscheid  nemen  Tan  dit  werk ,  aeonder 
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den  8chr)JTer  geluk  te  hebben  gewenscht  met  sgn  Tolbracbten 
arbeid.  Wat  ons  treft  is  niet  alleen  de  uitgebreide  roorstudie, 
die  er  Toor  noodig  was,  eene  Toorstudie,  Yerbonden  met  oor- 
spronkel^e  onderzoekingen;  niet  alleen  de  duidelijkheid  en 
zorgvuldigheid ,  waarmede  alles  in  vorm  is  gebracht  Waar 
de  bouw8to£fen  zoo  verstrooid  lagen,  waar  er  zooveel  was,  dat 
alleen  in  tpdschriften ,  verhandelingen  en  speciale  stndiewerken 
kon  worden  opgespoord ;  waar  die  overweldigende  hoeveelheid 
te  ordenen  en  te  schiften  was ;  waar ,  ter  verkrijging  van  een 
sluitend  geheel ,  leemten  moesten  aangevuld  worden ;  daar  moest 
alle  geesteskracht  worden  ingespannen  om  het  doel  te  bereiken. 
En  zoo  iemand  door  dit  overzicht  zich  aangespoord  gevoelt, 
het  werk  ter  hand  te  nemen ,  dan  zal  hjj  voorzeker  met  dien 
gelukwensch  instemmen.  J.  C. 

Stereometrische  hoofdstukken  ter  uitbreiding 
van  de  elementaire  leerboeken  door  Cobnsillb  L. 
Landbé.  Tweede  verbeterde  en  vermeerderde  druk.  Utrecht, 
Gebr.  van  der  Post,  1905.  In  8^  326  blz.,  79  houtsneefiguren 
in  den  tekst. 

Zooals  uit  het  voorbericht  bljjkt,  is  deze  tweede  uitgave 
nog  geheel  door  den  in  Februari  i90ö  overleden  schrijver  in 
gereedheid  gebracht.  Evenmin  als  de  eerste  druk  bevat  sg 
een  aaneengeschakelden  cursus  der  stereometrie ,  maar  een 
aantal  min  of  meer  op  zich  zelf  staande  hoofdstukken.  De 
aard  van  dit  boek,  dat  we  in  veler  handen  wenschen,  vooral 
van  docenten  en  hen ,  die  een  examen  Ki.  wenschen  af  te 
leggen  ,  wordt  het  best  gekend  uit  een  korte  opsomming  van 
den  inhoud. 

Het  eerste  hoofdstuk  bevat  een  aantal  eigenschappen  van 
het  viervlak  en  eenige  bijzondere  viervlakken.  In  het  tweede 
en  derde  wordt  uitvoerig  gehandeld  over  de  wet  van  Euler  en 
de  convexe  lichamen  (daaronder  de  regelmatige).  Het  vierde 
bevat  de  meest  algemeene  inhoudsformule.  Hier  wordt  de 
prismoïde  uitvoerig  besproken :  men  vindt  daar  o.  a.  inhouds* 
formules,  waarin  de  gebruikelyke  middelsnede  vervangen  is 
door  een  doorsnede  op  willekeurige  hoogte. 

De  volgende  drie  hoofdstukken  behandelen  doorboorde  licha- 
men, stervormige  veelhoeken  en  stervormige  lichamen  (daar- 
onder de  vier  regelmatige).  Het  achtste  en  laatste  hoofdstuk, 
dat  nagenoeg  een  derde  deel  van  het  boek  inneemt ,  is  gewgd 
aan  de  meetkunde  van  het  zwaartepunt  (punt  van  gemiddelden 
afstand.  V. 


207 

CEii?rie8  de  Charles  Hermite,  publiées  soud  les 
ampicee  de  1'  Aoadémie  des  Sdences ,  par  Éiolr  Pioabd  ,  Tomé 
I,  8<^,  496  p.    Paris,  Oauthier-Villars,  1906. 


Dit  eerste  deel  der  verzamelde  geschriften  van  Hermite  bevat 
een  veertigtal  stukken  uit  de  eerste  jaren  van  zjjne  werkzaam- 
heid. Wg  vinden  er  getallenleer,  elliptische  functies  en  algebra 
in.  Voor  de  getallenleer  zgn  de  brieven  aan  Jacobi  merk-^ 
waardig;  er  zitten  ideeën  in  bg  bosjes,  zooals  Picard  zegt, 
maar  zjj  zgn  zwaar  om  te  lezen.  Dit  gaat  beter  met  de  ver- 
handeling over  het  gebruik  van  doorloopende  veranderlijken, 
die  in  CreUe  41  verscheen;  daar  geeft  Hermite  zich  beter, 
terwgl  hg  in  zgne  brieven  schroomt  om  Jacobi  te  vervelen  met 
uitlegging  van  dingen,  welke  deze  ondersteld  werd  van  zelf  te 
weten.  Wat  men  hier  van  elliptische  functies  vindt,  sluit  zich 
eng  bg  den  arbeid  van  Jacobi  aan.  Over  algebra  staat  veel 
belangrgks  in  dit  boek;  de  in  varianten  theorie  vertoont  zich 
hier  in  haar  opkomst;  men  ziet  haar  groeien  en  bloeien. 

Maar  wat  veel  meer  belangwekkend  is  in  dit  boek ,  is  de  ont- 
wikkeling van  een  wiskundig  genie ,  die  hier  is  waar  te  nemen^ 
In  dit  opzicht  gevoelen  wg  ons  allereerst  gedrongen  tot  een 
woord  van  eerbiedige  hulde  aan  de  nagedachtenis  der  profes- 
soren, die  zestig  jaar  geleden  te  Pargs  leefden.  Die  mannen, 
ambtshalve  geroepen  om  uitbottende  genietjes  in  te  deuken, 
opdat  er  bruikbare  menschen  voor  de  maatschappg  overblijven , 
hebben  wel  hun  hart  vast  gehouden  toen  zg  den  jongen  Charles 
zagen  werken  „si  loin  des  programmes  d'examen'',  maar  zg 
hebben  ingezien,  dat  Hermite  niet  naar  den  alledaagschen 
regel  mocht  worden  behandeld :  zij  hebben  zich  weten  te  weer- 
houden om  de  vonk  van  zijn  genie  uit  te  dooven  door  den 
killen  adem  van  dictaten  en  compendia;  zg  hebben  hem  den 
weg  gewezen  naar  betere  dingen.  Hermite  voedde  zgn  geest 
met  de  lectuur  van  Lagrange  en  Gauss.  Zoo  zien  wij  het 
mirakel  gebeuren,  dat  hg  op  negentienjarigen  leeftgd  de  wis- 
kundige tgdschriften  kon  lezen.  Hermite  vond  dadelgk  zgn 
weg.  Slechts  een  enkele  bladzgde  met  zgn  eerste  schrijfproef 
behoort  niet  in  zgn  eigenlgk  werk;  maar  daarna  heeft  hg 
Toorgoed  begrepen,  dat  het  zgn  taak  niet  was  om  proefonder^ 
vindelgk  te  bewgzen,  dat  eene  meetkundige  plaats  door  eene 
Tergelgking  tusschen  x  en  y  kan  worden  voorgesteld.  Spoedig 
werkte  hg  zich  op  naar  het  voorste  gelid. 

Als  wg  zeggen,  dat  Hermite  de  wiskundige  tgdschriften  kon 
lezen,  dan  moeten  wg  echter  een  voorbehoud  maken:  hg  waq 
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een  Franschman.  Jaoobi  schreef  Latijn ,  dat  kon  Beraite  leien. 
Maar  vele  andere  lectanr,  die  hem  van  ait  Berlgn  trerd  aan- 
beyolen,  bleef  Toor  hem  verborgeo.  Een  enkele  maal  mocht 
Borchardt  roor  hem  eene  verhandeling  rertalen,  dat  ging  als 
regel  niet  op.  Mg  komt  het  Toor,  dat  deze  omstandigheid 
▼oor  een  geest  als  Hermite  gunstig  was.  Hg  kon  nn  instemmen 
met  dien  wisknndigen-psalm ,  dien  ik  eens  ergens  las :  Beatns 
ille  qui,  procal  libris,  nihil  lei^it:  omnia  inveniet.  De  ver* 
wonderlpke  eenheid  in  de  denkbeelden,  welke  Hermite  in 
geschriften  over  verschillende  onderwerpen  vertoont,  zoude, 
dunkt  mg,  zich  niet  zoo  goed  hebben  kunnen  handhaven,  als 
zgn  aandacht  door  meer  lectuur  zooveel  meer  gevaar  van  ver- 
vloeien had  geloopen.  Nu  zien  wg  telkens  de  geassocieerde 
quadratiscbe  vorm  opduiken,  en  bewonderen  wg  de  kracht, 
waarmee  hg  dat  werktuig  drgft. 

Mannen  als  Hermite  heeft  de  menschheid  er  weinige  noodig. 
Lezers  van  zijne  werken  mochten  er  meer  zgn.  Wg  besluiten 
deze  regelen  met  eene  opwekking  aan  de  medeleden  van  ons 
Genootschap  om  zulke  boeken  ah  dit  ter  hand  te  nemen.  De 
nood  dringt  ons  in  ons  dagelgksch  werk  zoo  licht  naar  beneden , 
dat  wij  gevaar  loopen  alle  voeling  met  het  verhevene  te  ver- 
liezen.   Wat  God  verhoede!  M. 

Zur  Klarstellung  der  Begriffe  Masse,  Ge- 
wicht, Schwere  und  Kr  aft  von  Olof  Livdbbs  ,  Leipzig , 
J&h  A,  Schunke,  1905,  8^  22  blz. 

Volgens  den  schrgver  zgn  de  begrippen  gewicht  en  massa  als 
identiek  te  beschouwen.  Als  eenheid  van  gewicht  (en  massa) 
stelt  hg  voor  het  gewicht  fde  maat  voor  de  hoeveelheid  stoO 
<van  het  Parijzer  standaardkilogram.  Als  eenheid  van  kradU^ 
in  overeenstemming  met  een  voorstel  van  het  bestuur  van 
den  Verein  deutscher  Ingenieur»:  de  zwaarte  van  het  bo- 
vengenoemde standaardkilogram  in  het  luchtledige  te  Pargs 
(igf  =  980.665  cmlsec^).  Voor  de  op  verschillende  plaatsen  con- 
stante verhouding  tusschen  de  zwaarte  van  een  lichaam  en  de 
versnelling  van  de  zwaartekracht  (overeenkomend  met  de  massa 
-in  het  cgs^stelsel)  wordt  voorgesteld  de  naam:  SchwerkonstanU 
van  het  lichaam.  Verder  wordt  voor  de  techniek  de  decimeter 
aangewezen  als  de  meest  geschikte  eenheid  van  lengte.  Men 
komt  zoo  tot  een  decimeter-kilogram -secunde-stelsel.  Daarin 
is  het  kilogram  zoowel  eenheid  van  gewicht  (massa)  ak  van 
kracht  (te   onderscheiden  als  gewichtskilogr.  en  krachtkilogr.) 
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Het  ▼•rband  tasschan  kracht  (F)  en  versDeUing  (a)  wordt  dan  uitge* 

drukt  door  F  =  a  — ,  als  O  het  gewicht  en  g?  de  zwaartekracbts- 

TersnelliDg  te  Partjs  Toorstelt. 

Het  komt  den  berichtgever  voor  dat  het  gebruik  der  woorden 
•gewicht*'  en  , zwaarte"  in  den  door  den  schrfjver  aangegeven 
zin  wel  aan  te  bevelen  is.  Overigens  schfjnt  het  hem  toe «  dat 
bet  bezwaar  dat  sommige  eenheden  van  het  cjf^-stelsel  voor  de 
techniek  te  klein  zfjo,  beter  kan  worden  ondervangen,  door 
voor  de  techniek  aan  te  nemen  eenheden  die  uit  de  eya-een^ 
heden  zgn  afgeleid  door  deze  met  eene  macht  van  10  te 
vermenigvuldigen.  W.  H.  E. 

Thermodjnamique.  II.  Introduction  k  Tétude 
des  Machines  thermiqeus  par M. L. Mabchis.  Grenoble, 
A.  Gratier  et  J.  Rey;  Paris,  Oauthier- Villars ,  1905,  8^, 
355  blz. 

Dit  werk,  behoorende  tot  de  „Bibliothöque  de  V  Elöve  In- 
génieur" (zie  Nieuw  Archief  (2)  6  (1904)  p.  292),  geeft  de 
toepassingen  der  in  het  eerste  deel  behandelde  algemeene 
thermodynamische  stellingen  op  de  eigenschappen  van  gassen 
en  verzadigde  dampen.  In  het  bgzonder  worden  vraagstukken 
behandeld ,  die  onmiddellijke  toepassing  vinden  in  de  theorie  der 
stoomwerktui^en  en  der  verbrandingsmotoren.  Het  geheel  is, 
behoudens  enkele  onvolkomenheden,  duidelgk  geschreven  en 
tot  inleiding  in  dit  gebied  zeer  geschikt.  W.  H.  E. 

Mat  hematisch-Tec  hnis  che  Eapitel  zur  Le- 
bensversicherung,  von  Gobnbills  L.  Landbé.  Dritte  ver- 
besserte  und  vermehrte  Auflage.  Jena,  Oustav  Fischer ,  1905, 
8»,  504  blz. 

Van  dit  hoofdwerk  van  den  betreurden  vroegeren  Voorzitter 
van  het  Wiskundig  Genootschap  is  thans  de  derde  druk  ver- 
schenen, zooals  in  de  levensbeschr^ving  des  schrüvers  is 
medegedeeld,  nog  geheel  door  hem  zei  ven  herzien.  Wel  is 
waar  valt  dit  boek  niet  binnen  den  kring  der  zuiver  wiskundige 
wetenschap,  maar  toch  zal  eene  korte  bespreking  hier  ter 
plaatse  niet  ongepast  worden  geacht. 

Hoewel  deze  derde  druk  niet  zoo  sterk  verschilt  van  den 
tweeden,  als  deze  laatste  van  de  oorspronkelijke  nederlandsche 
en  de  eerste  duitsche  uitgave ,  is  toch  de  omvang  van  het  boek 
weder  niet  onbelangrgk  toegenomen.    Met   de  nauwgezetheid 
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die  den  schrjjyer  eigen  was,  heeft  hjj  ook  thans  weder 
zgn  werk  aangevuld  met  alles  wat  adch  heeft  voorgedaan 
in  den  tgd  tusschen  de  beide  drukken  gelegen.  De  vruchten 
van  bet  Congres  te  New-York  in  1903  gehouden,  van  de  rer- 
schillende  tgdschriften  op  actuarieel  gebied  en  van  eigen  studie 
z)jn  aan  den  nieuwen  druk  ten  goede  gekomen. 

Met  recht  mag  dit  boek  als  een  standaardwerk  op  zgn 
gebied  worden  beschouwd.  Nauwelgks  eenig  punt,  behoorende 
tot  de  wiskundige  theorie  of  tot  de  praktijk  der  levensverzeke- 
ring zal  men  kunnen  vinden,  dat  niet  met  uitvoerigheid  is 
behandeld,  met  opgave  van  de  plaatsen  waar  de  oorspronke- 
l^ke  geschriften  te  vinden  z^jn.  Zonder  schroom  is  daarbij 
gebruik  gemaakt  van  hoogere  wiskunde,  maar  toch  steeds  zoo, 
dat  zij  die  daarmede  niet  vertrouwd  z^n ,  de  daarop  betrekking 
hebbende  gedeelten  kunnen  overslaan  en  in  het  overige  een 
zeer  uitvoerig  en  volledig  handboek  bezitten. 

De  beide  eeiste   hoofdstukken  behandelen  renterekening  en 
annuiteitenleer;    hoofdstuk    3  is  gewjjd  aan  levens-  en  sterfte- 
kansen,   sterftetafels   en    hare   afronding,    de    formules   van 
Gompertz,  Makeham  en  anderen;  de  hoofdstukken  4—7  leeren 
de   berekening   van   premiën  voor  nagenoeg  alle  voorkomende 
vormen  van  verzekering,  terwgl  in  hoofdstuk  8  over  de  bepaling 
van  brutopremiöQ  en  in  hoofdstuk  9  over  de  premiebetaling  in 
termgnen  wordt  gehandeld.    Hoofdstuk  10,  over  premiereserve, 
bevat  eene  zeer  uitvoerige  verhandeling  over  de  verschillende 
systemen,   welke   bg  de  bepaling  der  reserve  eener  levensver- 
zekering-maatschappij kunnen  worden  gevolgd,  zeker  een  dier 
onderwerpen,   waarover   de  gevoelens  zeer  uiteenloopen.    Ook 
aan   de  uiteenzetting  van  de  vele  wijzen  waarop,  bg  eenzelfde 
aangenomen    systeem,  de  reserve  kan  worden  berekend  en  de 
methoden  ter  vergemakkelgking  daarvan ,  is  veel  zorg  besteed. 
Hoofdstuk   11    behandelt  afkoop,  vrg'e  polis,  verandering  van 
premiebetaling ,  wijziging  der  verzekering  enz. ,  terwgl  in  hoofd- 
stuk  12  allerlei  meer  bizondere  punten  als  mazimum-risico, 
minimum  aantal  verzekerden ,  invloed  van  verandering  van  den 
rentestandaard,  herverzekering,  winst  en  verlies  door  verschil- 
lende oorzaken,   winstverdeeling  enz.  besproken  worden.    De 
beide   laatste  hoofdstukken  13  en  14  zijn  in  hoofdzaak  gewgd 
aan   de  behandeling  van  de  theorie  der  continue  Igfrenten  en 
der  premiën  beschouwd  als  analytische  functies  van  de  groot- 
heden waarvan  zij  afhangen. 

Geheel  consequent  wordt  de  notatie  gebruikt,  die  thans  als 
de   internationale   is   vastgesteld   door   de   commissie  uit  het 
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Comité  PermaDent  des  Congrè  i  internationaux  d*  ActuaireB  en 
die  in  hoofdzaak  gegrond  is  op  die  welke  door  het  Institote 
of  Actaaries  was  aangenomen. 

Met  een  enkel  woord  zi]  nog  vermeld ,  dat  de  korrektie  van 
de^.rn  Atxi\  met  groote  toewjjding  is  geschied  door  des  schrg vers 
dochter  Mej.  H.  F.  Landré  en  dat  het  boek  prijkt  met  een 
uitstekend  portret  van  den  overledene.  M.  C.  P. 

Correspond  ance  d'Hermite  et  de  Stieltjes 
publiée  par  les  sojns  de  B.  Bxillaud  et  de  H.  Bouroet.  Avec 
nne  préface  de  Émile  Picabd.  T.  II.  (18  Octobre  1889—15 
Décembre    1894).    Paris,   Gauthier-Villars ,  1905,  8%  457  blz. 

Met  dit  deel  is  do  uitgave  van  de  briefwisseling  tusschen 
Hermite  en  Stieltjes  voltooid.  Niet  minder  dan  uit  de  vooraf- 
gaande brieven  blijkt  hoe  hecht  de  vriendschap  was ,  die  beide 
geleerden  aan  elkaar  verbond ,  en  hoeveel  prijs  zij  wederkeerig 
stelden  op  hunnen  wetenschappelïjken  omgang.  Als  beoefenaars 
der  wiskunde  kwamen  zjj  in  hunne  neigingen  geheel  overeen. 
Beide  gevoelden  zich  steeds  aangetrokken  door  de  moeiel^kste 
vraagstukken  der  analyse.  Voor  de  meetkunde  in  engeren  zin 
waren  zij  onverschillig.  In  zijn  brief  van  8  Mei  1890  beklaagt 
Hermite  zich,  dat  hij  als  examinator  veroordeeld  is  „pour 
comprendre  quelque  chose  aux  épures  de  la  geometrie  descriptive, 
que  je  déteste, . .  .'*  en  schrijft  hij  verder  „Combien  sont  heureux 
ceux  qui  peuvent  ne  songer  qu*è,  1*  Analyse"»  welke  opmerkin- 
gen door  Stieltjes  in  zijn  brief  van  10  Mei  met  de  zinsnede: 
„Je  partage  votre  aversion  pour  la  geometrie  descriptive*' 
worden  beantwoord.  In  de  eerste  brieven  wordt  gehandeld 
over  kettingbreukontwikkelingen ,  terwijl  in  de  antwoorden  van 
Hermite  al  spoedig  de  bolfuncties  (veeltermen  van  Legendre) 
worden  aangeroerd.  Over  deze  functies  gaat  de  briefwisseling 
langen  tiJd  voort.  Allerlei  eigenschappen,  integraal  voorstel- 
lingen, de  asymptotische  waarde  enz.  worden  achtereenvolgens 
behandeld.  Inzonderheid  houdt  Stieltjes  zich  bezig  met  de 
toegevoegde  functie  Qn  (^)  en  de  verspreiding  van  de  nulpunten 
dezer  functie.  Weldra  breidt  hij  de  definitie  der  veeltermen 
van  Legendre  uit,  en  onderzoekt  hiJ  de  eigenschappen  dezer 
meer  algemeene  functies.  Meer  en  meer  komen  bij  zijne  onder- 
zoekingen de  kettingbreukontwikkelingen  op  den  voorgrond. 
In  verschillende  gevallen  wijst  hiJ  op  de  mogelijkheid ,  om  eene 
reeks  met  een  beperkt  convergentiegebied  door  eene  ketiingbreuk 
met    eene    ruimere    convergentie,    of  ook  om  eene  divergente 
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asymptotische  reeks  door  eene  convergente  kettingbreuk  te 
vervangen.  Hoewel  Hermite  door  kleinere  inededeelin^^en  en 
opoierkingen  van  allerlei  aard  Stieltjes  noopt,  om  ook  over 
andere  onderwerpen  zich  te  uiten,  blijven  de  kettingbreuken 
op  den  voorgrond,  en  ziet  men  min  of  meer  de  „Mémoire  sur 
les  fractions  continues*'  ontstaan.  Tegelijk  blijkt  ook  uit  de 
correspondentie,  dat  de  gezondheidstoestand  van  den  nog  zoo- 
jeugdigen geleerde  langzamerhand  vermindert  en  de  bezorgd- 
heid zijner  vrienden  opwekt.  ZiJn  einde  zou  spoedig  nabtj  zijn. 
Mogen  wij ,  zijne  landgenooten ,  hem  met  eerbied  blijven  gedenken. 
Als  aanhangsel  zjjn  aan  de  correspondentie  toegevoegd  eenige 
brieven  van  Stieltjes  aan  Mittag-Leffler  over  de  ^-functie  van 
Riemann,  die  dagteekenen  uit  het  korte  tjjdperk,  gedurende 
hetwelk  hij  zich  met  de  studie  der  ondeelbare  getallen  bezig 
hield ,  en  een  paar  bladzijden  van  zijn  handschrift.  Kl. 

Annuaire  pour  1'  an  1906,  publié  par  Ie  Bureau 
des  Longitudes.  Avec  des  notices  scientifiques.  Paris , 
Gauthier-Villars ,  712  blz. 

Evenals  in  het  jaarboek  voor  1904  zjjn  thans  weder  opge- 
nomen uitvoerige  opgaven  betreffende  de  physica  en  de  chemie, 
terwfjl  statistische  en  geographische  gegevens  zijn  weggelaten. 
Wat  de  afdeelingen  sterrekunde,  natuurkunde  en  scheikunde 
betreft ,  zijn  er  vergeleken  met  vorige  jaarboeken  weder  nieuwe 
tafels  ingelascht.  Zoo  vindt  men  thans  b.v.  eene  tafel  aan- 
gaande het  draaiingsvermogen  van  verschillende  stoffen,  en 
eene  tafel,  die  themochemische  gegevens  bevat.  Als  aan- 
hangsels zijn  geplaatst,  ten  eerste  eene  verhandeling  van  den 
heer  6.  Bigourdan ,  getiteld :  Les  éclipses  de  soleil.  Instructions 
sommaires  sur  les  observations  que  V  on  peut  faire  pendant 
ces  éclipses,  benevens  twee  kortere  mededeelingen,  één  van 
denzelfden  schrijver,  de  tweede  van  den  heer  J.  Janssen,  over 
de  zonsverduistering  van  30  Augustus  1905. 

Eene  aanbeveling  van  dit  voor  menigeen  onmisbare  jaarboek 
kan  overbodig  worden  geacht.  Kl. 

Haupt&atze  der  Diff  eren  tial- und  Integral- 
rechnung,  als  Leitfaden  zum  Gebrauch  bei  Yorlesungen 
zusammengestellt  von  Da.  RoBEaT  Fbickb.  Vieite  Auflage. 
Braunsch weig ,  Friedrich  Vieweg  und  Sohn,  1905,  8^,  2 14  blz. 

Volgens  de  mededeelingen  van  den  schrijver  onderscheidt  deze 
vierde  druk  zich  van  den  vorigen  in  hoofdzaak  door  stilistische 
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Hierbg  moet  niet  uit  het  oog  worden  rerloren ,  dat  de 
tiaal-  en  integraalrekening  nog  niet  was  uitgOTonden;  eerst 
tegen  het  eind  Tan  zyn  leven  werd  hg  hiermede  door  de  mede- 
deelingen  van  LsiBKiz  bekend,  en  zelfs  toen  nog  weigerde  hij 
de  nieuwe  methode*  toe  te  passen ,  omdat  hg  daaraan  bg  xgn 
onderzoekingen  nimmer  de  behoefte  had  gOToeld. 

Ik  zal  de  vraagstukken  meedeelen ,  zooals  zg  aan  of  door 
HuTOEKS  werden  gesteld ,  zoo  noodig  met  de  door  hem  gegeven 
oplossingen.  Deze  heb  ik  alle  geverifieerd  en  nauwkeurig  be* 
vonden,  zoodat  men  nooit  te  vergeefs  naar  het  bewgs  behoeft 
te  zoeken.  Volgens  de  gewoonte  dier  dagen  ontbreekt  dit 
bewgs  nog  al  eens;  men  liet  het  elkander  over,  om  de  juistheid 
der  oplossing  of  constructie  aan  te  toonen. 

Yerder  herinner  ik  er  aan ,  hoe  in  dien  tgd  de  eigenschappen 
der  hoogere  krommen  onder  de  wiskundigen  aan  de  orde  van 
den  dag  waren;  nog  steeds  zocht  men  de  constructie  van  de 
drie  beroemde  vraagstukken  uit  de  oudheid:  de  verdubbeling 
van  den  cubus  of  het  zoeken  van  twee  midden-evenredigen 
tusschen  twee  gegeven  Ignen ,  de  trisectie  van  een  willekeurigen 
hoek ,  de  qnadratuur  van  den  cirkel.  Verscheidene  der  vraag- 
stukken staan  hiermede  in  verband;  verder  het  oonstrueereo 
van  de  wortels  eener  hoogere  machtsvergelgking.  vooral  van 
die  der  derde  en  vierde  macht  door  snijding  van  kegelsneden. 

Eindelgk  moet  nog  worden  opgemerkt,  dat  de  coördinatenleer 
sedert  eenige  jaren  door  Descartes  was  ingevoerd  en  ijverig 
door  de  wiskundigen  van  die  dagen  werd  beoefend  en  toegepast. 
Ook  HuTGENS  had  zich  spoedig  die  methode  eigen  gemaakt,  doch 
maakte  daarvan  aanvankelijk  slechts  weinig  gebruik,  even  weinig 
van  de  trigoaometrie,  hoewel  ook  deze  sedert  eenige  jaren  door 
Snellius  tot  machtig  hulpmiddel  voor  de  oplossing  van  meet- 
kundige vraagstukken  was  verheven;  de  zuiver  meetkundige 
methode  der  ouden:  Euglides,  Archimedes,  Apollonius  was 
bg  voorkeur  zijn  hulpmiddel ,  in  het  gebruik  waarvan  hg  een 
onovertroffen  meester  was.  Dit  werd  ook  door  zgn  tijdgenooten 
erkend ,  want  zg  noemden  hem :  den  modernen  Archimedes  of 
Apollonius. 

Hoewel  ik,  zooals  gezegd,  zgn  levensomstandigheden  hier 
terzgde  laat,  mag  toch  voor  het  goed  begrip  eenige  modedeeling 
omtrent  hem  en  zgn  correspondenten  niet  ontbreken.  Ik  beperk 
mg  daarbij  echter  tot  het  onmisbare. 
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Chbistiaak  Hutobmb  ,  de  tweede  zoon  tan  onsen  welbekenden 
dichter  en  staatsman  Cokstantijk  Huygbits,  werd  te  'sGra* 
Yenbage  geboren  den  14^^  April  1629.  Zijn  yader  gaf  hem  een 
lorgvnldige  opvoeding  en  zond  hem  met  zgn  onderen  broeder 
CoHBTAHTijN  reods  op  jengdigen  leeftgd  naar  de  Leidsohe 
Hoogeschool  om  daar  in  de  rechten  te  studeeren.  Hier  kwam 
hij  onder  den  inyloed  van  Frans  tak  Schootek  den  jongere; 
deze  was  kort  te  Toren  tot  hoogleeraar  in  de  wisknnde  benoemd 
en  een  ynrig  aanhanger  van  Dbsoartbs,  wiens  mathematische 
geschriften  hg  uitgaf  en  commentarieerde.  De  band  tnsschen 
hem  en  Chribtiaak  heeft  geduurd  tot  zijn  yroegtgdigen  dood 
in  1661;  hg  is  de  Toomaamste  correspondent-  in  de  eerste 
doelen  der  briefwisseling  en  moedigde  zijn  leerling^  wiens  groote 
gayen  hg  erkende  en  waardeerde,  voortdurend  aan  tot  beoefe* 
ning  der  mathesis.  Van  hem  zgn  yerscheidene  der  hier  te 
behandelen  vraagstukken  afkomstig.  Chr.  vertoefde  niet  lang 
te  Leiden;  zgn  vader  zond  hem  naar  de  illustre  school  te  Breda i 
waarvan  hg  curator  was.  Doch  ook  hier  bleef  Chr.  niet  lang, 
in  1649  keerde  hg  naar  het  vaderlijk  huis  te  'sGravenhage 
terug ,  om  zich  hier  verder  aan  de  beoefening  der  wetenschappen 
te  wijden.  Zoowel  door  de  vele  connezies  zgns  vaders  als  door 
zgn  reizen  in  België  en  Frankrijk,  zgn  eerst  verblijf  te  Pargs 
in  1656  geraakte  hij  in  briefwisseling  met  de  geleerden  in  die 
landen.  Zoo  had  hg  aan  zjjn  vader  de  keDoismaking  te  danken 
met  pater  Mbrbernb,  voortre£Pe]gk  fransch  wiskundige,  die 
aan  Chr.  voor  zijn  tgd  (zooals  hieronder  zal  blgken)  vrij  harde 
nooten  te  kraken  gaf. 

Orbooriits  a  Sakcto  YiircBirTiD  (1584—1667),  belgisch  jezuit 
en  wiskundige  van  beteekenis,  geraakte  met  Chr.  in  briefwis* 
seling  door  den  strgd  over  de  quadratuur  der  kegelsneden. 
Hoewel  de  laatste  een  werk  van  den  eersten  vrij  scherp  had 
beoordeeld,  bleef  toch  de  briefwisseling  van  vriendschappelgken 
aard  en  gaf  aanleiding  tot  behandeling  van  enkele  der  hiervol- 
gende  vraagstukken. 

Einkbr  vok  Löwbnthurn,  doctor  in  de  theologie,  philosophie 
en  rechten ,  woonde  te  Praag  en  schreef  aan  Huygbhs  naar 
aanleiding  van  den  bovengenoemden  strijd ,  hetgeen  tot  verdere 
briefwisseling  en  het  wederzgdsch  stellen  van  vraagstukken 
aanleiding  gaf. 

Onder  de  firansche  correspondenten  na  het  eerste  verUgf  te 
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Par^t  moeieii  g«ao«nd  wordea  do  eeralie  wirittiuéligBn  «ao  faun 
tgn} :  DB  Fbrmit  ,  DB  RoBER VAJL ,  vordor  DB  CAReAY T ,  Mtloh  , 
leden  ?a&  de  later  opgeriohte  firaneche  Aoademte  Tan  wate» 
lohappen ,  in  welke  Chb^  aalk  een  belangrgkea  rol  aan  aprien* 
Doek  IOC  ver  gaan  wg  tkaoB  niet,  want  in  dit  opstel  bepaal  ik 
mg  tot  het  eerste  doel  der  briefwisseling ,  dat  tot  hat  eii^  Taa 
16M  loopt 

De  vraagstakken  aifn  o¥An  als  de  brieren  voor  het  meere»» 
deel  in  het  latgn  gesteld ;  de  over^e  in  het  fnmsohi  Ik  geef 
ae  hier  overgebracht  in  onae  taal^  somS)  mn  ae  beter  verataam 
baar  te  maken ,  met  kleine  wgzigbig  in  figuur  ea  redaotio.  Bij 
elk  Traagstak  aal  ik  aanhalen  den  eorrespondent,  het  jaartal 
waarin  ket  Traagstak  werd  gesteld  of  opgelost  ea  het  nummer 
Tan  dien*  brief,  waarin  dit  gesehiedt,  aoodat  elk  leaer,  dia 
daartoe  de  gelegenheid  heeft,  de  aanhaling  kan  Torifiëeram 
Waar  dk  mg  w^tschelgk  Toorkomt,  Toeg  ik  bg  het  tnuigatok 
een  korte  aanteekening  of  ophelderittg.  Daar  in  de  Tolgordo 
geen  Terandering  is  gebraoht^  kan  men  hieruit  de  ontwikkeling 
Tan  H.'»  talent  nagaan*  Ik  twyfel  niet  of  dit  aal  den  belang* 
stellenden  leaor  aantrekken ,  gelgk  mi)  het  ondedfen  eniopstelhiii 
OMi  waar  genoegen  is  geweeste 

I. 

1.    Chb«  H.  aan  agn  broeder  Comstantux  1646,  n^.  11  (fig.  1); 

Om  een  gelgkbeenigen  driehoek  ABE  is  een  parabool  ACBCK 
beschreyen  en  in  den  driehoek  de  dealen  eenar  parabool  AFB^ 
BF'H  die  door  B  gaan,  en  de  basis  raken. in  han  top;  da  ge- 
heele  figuur  weotdt  om  de  loedlgn  BD  ais  aa  Dan  is  do  iiAoud 
der  buitenste-  paraboloïde  anderhalf  maifl  den  inhoud  Tau  den 
kegel  AB£  (Arehimedes) ,  en  de  inhoud  Tan  het  liahaam  bs»* 
sefaroTeo  deer  de  paraboel  AFB  dé  helft  Ta»  dien  kegel  (bïeuw) 
(ieodat  bet  geheele  li<éiafun  door  de  beiéa  opperrlatteiri  ia 
drie  gelijke  deelen  wordt  Tordeeld). 

2*    MBR8B9KB  aan  Ohr.  H.  1647,  ifi,  26, 

Vraagstuk.  Op  een  recht  oirkelTormig  cyliaderrlak  eoadoel 
tOr  bepaten,  dat  gelfk  is  aaa  het  opperTlak  Tan  een  gegevot 
Tierkant. 

Opfimin^  Ta»  MwtSBirirfiw  Neem  do  nviddèlMfift  Ta»  hel^gfoiid- 
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^Ikk  gèTgl  aan  de  helf^  ?an  de  zycle  vau  het  vierkant.  Neem 
èèï  pèsser  liidt  kromme  beéneo ,  geef  hem  de  opening  yan  dez^, 
èllddëll^ïl  en  bééchrjjf  ^aa'rme^e  uit  een  willekeurig  punt  op  ^et 
oylindervlak  een  gesloten  kromme ;  het  hierbinnen  gelegen  stuk 
zal  het  gevraagde  zijn. 

3.  Ideni,  n®.  25. 

Het  zwaartepunt  van  een  halven  cirkelomtrek  ligt  in  den  top 
^eiibr  ^uadratrix,  waarvan  de  pool  ligt  in  h(Bt  middelpunt  des 
cii^kélS\  dQ  as  loodrecht  staat  óp  de  middellgn ,  en  die  gaat  doof 
Hakr  niteihdën. 

4.  Idem,  n^^.  31  (vervolg  op  n<>.  2). 

Zg  gegeven  een  scheeve  cirkelvorn^ige  cylinder.  Op  ^en 
rechten  cirk'elvormigen  cylincler  met  behulp  van  een  passei:  een 
ftröifame  té  beschrijven ,  zoodanig  dat  het  door  de^e  kromme 
ingesloten  oppervlak  gelijk  zij  aan  het  oppervlak  van  den 
schee  ven  cylinder. 

Oplossing  van  Mersenne  (getrouwelijk  uit  het  latgn  overge- 
bracht). 

Zij  (fig.  2)  de  rechte  AB  gelijk  aan  de  middellgn  yan  den 
schéeven  cylinder  met  het  midden  in  C;  de  rechte  CD  gelijk 
aan  zijn  as,  en  hoek  DCB  de  helling  dezer  op  het  vlak  der 
üasisj  trek  HÈ  looclreclït  op  AB  (zoo  noodig  verlengd  tot, E); 
nu  denke  men  zich  een  tweeden  cylinder,  maar  die  recht  is, 
op  dezelfde  basis,  waarvan  de  middellgn  is  AB  en  de  hoogte 
gelijk  CD.  Verder  denke  men  zich  een  derden  cylinder ,  even- 
zeer recht,  waarvan  de  middellgn  van  het  grondvlak  zij  CE  en 
de  hoogte  geljjk  aan  dezelfde  CD.  Eindelgk  nog  een  vierden 
evoDzoo  rechten  cylinder,  gelijkvormig  met  den  derden,  doch 
waarvan  het  oppervlak  gelijk  is  aan  de  helft  van  het  oppervlak 
van  den  tweeden.  Op  het  oppervlak  van  dezen  vierden  cylinder 
(si>over  als  noodig  is  verlengd)  ligt  de  gevraagde  kromme ;  met 
eei>  opening  van  den  passer,  gelijk  aan  de  hoogte  van  dezen 
yl^l^dén  cylinder,  wordt  zg  geconstrueerd.  Het  bewijs  is  lang 
en  moeilijk. 

Deze  vierde  cylinder  wordt  aldus  gevonden:  zij  de  lijn  I* 
middenevenredig  tusschen  AC  en  CD;  evenzoo  de  lijn  Q  mid- 
denevenredig tusschen  CE  en  CD;  gelijk  Q  tot  CD  zij  F 
HO;  dë  l^é  H.    Gel^k  Q  tot  CE  zg  F  tot  de  lijn  I ;  zooals  nu  G 
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middenevenredig  is  tuBschen  CE  en  CD ,  ib  F  middeneyeiiredig 
tusschen  H  en  I;  de  rechte  cjlinder  waarvan  H  ia  de  hoogte 
en  I  de  middellijn  yan  het  grondylak  is  de  gezochte;  dit  ia  niet 
moeilijk  aan  te  toonen. 

5.  Chr.  Hijtoeks  aan  Mbrsbnnb  1647,  n^.  39  (fig.  8). 
Op   een    parabool,    waarvan    de   as  verticaal  staat,   worden 

genomen  vier  punten  A»  B,  C,  D  en  hun  middellgnen  kk\ 
BB',  CC',  DD'.  Indien  nu  A'B'  =  B'C'  =  CD',  en  P  het  snij- 
punt  is  yan  AB  en  DC»  zal  de  middellyn  van  P  de  evenwijdige 
koorden  AD  en  BC  middendoor  deelen.  (Dit  eenvoudige  vraag* 
stuk  staat  in  verband  met  H.'s  eerste  onderzoekingen  omtrent 
de  kettinglijn). 

6.  Mbrsenne  aan  Chb.  H.  1648,  n^  51  (fig.  4). 

In  een  cirkel  wordt  een  spiraal  aldus  beschreven,  dat  boog 
AQ  zich  verhoudt  tot  den  geheelen  cirkelomtrek ,  als  PQ  tot 
den  straal  of  als  de  tweede  macht,  derde  macht,  fide  macht 
dezer  verhouding.  Qevraagd  het  oppervlak  begrepen  tusschen 
de  spiraal  en  den  straal  GA. 

7.  Pr.  van  Schooien  aan  Chr.  H.  1648,  n^  67  (fig.  5). 
Gegeven   een    driehoek  ABC,   op  de  zgde  AC  hot  punt  D, 

op  de  zijde  BC  het  punt  E.    In  de  basis  het  punt  P  zoodanig 
te  bepalen,  dat  trekkende  PD  en  PE,  ^ADP  =  ZBEP. 

8.  Idem  (fig.  6). 

Yan  den  vierhoek  ABCD  zijn  gegeven: 
de  diagonaal  AC,  de  hoeken  BAC,  DAC,  BCD  en  de  ver- 
houding der  zijden  AB  en  AD ,  of  der  zijden  CB  en  CD ; 
den  vierhoek  te  construeeren. 

9.  Idem  (fig.  7). 

Gegeven  een  cirkel  en  een  daarbuiten  gelegen  punt  A.  Uit 
A  wordt  de  raaklijn  AB  getrokken.  Op  de  as  AC  een  punt  P 
te  vinden ,  zoodanig  gelegen  dat,  trekkende  de  raaklijn  PR  en 
de  loodlijn  PQ  op  AC,  de  lijnen  PR  en  PQ  een  gegeven  ver- 
houding hebben. 

10.  Chr.  H,  aan?  1649.  n°   68  (fig.  8). 

Over  de  spiraal  van  Archimkdes.    Zij  OP  de  straal  van  den 
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cirkel'»  waarin  de  eerste  winding  der  spiraal  is  besohreTen; 
neem  OA  gelgk  aan  den  omtrek  van  dien  cirkel,  dan  aal  de 
Ign  AP  de  spiraal  raken  in  het  pnnt ,  waar  sg  den  cirkel  sngdt 

11.  Chr.  H.  aan  F.  vak  Schootbn  1651,  n®.  93  (fig.  9). 
Gegeyen  een  rechte  lijn  DB ,  hierin  een  punt  G  en  een  punt 

A  er  buiten.  Gevraagd  de  meetkundige  plaats  van  het  punt  P, 
soodanig  gelegen,  dat,  trekkende  PD  onder  een  gegeven  hoek 
met  BD,  AP  middenevenredig  is  tusschen  GD  en  een  gegeven  lijn. 

12.  Chb.  H.  aan  Greoorius  a  8.  Y.  1652,  n^.  119  (fig.  10). 
Gegeven  een  bol ,  waarvan  de  groote  cirkel  is  ABCD,  en  twee 

Ignen  B  en  8  van  gegeven  lengte.  Gevraagd  den  bol  door 
een  vlak  te  verdeelen  in  twee  segmenten ,  waarvan  de  inhouden 
iioh  verhouden  als  B  en  8. 

Constructie.  Verleng  de  middellgn  DB  met  een  stuk  BT 
gelgk  aan  den  straal  en  verdeel  de  middellgn  AC  in  E  in 
reden  van  B/S.  Beschrgf  een  parabool  met  T  tot  top ,  TD  tot 
aa  en  den  straal  des  bols  tot  parameter.  Beschrijf  verder  uit 
E  als  middelpunt  een  cirkel,  die  door  T  gaat  en  de  parabool 
snijdt  in  P;  laat  uit  P  een  loodlgn  neer  op  AG,  die  haar  sngdt 
in  Q.  Het  vlak  door  Q  loodrecht  op  AG  zal  den  bol  in  de 
gegeven  reden  verdeelen. 

18.    EiNNBR  V.  L.  aan  Chr.  H.  1653,  n^  160  (fig.  11). 

Een  cirkelboog  ABC  met  het  middelpunt  ip  D  in  drie  gelijke 
deelen  te  verdeelen. 

Constructie.  Zg  AG  de  koorde ,  trek  een  middellgn  DF  zoo- 
danig, dat  CE:=GF,  dan  zal  boog  CF  =  ^  boog  AG. 

14.    Chr.  H.  aan  Eivkbr  v.  L.»  1658,  n».  161  (fig.  12). 

Twee  middenevenredigen  tusschen  twee  gegeven  lijnen  te 
constmeeren. 

Constructie.  In  den  cirkel  ACBE  zgn  AB  als  middellgn  en 
AC  als  koorde  de  gegeven  lijnen.  Construeer  het  parallelogram 
ACDB,  en  trek  door  het  middelpunt  O  een  Ign  zoodanig,  dat, 
indien  zg  CD  sngdt  in  L  en  AC  verlengd  in  E ,  LD  gelijk  zij 
aan  LE.  Zij  N  het  snijpunt  van  EE  met  den  cirkel,  dan  zijn 
EC  en  EN  de  gezochte  middenevenredigen,  zoodat  de  be- 
bestaat: 

AB  :  EC  =  EC  :  EN  =  EN  :  AC. 
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16.    Idem  (fig.  18),  («ie  ii^  ti). 

Eea  bol  door  een  vlak  in  twee  segmenten  te  v'Meeten; 
waaryan  de  inhoaden  zich  verhouden  nts  tWeb  gegeven  l^neti. 

Constructie.  Zij  de  middellgn  AB  van  den  groeten  cirkel 
des  bols  in  E  verdeeld  in  de  gegeven. reden.  Neem  koorde 
AE  gelgk  aan  het  verschil  van  AÊ  en  EB.  Yerdeel  boog  AK 
in  drie  gelijke  deelen  en  zij  AN  de  koorde  van  het  derde  deel. 
Maak  OP  =  AN ,  dan  zal  het  vlak  door  P  loodrecht  op  de 
middellijn  den  bol  in  de  gevraagde  reden  verdeelen. 

16.  Chr.  B.  aan  F.  van  Schootsn  1653,  n^.  164  (fig.  14). 
In  de  conchoïde  van  Nicoxbdsb  de  bnigpnnten  te  oonsthieerenl 

Constructie.  Z^  de  conchöïdé  NQN'  met  O  töè  pbol/AB  tót 
asymptoot  en  AQ  als  straal.  Neem  GR  ifa  O  loodrecht  óp  k(f  (i& 
=  2AG.  Beschrijf  een  parabool  met  B  tot  top,  RG  tbt  ik  en 
OA  tot  parameter.  Zij  AE  derde  evenredige  tbt  AG  en  AQ, 
en  maak  GF  =  GE.  Beschrgf  uit  F  ah  niiddelpuni^  eèn  cirkëlj 
die  door  R  gaat  en  de  parabool  stiijdt  in  O.  Trek  OC  /f  AS\ 
en  zg  zal  de  conchoïde  in  de  buigpunten  C,  (?  shijden,  ^Ödal 
de  raaklgn  LZ  in  O  de  kromme  in  C  tevens  snijdt 

(Destijds  werd  van  de  concüoldè  slechts  één'  tak  bèsohiiuwa. 
Den  aandachtigen  lezer  blijve  het  overgelaten  té  onderzoeken; 
of  deze  constructie  ook  de  buigpanten  in  den  anderen  tak  easa 
quo  leert  kennen). 

17.  Chr.  H.  aan  F.  van  Schootbw  1653,  vP.  166  (fig.  16). 
Vraagstuk  van  Apolloniüb. 

Gegeven  een  ruit  AGGH ,  waarvan  de  zijde  HG  is  verlengd : 
uit  A  een  l^n  te  trekken,  zdodanig  dat  het  stuk' EF,  begrepen 
tusschen  de  niet  in  A  samenkomende  snijden ,  gel^k  zg  aan  ^en 
gegeven  Ijjn  O. 

Constructie.  Trek  de  diagonaal  AG  én'  ulè  G  öèf  Vgif"  ÖD 
ifaar  de  basié,  waarvi&n  het  vierkant  gëlgk  is  aaü  ië  sèiS  i^ 
vierkanten  van  O  en  AG.  Beschrijf  op  AD  ah'  koordfe  e^^ 
cirkelboog,  die  een  hoek  bevat  gel^k  ^H  deWnlt:  D^Ü 
bófog  shijdt  het  verlengde  van  HG  in  F;  dan 'zal  AF  d^  ge- 
vraagde zQn ,  zoódat  KF  =  O. 

(Yerschillende  gevallen ;  onderzoek  van  de  ndbj^él^k^eftf 'dbfatiJif 
dubbele  oplossing). 


18.  Ch&  B.  aan  F4  van  Sgrootbk  16M,  b^;  182  (lig.  16). 
(Rectificatie  van  den  cirkel). 

De  middrilgD'  AB  verdeelt  den  oirkelontrek  in  twee  geljjke 
doelen.  Yerdeei  de  bovenste  helft  in  G  in  twee,  en  de  onderste 
helft  in  D  en  fi  in  drie  gelgke  deelen.  Trek  Cl)  én  CË ,  die 
de  middeUgn  in  F  en  Ö  sngden,  dan  aal  de  som  van  GË^  en 
FG  minder  dan  Vott  ^«1  de  middellyn  de  lenjfte  ven  hei 
oUielkwadfant  AG  oyerkeffen. 

19.  KUTHBR  V.  L.  aan  Chr.  6.  1654,  n^  211  (fig.  17). 
Ëefl  drkdfbdog  hi  dfie  gdl^kö  déelen  tó  ietSBéUti. 

Ganstruetie.  Zg  AtiC  de  te  yerdeelen  cirkelt>oog.  tf  aak  in 
A  op  AC  een  rechten  hoek  en  trek  een  raaklgn  ÜBE  soodanig, 
dat ,  indien  B  het  raakpunt  is»  BE  »  BD.  Dan  aal  t>oog  BC)  een 
derde  deel  zgn  van'  ^^}êg  AftC. 

20.  Idem  (fig.  18). 
Hetzelfde  vraagstuk. 

Andere  constructie.  Zij  ABCD  een  koorden  vierhoek,  zoo- 
danig dat  de  diagonalen  loodrecht  op  elkander  staan.  Indien 
nu  DC  +  EC  »  AE,  dÜik  zal  ftoog  DC  =^  ^  boog  ADC. 

21.  Chb.  H.  aan  F.  vab  S^HOottiN  1656 ,  vfi.  817. 
Gegeven   zgn   twee   parcfh   rechte   lijnen.    De  meetkundige 

plaats  te  bepaletf  v«mi  een  punt  P  zoodanig  gelegeOy  dat,  wanneer 
men  uit  P  telkens  onder  een  gegeven  hoek  Ignen  trekt  naar 
elk  der  gegeven  lijnen,  het  product  der  Ignen  naar  het  ééne 
paar  gelijk  zij  aan  het  product  der  lijnen  naar  het  andere  paar. 
(Dit  vraagstuk,  afkomstig  van  Apollokius,  was  ook  door 
Dbbcartes  behandeld:  Zijn  oplossing  gA{  aanleiding  tot  uit- 
voerige correspondentie  met  de  Roberval,  F.  van  SÖHOOtl^ 
en  andere  wiskundigen,  vooral  over  de  mogelgkheid  van  het 
vraagstuk  voor  elke  liggin|f  van  P  en  over  den  aard  der  kegel- 
snede  in  verband  met.  de  onderlinge  ligging  der  gegeven  lijneii. 
Hierbij  geeft  de  zuiver  meetkundige  beschouwing  geen  voldoende 
opheldering,  maar  de  a&ldyse  lost  alle  moeilijkheden  op). 

22.  Chr.  H.  aan  MtiiOIf  1656^  n^.  365  (fig.  19). 
VrcMgstuk.    Uit    een  fDgeven  pont  naar  een  gegeven  para- 
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bool   een   rechte   lijn  te  trekken ,   die  haar  onder  een  rechten 
hoek  Bnijdt. 

Constructie.  Zg  T  de  top  der  parabool,  TA  haar  as,  TB 
de  halve  parameter  en  P  het  gegeven  punt  Trek  PQ  ±  TA 
en  sg  E  het  midden  van  BQ ;  trek  KM  ±  TA  en  maak 
KM  SS  \  PQ.  Trek  uit  M  als  middelpunt  een  cirkel ,  die  gaat 
door  den  top  der  parabool;  zgn  C,  C,  C^  de  snijpunten  van 
dezen  cirkel  met  de  parabool ,  dan  voldoen  de  lijnen  CP ,  (7P, 
C^P  aan  het  gestelde  vraagstuk. 

Bewijs  van  Hcjtobks.  Beschouwen  wg  het  puntC,  dan  sal 
CP  normaal  zgn  in  C  aan  de  parabool,  indien  de  subnormaal 
DN  =  TB=»jp.    Deze  gelijkheid  wordt  als  volgt  aangetoond. 

Volgens  de  constructie  is 

KQ  =  KB  en  KAssKT, 

derhalve 

AQ  =  BT=|>. 
Neem 

QB  =  QA  =  p,  zoodat  AB  =  2p. 

Nu  is  in  den  cirkel: 

DT.DA  =  DC.DE; 
derhalve 

DT      DE 

do'^da' 

Maar  volgens  de  vergelijking  der  parabool  is: 


gevende 


DC^  =  2p  .  DT, 
DT     DC      DE      DC 

^^^» , 

DC~2p~DA      AB' 


I  coodat  ook 

DC      AB 


60 


DE      DA 
DE  -  DC       DA  -  AB 


DC  AB 

of,  F  het  midden  zgnde  vao  CE, 

2DF  _  DB 
DC  ~AB' 


225 


4DF       2DB 
DC  "  AB* 


Maar,    volgens   oonstractie    is  4DF  =  PQ  en   AB  =  2BQ, 
derbalre 

PQ^DB      NQ 

DC~QB'°ND' 


gevende 


Haar 


NQ+ND      DB  +  QB 
ND       ~       QB 


NQ  +  ND  =  DB  +  QB  =  DQ, 
derhalve 

ND  =  QB  =  p, 

q.  6.  d. 

(Hot  Traagstok  om  ait  een  gegeyen  pont  normalen  aan  een 
kegelsnede  te  trekken  werd  reeds  door  Apollohius  iii  het  yijfde 
boek  zgner  ^kegelBneden'*  behandeld,  dooh  tot  een  constmotie 
kwam  hg  niet  Na  de  in?oering  der  coördinaten  door  I^soabtbs 
kwam  het  Traagstuk  opnieuw  aan  de  orde  en  zoo  werd  het  ook 
aan  HUTasHS  yoorgesteld.  Hij  gaf  boyenstaande  constraotie 
yoor  de  parabool,  geheel  oyereenkomende  met  die,  welke  nog 
tegenwoordig  wordt  geyolgd  en  in  yele  leerboeken  is  opgenomen. 
(Zie  o.a.  mgn  leerboek  der  analytische  meetkunde  I  §  28  fig.  50). 

Het  bewgs  yan  HuTasHS  yoor  de  juistheid  dezer  constructie 
ia  hier  nityoerig  meegedeeld,  omdat  daaruit  zgn  methode  kan 
worden  nagegaan.  Zij  is  zuiyer  meetkundig,  met  terzijdestelling 
der  analyse,  onder  gebruikmaking  yan  bekende  eigenschap- 
pen der  parabool  en  yan  den  cirkel.  Het  bewgs  is  ook  merk- 
waardig, omdat  dit  de  eerste  schrede  is  op  den  weg,  die  hem 
later  tot  de  leer  der  ontwondenen  zou  yoeren. 

In  dezen  tgd  toch  hadden  de  wiskundigen  nog  geen  begrip 
yan  de  kronmiing  der  krommen  en  al  wat  daarmede  samen 
hangt. 

Intusschen  kan  ik  het  yermoeden  niet  onderdrukken»  dat  H. 
langs  den  weg  der  analyse,  dat  is  door  gebruik  te  maken  yan 
de  yergelijkingen  yan  parabool  en  cirkel,  tot  zijn  constructie 
is  gekomen ,  en  daarna  het  hier  gegeyen  bewijs  heeft  afgeleid. 


Het  was  tooh  de  gewoonte  dier  dagen  om  den  weg,  laag* 
welken  men  tot  oplossing  of  oon^truotie  Tan  gestelde  vraag- 
stukken  was  gekomen,  geheim  te  honden,  en  slechte  die 
oplgpging  of  oonsijr^ptie ,  iQ^t  of  sonder  bewgs  toqt  de  juie^ieid 
daarvan,  mee  te  doelen.  Op  gelgke  wgzo  haodeldeii  ook 
Nkwtok,  Leib5IZ  en  hun  iMi^xolge^  Eerst  veel  later  werd 
het  gewoonte,  om  n^awkenrig  den  weg  aan  te  wgsen 9c\laiig8 
welken  men  tot  de  oplossing  was  gekomen. 
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SUR  UN  TH^^ÈMj?  pp  QÉOMÉTÜlffi  PL^P, 


PAE 


W.  KAPT^YN. 

(Utrecht.) 


Dans  la  geometrie  de  Tespace  on  considère  un  polyèdre  ayant 
ppar  \^B^  dffax  ptoljgiineB  queloonques  situéa  dan^  des  plans 
])ar%Uè|ef(  ^i  pno^c  fttOitS  bitindes  des  tiapëzes  ou  des  triangles. 
$n  d^WtWlt  quQ  Ie  Tohame  de  ce  polyèdra  est  expripé  par 

la  formule -^  (B+ 4B''  +  B'),    dans   laquelle   H    dési^ne   la 

difitaooe  des  deux  plans  parallèles,  B  la  base  inférieure  du 
polyèdroy  B'  la  base  supérieure  et  B'^  la  section  équidistante 
des  deux  bases^  ojn  décoi^ose  ^énéralefpent  Ie  polyèdre  en 
pyramides.  Si  Von  prend  p.  e.  un  point  k  volonté  M  dans 
la  base  inférieure  on  a  d'abord  un  pyramide  dont  Ie  sommet 
est  situé  en  ^  et  q^^  rejiose  s^r  la  fiice  sppérieure  B\  puis 
un  nombre  de  pyramides  dpnt  les  sommets  coincident  aveo  les 
sommets  de  Ia  base  supérieure  et  qui  reposent  sur  les  triangles 
qu'on  obtient  en  joignant  Ie  point  M  avec  tous  les  sommets 
du  polygone  dans  lequel  ce  point  est  situé,  enfin  un  nombr^ 
de  tetraëdres  limités  chacun  par  un  des  optés  du  polygone 
snpériear  et  une  des  lignes  qui  convergent  dans  Ie  point  M; 
ces  deux  cotés  seront  des  arêtes  opposées  du  tétraèdre  corres- 
poadant. 

En  fiiisant  attention  k  la.  sectioi^  éq^idi8tj^^te  des  deux  bases 
on  Yoit  que  la  première  piramide  y  dessine  un  polygone  sem- 
blable  k  la  base  supérieure  et  dont  l'aire  est  ógal  &  |  B" ;  de 
I9^e  lef  piji^iaides  qui  reposent  sur  les  triangies  de  la  base 
inférieur^  des3i9.ent  sur.  la  sectien  oonsidérée  des  triangies  sem- 
blabtos  ik  leur  bases;  l'aure  de  tous  ces  triangies  est  éyidemment 
\B^  Le  reste  de  la  section  se  déoompose  en  un  nombre  de 
f^^r^JléJIpgrammes  doi^t  les  cotéa  sfnt  parallëles  aux  cotés  de  la 
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base  sapérieore  et  aux  lignes  qoi  joigoent  Ie  point  H  aveo  las 
aommets  de  la  base  inférieure.  Si  dooc  on  ohangpe  la  pontion 
dn  point  M,  il  &at  que  la  Bomme  des  aires  de  toos  ces  parallel 
logrammes  soit  constante. 

En  faisant  abstraction  main tenant  de  tonte  considération 
empruntée  k  la  geometrie  de  l'espace  y  Ie  raisonnement  precedent 
conduit  k  ce  théorème  de  geometrie  plane: 

Soient  A|  A3 . . .  A. ,  PiP^  •  •  •  P«  deux  polygones  queleonques 
et  soient  (1,03 ... a,  les  ootés  du  premier  poljgone »  UiU^...Um 
les  distances  d'un  point  arbitraire  M  aux  différents  sommets  F , 
la  somme 

a,tt„  sin  (fl, ,  ttj  4  a^up  sin  (a^up)  +  ...+■  a,Wj^  sin  (o. ,  «x) 

sera  indépendante  de  la  position  du  point  M ,  a ,  /3 ,  ...  X 
étant  des  nombres  ohoisis  k  Yolonté  parmi  les  nombres  1 ,  2 ,  m. 

Proposons  nous  maintenant  de  démontrer  oe  théorème  d'une 
maniere  satisfaisante  et  de  faire  voir  qu*il  se  prète  encore  k 
une  géoéralisation. 

Soient  31,  99,  €»  U  des  yeoteurs  et  rappelons  qu'on  dtstingue 
généralemeot  deux  produits:  Ie  produit  soalaire 

(2tU)  =  |3C|.  |U|co8(a,  U) 

et  Ie  produit  yectoriel 

[81U]  =  |«|  .|U|8in(a,U) 

oü  (31,  U)  représente  Pangle  que  Ie  premier  yecteur  devra  par- 
courir  dans  un  sens  déterminé  (soit  Ie  sens  positif)  pour  Ie  fiure 
coïncider  avec  Ie  second.  Il  suit  de  oette  définition  que  si  Tod 
intervertit  Tordre  des  deux  facteurs  Ie  produit  soalaire  reste 
iovariable,  tandis  que  Ie  produit  vectoriel  change  de  sigoe. 
Rappelons  aussi  que  la  loi  distributive  qui  s'exprime  ainsi 

((2i  +  a3)U)  =  (au)  +  (a3U) 

[(2H-g3)U]  =  [3lU]  +  ta3U] 

k  lieu  également  dans  les  deux  cas. 

Imaginons  maintenant  en  premier  lieu  un  polygone  qaeloonque 
et  associons  k  chaque  coté  un  veoteur  3(|,  9I2  •  • .  9(.  dont  la 
direction  est  determiné  par  un  mobile  qui  parconrt  la  ciroon- 
férence  du  polygone  dans  un  sens  arbitraire  et  considérons  en 
seoond   lieu   les   yecteurs  U,,  ll|...tUi  qui  partent  d'un  point 
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S  qnelconque  anx  différents  pomts  d*aii  gronpe  de  points  fixes 
P,,  P^ .  • .  Pm-    CeTa  posé  on  aura 

{%  U«)  +  (2I^Ui8)  +  . . .  +(aUttx)  =  oon8fc. 
et 

[«lUo]  +  [a^Uis]  +  . . .  +  [3l,Ux]  =  const. 

c'est  k  dire  que  ces  sommes  sont  indépendantes  de  la  position 
dn  point  VL. 

En  effet ,  soit  M'  une  nouYelle  position  du  point  M  et  désig- 
nons  par  U^,  U'a . . .  tt'»  les  yecteurs  qni  joignent  Ie  point  M' 
anx  points  fixes  Pt,  Pa... Pm ,  la  considération  des  triangles 
PaPjsM  et  PaP^M'  conduit  k  Péquation 

De  la  même  maniere  on  dedaira  des  triangles  P/sPyM, 
P^PyM'  etc.  les  équations 


Ux-U'x  =  U«-U'a. 
D'après  ces  relations,  il  est  éyident  que 

(21,  (Ua  -  U'«))  +  (31a  (U0  -  U»)  +  . . .  (2U  (31.  (Ux))= 

=  ((»,  +2ta  +  . . .  +  3l.)(U«  -  U'«))  =  O, 

parce  que 

8l,+3la  +  -.-2U  =  0. 

On  aura  dono 
8Ii  U',)+(2la  Up)  -h . .  +  (91- Ux)  =  (3C,  U'a)+2la U'0)4- . .  +(3UU'x), 

OU 

(2l,U«)-f  (3laU3)  +  ...  +  (21. Ux)  =  const., 
et  de  la  même  maniere 

[21,  U  J  +  [2t2  Up]  +  •  • .  +  [2U  Ux]  =  const. 

Ponr   donner  une  application  du  premier  théorème  proposons 
nous  de  démontrer  ceite  proposition: 

15 
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yDami  toat  tiiaiigle ,  Ie  carré  d'an  oóté  est  égal  k  la  soinme 
des  oarrés  des  deux  aatres  cótés ,  moins  deux  fois  leur  prodoit 
mnltiplié  par  Ie  oosine  de  Tangle  oompris  entre  ces  demiers." 

D'après  Ie  premier  théoreme  on  aora 


(3li  U.)  +  {%Vi^  +  (2l,lü  =  const. 

OU 

(BO,  MC)  +  (CA ,  MB)  +  (AB,  MB)  =  const. 
En  faisant  coïnoider  M  avec  C,  l'équation  précédente  s^écrit 

(CA  +  AB ,  CB)  =  const. 

OU,  parce  que 

CB  =  CA  +  AB, 

(CT)  +  2 (CA,  AB)  +  (AB")  =  const 
o'est-^-dire 


CA  —  2CA  .  AB  008  A  +  AB  =  const. 
En  faisant  coïnoider  M  avec  B,  on  obtient 


(BC )  =  const. 
on 

BC^  =  const. , 
par  suite 

BC*  =  CA*  —  2CA  .  ABcos  A  +  AB*. 

Pour  donner  une  application  du  second  théoreme,  je  prends 
la  proposition: 

yDans  tout  quadrilatère  inscriptible  Ie  produit  des  diagonales 
est  égal  k  la  somme  des  produits  des  cötés  opposés." 
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Soit   ABCD   Ie   quadrilatère  donné  et  soit  PQR  uq  triaogle 
g  congruent  avec  Ie  triangle  ADB 

dont  les  cótés  PQ  et  PR  sont 
respectiyement  perpendicalai- 
res  sur  CB  et  CD;  alors  on 
aura  d'après  Ie  second  théorème 

[2l,U,]4-[2laU.]  +  [a3U,H. 
+  [a^  UJ  =  const 

OU 

[AB,  MQ]  +  [BC,  MQ]  + 
+  [CD,  MIl]+[DA,  MR]  =  const. 

Si  Ton  fait  coïnoider  M  ayec 
P,  cette  équation  donne 

AB  .  AD  sin  (B  -  90^)  +  BC  .  AD  +  CD  .  AB  + 
+  AD  .  AB  sin  (270^  -  D)  =  const. 

on,  ayant  égard  k  Ia  relation  donnée, 

B  -t-  D  =  180^ 
BC .  AD  +  CD  .  AB  =  const. 

Si,  au  contraire  M  coïncide  ayec  R,  Téquation  prend  la  forme 

[AB,  RQ]  +  [BC,  RQ]  =  const. 


OU 


o'eBt-^-dire 


par  conséquent 


[AB  +  BC ,  RQ]  =  const. 
AC  •  BD  =  const., 

BC  .  AD  +  CD  .  AB  =  AC  .  BD. 


Remarque.  Dans  une  note,  insérée  dans  Orunert's  Archiy 
T.  65,  p.  221  (1880)  nous  ayons  donné  déjk  Ténoncé  du  second 
des  théorèmes  précédents. 


16* 


VS,  d 


A  LIST  OF  DÜTGH  BOOKS  ON  MATHEMATICAL  SCIENCES, 

mPOKTED  FROH  HOLLAND  TO  JAPAN  BBFORE 

THE  RESTORATION  IN  1868 '), 


BT 


T.  HAYASHL 

(Tökyö,  Japan.) 


The  Dutch  books  on  mathematical  soiences,  mentioned  in  the 
feUowing  list  haye  largely  contributed  to  the  deyelopment  of 
Bcience  in  Japan  np  to  its  present  state.  I  have  found  these 
books  in  the  library  of  Mr.  Nobusane  Tamamoto,  member  of 
the  TükyD  mathematico-physical  society,  who  was  one  of  the 
professors  of  the  Eaiseijo,  which  was  combined  with  the  ethers 
in  1869  in  order  to  establish  the  Tokyü  Imperial  üniversity. 
Some  of  these  books  formerly  belonged  to  the  Eaiseijo  and 
have  the  signature  of  the  institution  on  their  pages.  Mr.  Tama- 
moto told  me  that  several  Dutch  books  belonging  to  the  Eaiseijo, 
were  sold  off  as  books  useless  in  future  (a  yiolent  and  inoon- 
siderate  proceeding);  Mr.  Tamamoto  was  able  to  secure  some 
of  them,  but  does  not  know,  what  has  become  of  the  ethers. 
I  would  express  sincere  thanks  to  Mr.  Tamamoto  for  kindly 
showing  me  his  library. 

1.  J.  Baden  Ohijben.  —  Beginselen  der  differentiaal-  en 
integraalrekening,  voor  kadetten  der  artillerie  en  genie.  K« 
M.  A.  *)    Breda,  Broese  &  Co.     1847. 

2.  J.  Badon  Ohijben  en  H.  Strootman.  —  Beginselen  der 
hoogere  stelkunst.     E.  M.  A.     Breda,  Broese  &  Co.     1850. 

8.    J.  Badon  Ghijben.   —  Beginselen  der  meetkunst ,   vuor 


^)  I  heg  the  reader  to  consult  the  previous  note  ^A  list  of  Dutch  astronomioal 
workfl  imported  irom  Holland  to  Japan''  p.  42—47  of  the  present  volume  of  the 
„Nieuw  Archief." 

')  The  abbreviation  K.  M.  A.  stands  for:  Wiskundige  leercursus  ten  gebruike 
der  koninklijke  militaire  akademie. 
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de  kadetten  yan  alle  wapenen.    Derde  drak.   E.  M.  A.    Breda, 
Broese  &  Co.     1862. 

4.  J.  Badon  Ohgben.  —  BeginBelen  der  hoogere  meetkunst. 
K  M.  A.    Breda,  Broese  &  Go.    1862. 

6.  D.  Bierene  de  Haan.  —  Overzïgt  Tan  de  differentiaalreke- 
aing.     Leiden,  P«  Engels.     1865. 

6.  D.  J.  Brouwer.  —  Sterre-  en  zeeyaartkundige  tafelen 
beneyens  eene  korte  verklaring  yan  hare  inrigting  en  haar 
gebrnik,  1  yol.    Nieuwediep,  J.  O.  de  Buisonjé.     1862. 

7.  D.  J.  brouwer.  —  Handleiding  tot  de  theoretische  en 
praktisehe  zeeyaartkunde  beneyens  eene  beknopte  yerhandeling 
oyer  de  hydrographie.  Met  platen  en  kaarten.  2  toI.  Nieuwe- 
diep,  J.  C.  de  Buisonjé.     1864  en  1866. 

8.  P.  M.  Brutel  de  la  Riyiëre.  —  See  Thomas  Tate. 

9.  A.  W.  de  Bruyn.  —  Militair  zakboekje  ten  dienste  van 
het  nederlandsche  leger;  doch  meer  bijzonder  yan  het  wapen 
der  artillerie,    's  Grayenhage ,  de  Eryen  Doorman.     1839. 

10.  P.  yan  der  Burg.  —  Eerste  grondbeginselen  der  natuur- 
kunde.   Derde  druk.    Oouda,  G.  B.  yan  Goor.    1854. 

11.  Isaac  Paul  Delprat  —  Yerhandeling  oyer  den  weder- 
stand yan  balken  en  ijzeren  stayen.  E.  M.  A.  Breda,  Broese 
&  Co.     1832. 

12.  Isaao  Paul  Delprat.  —  The  same.     1852. 

13.  Isaac  Paul  Delprat.  —  Beginselen  der  Meohanioa.  K. 
M.  A.    Tweede  druk.    Breda,  Broese  &  Co.     1848. 

14.  Isaao  Paul  Delprat.  —  Beginselen  der  werktuigkunde. 
E.  M.  A.    Breda,  Broese  &  Co.    1855. 

15.  Th.  yan  Doesburgh.  —  See  A.  Ganot. 

16.  J.  C.  Eger.  —  Beginselen  der  meetkunde  ten  yeryolge 
van  Schömiloh^  planimetrie,  beyattende  de  leer  der  transyersalen, 
in  hare  toepassing  op  de  planimetrie,  yan  C.  Adams.  Gro- 
ningen, J.  Oomkens.     1863. 

17.  W.  A.  Froger.  —  Handboek  bg  het  bepalen  der  af- 
metingen ,  der  yoomaamste  deelen  yan  bouwkundige  zamen- 
stellingen ,  naar  de  daarop  werkende  krachten  of  belastingen. 
Amsterdam,  Wegtingh  en  yan  der  Haart     1845. 

18.  A.  Ganót.  —  Handboek  der  natuurkunde  yoor  den 
beschaafden  stand.  Translated  into  Dutch  by  Th.  yan  Does- 
burgh.   Botterdam,  H.  Nggh.    1862. 
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19.  Jaoob  de  Gelder.  —  OrondbeginBelen  der  cgferkonst. 
Rotterdam,  N.  Cornel.     1793. 

20.  Jaoob  de  Gelder.  —  Beginselen  der  meetkunst,  ont- 
worpen naar  haren  tegenwoordigen  staat  van  vorderingen, 
's  Gravenhage  en  Amsterdam,  Gebr.  van  Cleef.     1829. 

21.  Jaoob  de  Gelder.  —  Allereerste  gronden  der  ogferkunsl 
's  Gravenhage  en  Amsterdam,  Gebr.  van  Oleef.     1847. 

22.  Jaoob  de  Gelder.  —  Besohrijving  van  de  inrigting  en 
het  gebruik  van  den  sextant  van  Halley.  Amsterdam ,  Gebr. 
van  Cleef.     1816. 

23.  Jaoob  de  Gelder.  —  Beginselen  der  stelkunst,  ont- 
worpen naar  haren  tegenwoordigen  staat  van  vordering  en 
beschaving.    Amsterdam,  Gebr.  van  Cleef.     1836. 

24.  Jaoob  de  Gelder.  —  Hoogere  meetkunst  bevattende  de 
algemeene  theorie  der  kromme  lijnen  en  gebogen  vlakken, 
's  Gravenhage,  Gebr.  van  Cleef.     1824. 

25.  Jaoob  de  Gelder.  —  Cosmographische  lessen.  Een 
leerboek  voor  de  nederlandsche  jongelingschap.  Amsterdam 
en  Haag,  Gebrs.  van  Cleef.     1831. 

26.  G.  A.  Hondeijker.  —  See  J.  J,  Littrow. 

27.  Frederik  Eaiser.  —  De  sterrenhemel.  2  vol.  Amster- 
dam, C.  G.  Sulpke.     1847. 

28.  J.  C.  J.  Eempees.  —  Beginselen  der  meetkunst  E. 
M.  A.  Breda,  Broese  &  Co.  First  part  (8th  edition)  1868. 
Second  part  (3rd  edition)  1862. 

29.  G.  A.  van  Eerkwgk.  —  Verhandeling  over  het  water- 
passen en  het  gebruik  van  den  barometer  tot  het  meten  van 
hoogten,    's  Gravenhage ,  Gebr.  van  Cleef.     1828. 

80.  G.  A.  van  Eerkwgk.  —  Geodesie.  Breda,  Broese  & 
Co.     1856. 

31.  G.  A.  van  Eerkwgk.  —  Handleiding  tot  de  verster- 
kingskunst.     Breda,  Broese  &  Co.     1854. 

32.  G.  Eujjper.  —  See  J.  Weisbach. 

33.  8.  F.  Lacroix.  —  Beginselen  der  stelkunst.  Translated 
into  Dutch  by  J.  R.  Schmidt.  's  Gravenhage  en  Amsterdam, 
Gebr.  van  Cleef.     1825. 

34.  8.  F.  Lacroix.  —  Beginselen  der  goniometrie.  Derde 
druk.  Translated  into  Dutch  by  J.  R.  8chmidt.  's  Graven- 
hage, Gebr.  van  Cleef.     1836. 

35.  8.   F.   Lacroix.  —  Beginselen  der  Meetkunst.    Vierde 


285 

druk.    Tranalated  into  Dutch  by  J.  R.  8ohiiiidt.   's  Orayenhage, 
Oebr.  van  Cleef.    1864. 

36.  J.  J.  de  Lalande.  —  Astronomia  of  sterrekande.  8  vol. 
Tranalated  into  Dutoh  by  Arnoldus  Bastiaan  Strabbe  and 
reyieed  by  CorneliB  Douwes.    Amsterdam,  Jan  Morterre.   1778. 

37.  Pieter  Le  Compte.  —  Praktische  zeeyaartkunde  en 
theoretische  kennis ,  yoor  handel  en  scheepyaart.  2  yol.  Am- 
sterdam, C.  F.  Stemler.     1844. 

88.  J.  J.  Littrow.  —  Het  nitspansel  en  deseelfs  werelden, 
of  de  sterrekunde.  Translated  into  Dutch  by  G.  A.  Hondeijker, 
's  Grayenhage,  E.  Fahri.     1848. 

39.  Rehnel  Lobatto.  —  Leerboek  der  regtlijnige  en  sphae- 
rische  driehoeksmeting.    Amsterdam ,  Oebr.  yan  Cleefl     1844. 

40.  Behnel  Lobatto.  —  Lessen  oyer  de  hoogere  algebra. 
Amsterdam,  Oebr.  yan  Oleef.     1845. 

41.  Rehuel  Lobatto.  —  Lessen  oyer  de  differentiaal-  en 
integraalrekening,    's  Orayenhage ,  Oebr.  yan  Cleef.     1851. 

42.  J.  P.  C.  yan  Qyerstraten.  —  Oronden  der  Mechanica. 
E.  M.  A.    Breda,  Broese  &  Co.     1860. 

48.  J.  C.  Pilaar.  —  Handleiding  tot  de  beschouwende  en 
werkdadige  stuurmanskunst.  2  yol.  Amsterdam ,  's  Orayen- 
hage en  Utrecht;  Wed.  O.  Hulst  yan  Eeulen,  de  Gebroeders 
yan  Cleef  en  C.  yan  der  Post  Jr.     1837. 

44.  J.  R.  Schmidt,  —  Beginselen  der  hoogere  meetkunde, 
beyattende  de  toepassing  yan  de  stelkunst  op  bepaalde  meet- 
kundige yraagstukken ;  yerder  de  theorie  yan  de  regte  Ign  en 
den  cirkel ;  beneyens  de  kromme  lijnen  yan  den  tweeden  graad 
of  de  kegelsneden.     's  Orayenhage ,  Oebr.  yan  Cleef.     1822. 

46.  J.  R.  Schmidt.  —  Beginselen  der  differentiaal-  en 
integraal-rekening,    's  Orayenhage ,  Oebr.  yan  Cleef.     1822. 

46.  J.  R.  Schmidt.  —  Beginselen  der  dynamica,  's  Ora- 
yenhage, Oebr.  yan  Cleef.     1825. 

47.  J.  R.  Schmidt.  —  Also  see  8.  F.  Lacroix  whose  works 
were  translated  into  Dutch  by  J.  R.  Schmidt. 

48.  J.  O.  Sommer.  —  Tafereel  yan  het  Heel-al,  of  beyat- 
teltjke  en  onderhoudende  beschouwing  yan  het  Uitspansel  en  yan 
den  Aardbol.  6  yol.  Uit  het  Hoogd.  yertaald.  Amsterdam, 
Gebrs.  Diederiohs.     1829-1834. 

49.  J.  B.  Speger.  —  Tafel  yan  de  gewone  of  Briggiaansche 
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logarithmen   van  1  tot  10100.     's  Gravenhage  en  Amsterdam , 
Gebr.  yan  Cleef.     1847. 

50.  A.  B.  Strabbe.  —  See  J.  J.  de  Lalande. 

51.  H.  Strootman.  —  Gronden  der  besohrgvende  meetknnst. 
Tweede  druk.    E.  M.  'A.    Breda,  Broese  &  Go.     1847. 

52.  H.  Strootman.  —  Beginselen  der  cijferkunst.  Breda, 
Hermans  en  zoon.    Eerste  stukje,  1864.    Tweede  stukje,  1862. 

53.  H.  Strootman  en  J.  Badon  Ghgben.  —  See  J.  Badon 
Ghijben. 

54.  Jacob  Swart.  —  Verklaring  van  den  almanack  ten 
dienste  der  zeelieden.  Amsterdam,  Wed.  G.  Hulst  van 
Keulen.     1841. 

55.  Jacob  Swart.  —  Handleiding  voor  de  praktische  zee- 
yaartkunde.     Amsterdam ,   Wed.  G.  Hulst  van  Keulen.     1856. 

56.  Thomas  Tate.  —  Kort  begrip  der  werktuigkunde. 
Tweede  druk.  Translated  intö  Dutch  by  P.  M.  Brutel  de  la 
Biyière.    Leiden,  A.  W.  Sgthoffi     1855. 

57.  Gideon  Jan  Yerdam.  —  Gronden  der  toegepaste  werk- 
tuigkunst.    8  Yols.     Groningen,  W.  van  Boekeren.     1828. 

58.  Gideon  Jan  Yerdam.  —  Summarium  der  goniometrie 
en  der  regtljjnige  trigonometrie.  Leiden,  C.  C.  van  den 
Hoek.     1858. 

59.  J.  Weisbach.  — •  De  Ingenieur.  Prachtische  handgids 
Yoor  groot  en  klein ,  of  verzameling  van  tafels,  regels  en 
formules  uit  de  wis-,  bouw-  en  werktuigkunde.  Amsterdam, 
C.  L.  Brinkman.     1865. 

60.  Over  de  drukking  van  aarde  tegen  bekleedingsmuren. 
K.  M.  A.    Breda,  Broese  en  Co.     1837. 

61.  Verzameling  van  wiskundige  tafelen,  voor  de  kadetten 
Tan  alle  wapenen,    K.  M.  A.    Breda,  Broese  en  Comp.    1845. 

62.  Verzameling  yan  wiskundige  voorstellen ,  door  de  leden 
van  het  Wiskundig  Genootschap.  Eerste  deel.  Amsterdam, 
F.  E.  Wijmans,  1820. 

63.  Verzameling  van  nieuwe  wiskundige  voorstellen,  door 
de  leden  van  het  Wiskundig  Genootschap.  Tweede  deel. 
Amsterdam,  van  der  Haart.     1846. 


AANTEEKENING. 
Behalve   deze   en   de   voorafgaande  Igst  van  Nederlandsohe 
werken   zond   de   heer   Hayashi  ons  nog  eene  Igst  van  titels , 
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geBchreyen  gedeeltdgk  in  het  Katakanaaohrift  en  gedeeltelijk  in 
het  Chineesoh,  waaruit  hij  de  oonpronkelgke  Nederlandache 
titels  niet  meer  kon  terugvinden.  De  heer  F.  O.  Kramp  te 
Leiden  was  zoo  welwillend  deze  titels  zooveel  mogelgk  te  ver- 
talen. Het  bleek,  dat  voor  het  grootste  gedeelte  de  bedoelde 
werken  reeds  voorkwamen  in  de  vorige  lijsten.  Yan  eenige 
andere  was  de  aanduiding  te  vaag.  Uit  aanwijzingen  als :  hand- 
boek, almanak,  sterrekunde,  soms  vergezeld  van  een  enkel 
jaartal ,  kan  niet  tot  een  bepaald  boek  worden  besloten.  De  on- 
derstaande werken  konden  nog  worden  herkend. 
1.  A.  Qttételet.  —  Gronden  der  sterrekunde.  IJit  het  Fransch 
vertaald  met  aanteek.  door  R.  Lobatto.    Amsterdam.     1827. 

2.  J.  W.  Earsten.  —  Yolksmeetkunde  of  onderwgs  tot 
nuttig  gebruik.  Uitgegeven  door  de  Maatsch.  t.  Nut  v.  't  Alg. 
Amsterdam ,  C.  de  Vries ,  H.  van  Munster  en  Zoon ,  J.  van  der 
Hey  en  Zoon.     1824. 

8.  J.  Kramers  Jz.  —  Algemeene  kunstwoorden-tolk,  bevat- 
tende de  vertaling  en  verklaring  van  alle  vreemde  woorden  en 
zegswgzen,  enz.    Gouda,  G.  B.  van  Goor  en  Zoon.     1868. 

4.    Kramer.   —  Natuur  en  gaechiedenis  der  aarde  en  harer 
bewoners.    2  dln. 
5*    Almanak  en  naamregister  van  Nederlandsch-IndiS. 


J.  O.  Klutvkr. 


J2a,  è 


OYER  EEN  UITfiREIDING  VAN  DEN  REOEL  DER  TOTALE 
WAARSCHUNLUKHEID  EN  ENKELE  T0EPAS8INaEN, 


DOOE 


FBED.  SCHÜfl. 

(Sneek). 


We  beschouweo  n  gebeartenissen  A| ,  A,!  • .  .  .  i  A»,  wier 
kansen  j>i,  j>3,  •  .  •  .  ,  j>i»  zijn.  Zgn  die  gebeartenissen  van 
dien  aard,  dat  ze  elkaar  uitsluiten  (zoodat  dus  geen  twee  of 
meer  gebeurtenissen  tot  stand  kunnen  komen),  dan  is  de  kans 
op  het  plaats  yinden  yan  een  dier  gebeurtenissen 

1^  =  Pi  i- JPa  +  •  •  •  •  +  1^»« 

Dit  is  de  bekende  regel  der  totale  waarsohgnlgkheid. 

Sluiten  de  gebeurtenissen  elkaar  niet  uit,  dan  noemen  we 
p,2  de  kans  dat  A|  en  A2  beide  tot  stand  komen  (waarbg  het 
al  of  niet  plaats  vinden  der  oyerige  gebeurtenissen  onyer^ 
schillig  is) ,  j>ia3  de  kans  dat  A, »  A,  en  A3  tot  stand  komen, 
enz. ,  terwijl  we 

Pi    +P2   +Pz  + -  =  8,, 

Pt2  +Pis  +P23+ =Sj, 

i'ias+Piaé  •  i^234"f" ^^  "3» 

Pi«...»  =  8» 

stellen.    De   kans,    dat   minstens  één  der  gebeurtenissen  A, , 
A^ ,  .  .  •  9  A»  tot  stand  komt ,  is  dan 

p  =  8, -8,4-83- +(-l)-»8.,.    .    (1) 

eyeneens  een  bekende  formule,  die  we  als  volgt  bewgzen. 

Zg  ji  de  kans  dat  A,  plaats  vindt  maar  de  overige  gebeur- 
tenissen niet,  qi2  de  kans  op  het  plaats  grijpen  alleen  der 
gebeurtenissen  A|  en  A21    enz.,  zoodat  ;ii..»=i'ii..»  is*  Voor 


239 

ii=r2  heeft  men  dan  Tolgene  den  regel  der  totale  waarsohyn- 
Igkheid : 

Pl=il+  Pt2i  , 

P%  =  i2+Pl2y 
-P  =  Jl  +  ?2  +1^12  =  CPl  —  P12)  -^  (P2'-Pt2)  4-  Pl2y 

P=Pl'\'P2-Pl2j       - (1/ 

waarmede  de  formule  (1)  voor  fts=2  is  aangetoond. 

Onderstellen  we  nn ,  dat  de  formule  is  aangetoond  voor  n  —  1 
gebeurtenissen.  De  kans  p'  der  gebeurtenis  A' ,  die  bestaat 
in  het  tot  stand  komen  van  een  (of  meer)  der  gebeurtenissen  Ai , 
A^ )  •  •  •  9  Aa  ^  1  y  is  dan 

p'  =  8'.-8',+  8',- +(-l)-«8'^i,    .    (ir 

waarbij  het  accent  Tan  S'i  9  8^2  9  ®dz.  aanduidt ,  dat  we  bg  de  p's 
alleen  de  indices  1,  2^....,n  —  1  gebruiken ,  dus  b.Y. 
8,  =|>,  +P2+  .  .  ,  .  +|?»-i.  De  gezochte  kans  p  Yoor  n 
gebeurtenissen  is  nu  de  kans,  dat  minstens  één  der  beide 
gebeurtenissen  A'  (met  kans  p')  en  A»  (met  kans  p»)  tot  stand 
komt.    Men  heeft  dus: 

P^P'+Pn—p^f 

waarin  p"  de  kans  is  dat  zoowel  A'  als  A»  plaats  yindt, 
m.  a.  w.  de  kans  op  een  (of  meer)  der  n  —  1  gebeurtenissen 
Au,  At»,  Asa,  .  •  .  9  Aj»^i«9  waarin  Ai.  het  tot  stand  komen 
van  Al  en  A»  beteekent,  enz.  Volgens  de  formule  (1)  voor 
n  —  1  gebeurtenissen  is  dus : 

p-  =  S%~8-,  +  8\- +(^i)-«8:; 

hierin  beteeken t  8*  de  som  van  alle  j^'s  met  1  indices,  waar- 
onder den  index  n,  dus  b.v.: 

B\^=  Pln  +  P%n  +  Pu  +    .    .    •   +Pn^lni 

terwijl  8;  =  8.  =  pm ...»  is.    Men  heeft  derhalve : 
P^B;i-S'2  +  S\- +(-l)-*8^-i+p»-8«a  + 

+  8''3-S%+ +(-.i)-is:. 

Nu  is  8',  +  p,  =  8, ,  8\  +  8\  =  8^ ,  enz. ,  zoodat  men 
vindt: 

p=  8,  -  82  +  83 +  (-  l)-i  8.. 

Dit  is  de  formule  voor  n  gebeurtenissen ,  die  hiermede  vol- 
ledig is  aangetoond. 
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YerTolgaas  aoeken  we  de  kaos  711 ...  i »  dat  de  gebearte- 
nissen  A| ,  Aj ,  .  .  . ,  Ai  plaats  vinden  maar  geen  der  OTerige. 
Men  heeft: 

Pi»...*  =  Jw  ...  t  +  P"'» 

waarin  p'^'  de  kans  yoorstelt  dat  de  gebenrteniseen  Ai ,  Aj , . . ., 
Ai  alle  tot  stand  komen  en  bovendien  één  of  meer  der  overige , 
dus   de  kans   op  één  of  meer  der  gebeurtenissen  Au  . ..  { {^.i, 

Al» ...  1 1+»,    A12  . . .  j  j+s , j    All .     i  •,    waarin   weer 

All . . .  i  i+i  ket  tot  stand  komen  der  gebeortenissea  A| , 
A^,  .  .  .  ,  A|^.i  beteekent,  enz.  Yolgeiis  de  formule  (1) 
is  nu: 

^rn al%  ...  I       qU  .  .  .  J  _i    q\%  ...  I  j_  /       i  \||.i_i  q\%  . . .  i 

P  =ö|+i    -öi+»     +Oi+8   — +(— i;"*^*»,      , 


^g  de  indices  12  .  •  •  i  aangeven ,  dat  alleen  die  p's  ge- 
sommeerd moeten  worden,  die  o.a.  de  indices  12  ... »  dragen. 
Men  vindt  dus: 


5i.....=|»i.....-8»i-'-l-8|«ï'-..-.  +  (-l)-*8"-S 
of  meer  symmetrisch  geschreven : 

ïii...i  =  SJ*- •' -  SJVv*  +  8|Vï'  -....  +  (-  ir*8i*  ••*.  (2) 

De  kans  &{,  dat  er  van  de  n  gebeurtenissen  i  en  niet  meer 
plaats  vinden,  onverschillig  welke ,  is  de  som  van  alle  j^'s  met 
i  indices,  dus: 

Nu  komt  in  2S|^**'  iedere  p  met  »+ƒ  indices  (i +y]r  maal 

voor ,  waarin  (i  +  ƒ);  =    ..  ,/  de  ƒ*•  binomiaalcofifficient  der 

iljï 

i+i^  macht  is.    Men  heeft  dus: 

zoodat  men  voor  ki  vindt : 

fcl  =  8|-(•  +  l),8n.l  +  (i+2),8,+,«...+(-l^-<(ll)..<^.  (8) 

Deze  formule  gaat  ook  nog  door  voor  1  =  O ,  waarbg  blgkens 
de  beteekenis  80  =  1  te  stellen  is.  Daar  A^  =  1  —  p  is  gaat 
de  formule  dan  in  de  formule  (1)  over. 


9  .» 


f 
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Yoor  de  kans  !<,  dat  er  i  of  meer  gebeurtenisaen  (onyer- 
■chilEg  welke)  plaoto  yiadeo ,  heeft  men : 

fc  =  *i  +  in.i  +  i<+t+ +  fc.=a 

8,— (f+lXSi+i+(i+2)»8,+,-(»+S),8i+s-h -h(-l)-*    (n).-<     8.+ 

+      8H.i-(^4-2),Si+»+(i+  8),8i+8- 4'(-l)»-'-Hn)-i-i  8«  + 

+      SH^-(i+SX8i+s+ +(-l)-*-^«)-«-t8«+ 

+      8,+t-...   .+(-l)-«-«(iiV^8.+ 

+  8.. 

Does  o|»  iedtt  der  hieiia  yeoikameade  biaemiaaleeflffioienten 
da-  foriHde 

toe  te  passen  yindt  men : 

i,-8f-(i),  8i+i  +  (»+ l)j8,+i- 
-(•  +  2)381+»+ +  (- l)-^« (n  -  l)»-i 8.    ...  (4) 

Voor  1=1  gaat  deze  formule  in  de  formule  (1)  oyer.  Voor 
f=^0  yindt  men  naar  behooren  2^  =  1,  daar  80=  1  is  en 
de  binomiaalcoSfficienten  (0)i,  (1)2,  (2),  enz.  alle  nul  zgn,. 

Beschouwen  we  nu  het  bijzondere  geyal ,  dat  alle  p's 
met    hetzelfde    aantal    indiees    onderling    gelgk    zgn ,    dus 

Pi  =  Pa  =  •  •  •  •  =P«  1  P12  =  P18  =  P28  =  •  •  •  • »    ®°*-     M®° 
heeft  dan: 

8<     =  (n)i    p\%  ,,,i     , 

81+1    =(«)|+ll>M.,.|+l  . 


Boodat  de  formules  yoor  h  en  /{  oyergaan  in: 

« («)i  Ipi»  . . .  <  -  (n  —  Oj  j?i» . . .  i+i  + 
+  (n-»),pif...i+t- +  (-l)-<(n-»Vipi,.. ..!,...  (5) 


242 

,         n!      j      1  1 

"^  2ü=:ï:::2!^ 

♦>2^*'''^*""  --  +  ('-l)*"*-^J>i»....  I («) 

Yeryolgeiifl  passen  we  de  geyonden  formules  op  een  drietal 
vraagstukken   toe. 

Als  eerste  toepassing  kiezen  we  het  rencantrespd  van 
DB  MoNTMORT.  Men  heeft  een  bak  met  m  genummerde  bal- 
len ,  die  blindelings  getrokken  worden  zonder  ze  terug  te  wer- 
pen. Telkens  als  de  a^  getrokken  bal  het  nummer  a  draagt 
heeft  men  een  rencontre.  We  trekken  n  ballen  (n  ^  m)  en 
vragen  naar  de  kans  h  op  i  en  niet  meer  rencontres  en  naar 
de  kans  U  op  i  of  meer  rencontres. 

Hier  doet  zich  de  boven  genoemde  bgzonderheid  ^oor,  dat 
alle  p's  met  hetzelfde  aantal  indices  onderling  gelgk  zijn, 
zoodat  we  de  formules  (5)  en  (6)  kunnen  toepassen.  Men 
heeft  nu: 

1 m—jï 

^"■••^"mCm  — l)(m  — 2)...(m-.J+l)'"     m!    ' 

zoodat   we   voor   de   kans  op  i  en  niet  meer  onbepaalde  ren- 
contres vinden: 

n!    |ifi  —  »I      m  —  »  —  1!        m  —  1  —  2! 

ii=T7— 7     r.  —  n r— T^  + 


j!m!  I  n-tl      lln— •  — 1!      2!n  — »— 21 

+  ....  +  (—  l)-« 


en  voor  de  kans  op  i  of  meer  onbepaalde  rencontres: 

n\        \  m  —  t!  m  —  •— 1! 

^"^i-llm!  I  n  — ili  ~ l!n  — i— l ! (t  +  1) 

m  —  i'  —  2 !  .  j   m  — n! 

+  2!n  — »  — 2!(i-h2)~ ^  ^^    ^"^    n  — t!n 
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Deie  Torgelgkingeii  ▼ereenyoudigen  sioh  aanaenlgk,  wanneer 
alle  ballen  getrokken  worden  ,  doe  n  =  m  is.    Men  yindt  dan: 

**"Tr  121  "^Sl"*"  4!  •    •  +  (-1)      ^_i, 

1(1  1.1 


fc«T 


•  — II  (  »       1!(»+1)      2!(i  +  2) 
*         + +(-l)-<         * 


8l(»  +  8)  '  ^       '      m  — üm 

Ala  tweede  toepassing  kiesen  we  het  Tolgende  bekende  traag- 
stak*  üit  een  bak,  waarin  zich  m  genummerde  ballen  berin- 
den ,  wordt  V  maal  een  bal  getrokken,  die  daarna  in  den  bak 
teruggeworpen  wordt.  Hoe  groot  is  de  kans  dat  a  bepaalde 
nummers  onder  de  getrokkene  behooren,  hoe  groot  de  kans 
dat  het  aantal  Terschillende  getrokken  nummers  juist  a  is,  en 
hoe   groot   de   kans   dat  dit  aantal  a  of  meer  bedraagt  P 

De  kans  r »  dat  a  bepaalde  nummers  getrokken  worden  ,  heeft 
tot  tegenkans  de  waarschgnlgkheid  1  —  r,  dat  minstens  één 
dier  nummers  niet  getrokken  wordt.  Ook  nu  zijn  weer  (evenals 
bg  de  beide  andere  Tragen)  alle  j>'s  met  hetzelfde  aantal 
indiees  gelgk,  en  wel: 

In  de  formule  (1)  is  nu  n  =  a  en  p  as  1  —  r ,  zoodat  men  yindt : 

V   /w  — 1\» 

Om  de  kans  s  te  bepalen,  dat  er  a  en  niet  meer  nummers 
(onyerschillig  welke)  getrokken  zijn,  merken  we  op,  dat  dit 
gelijk  staat  met  de  kans ,  dat  er  juist  m  —  a  nummers  niet 
getrokken  zgn.  In  Terg.  (5)  is  nu  n  »  m  en  i  =  m  —  a , 
terwijl  pi%.  ,.j  de  reeds  aangegOTon  waarde  heeft.  Men  Tindt 
derhalTO  Toor  de  gezochte  kans: 

-'»).|(v)-<'^(^)'-c).(^7- 
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Se  kmoB  ^  y  èil  er  a  of  meer  yenoliiUende  munmerB  getoek- 
kea  s^n  of  det  er  «•  —  a  of  minder  nummers  niet  gelrokke» 
ngn ,  heeft  tot  tegenkans  de  kans  1  —  ^ ,  dat  er  m  —  ci  +  1 
of  meer  nummers  niet  getrokken  z$n.  In  verg*  (6)  is  dus 
fissm,  i=:«i  —  a  +  1  enij=l— ^,  zoodat  we  yinden  : 

ifi-alla-l!(ifi-a+l)\  m  )     1 !  a-2 1  (m--a+2)\  m  ƒ 
'^2l(>-8I(ii#-a+3)\  m  /     •'""^^     ^      a-2Il  l(ifi-l)  Vm/ ( 


m— a+8  \  m  ƒ.  ^       ^        m  —  1    \m  /  I 

Voor  a  =  m  gaat  zoowel  r  als  «  als  f  OTor  in  de  kans  dat 
alle  nummers  minstens  éénmaal  getrokken  zgn ,  die  dus  gelgk 
u  aan: 

'-(-M=^')-+(-).M'-(-'.(=^7+-  _ 

...  +  (- i)-M»»)-i(-^)'- 

Als  laatste  toepassing  kies  ik  het  Tolgende  yraagstuk,  dat 
ik  aan  een  persoonlgke  mededeeling  van  Prof  P.  H.  Sghoütb 
ontleen.  In  een  bak  beyinden  zich  m  genummerde  ballen. 
Er  wordt  v  maal  een  bal  getrokken ,  die  teruggeworpen  wordt. 
Hoe  groot  is  de  kans,  dat  de  nummers  1,  2,  8,  . . . ,  a  minstens 
éénmaal  in  de  natuurlgke  volgorde  verschgnenP  Hoe  groot 
is  de  kans  dat  dit  juist  i  maal  en  hoe  groot  de  kans  dat  dit 
minstens  i  maal  gebeurt? 

Bg  dit  yraagstuk  doet  zioh  de  bijzonderheid  van  de  gelgkheid 
der  p^Bf  die  een  zelfde  aantal  indices  dragen,  nietyoor.     Wel 

zgn  de  p*B  met  één  index  nog  alle  gelijk  en  wel  ( — j  .     De 

p^B  met   meerdere,   b.y.  die  met  ;  indices  (;^2)  zgn  óf  nul 

/  1  \'''* 
óf  I — I  ,  het  laatste  wanneer  alle  opyolgende  indices  a  of  meer 

yerschilleq ,  als  n.1.  de  indices  de.  rangnummers  der  trekkingen 
aangeyen,  die  een  reeks  1,  2,  3,  •  • . ,  a  openen;  het  optreden  yan 
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twee  zulke  reeksen  j  waaryan  de  eerste  nnmmers  min^ïér-dsü  d^ 
trekkingen  uiteenliggen ,  is  oomogelgk  en  heeft  dus  een  kans  O 
(dit  oter  elkaar  grgpen  der  reeksen  is  wel  mogelijk  als  gevraagd 
wordt  naar  de  kans ,  dat  een  bepaald  nummer  a  maal  achtereen 
▼ersohgnt).  Het  aantal  manieren ,  waarop  de  gebeurtenis  (het 
▼èrschgneo  der  reeks  1,  2,  ...,  a)  zich  kan  voordoeo  (dus  de 
n  der  formules),  is  gelijk  aan  v  —  a  +  1 ,  dos 


8,  =  (t;  —  a  +  1) 


& 


Om  Sa,  Sj,  enz.  te  bepalen  heeft  men  slechts  na  te  gaan 
hoeyeel  van  nul  Terschiilende  p*»  met  2,  3,  enz.  indices  er  zijn. 
pit  aantal  bedraagt  voor  de  jp*s  met  /  indices 

,  Immers  bg  een  van  O  yerschilleode  p  met  j  indices  is  iedere 
index  minstens  a  grooter  dan  de  voorafgaande.  Door  van  ieder 
dier  p's  den  2*®°  index  met  ö  —  1,  den  3^""*  index  met  2  (a  —  1), 
enz.  en  eindelijk  den  /^^  index  met  (ƒ  —  1)  (a  —  1)  te  vermin- 
deren krijgt  men  alle  p's  met  ƒ  verschillende  indices  genomen  uit 

de  getallen  1,  2,  3, ,  t;  —  a -f  1  —  (ƒ  —  l)(a — l)=v—ja+jy 

waarvan  het  aantal  (v  —  ja  f  f}j  bedraagt.    Men  heeft  dus : 

ffi' 

Yoor  de  kans  p^  dat  minstens  éénmaal  de  reeks  1»  2,  • . . .,  a 
verschijnt,  vindt  men  derhalve: 

p  =  („_a+l),— _(r-2a  +  2), 

ffi 

+  („  -  8a  +  3),  — -  —  (»  —  4a  -t-  4)  -  ^  + . . . . , 

welke  reeks  voortgezet  moet  worden  totdat  men  op  binomi^l- 
coefficienten  stuit,  die  nul  zijn,  d.  w.  z.  van  den  vorm  {c)i  voor 
d  >c,  Yoor  de  kans  A;»,  dat  de  reeks  1,  2, . . . ,  a  zich  juist 
%  maal  vertoont,  vindt  men: 

X  iv-Ha-\)\    1 t>-(t-H)(a-l)!      1 

»!l      v  —  ia\      m«        1 !  t» -(»+ 1)  a  !«(<+')•  "*" 

»  -  (i  +  2)  (a  —  1) !      1 


1 

+ 

-(» 

— 

4a 

-^4)* 

l 

2 1 »  -  («  +  2)  o !     inS'+^ 

16 


•   •   •  ■ 
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en  Toor  de  kaas  2i,  cUt  dit  »  of  meer  maal  gebeurt: 
1      (t>— »(a— 1)!    1       p  — ($+l)(a  — ly      1 


»•  -  1 ! '    v-iali    m-      1 1»-(t4-l)al(«+l) «<«+»)•  ' 

t>-(t  +  2)(a-l)l    _J 

■*"2If>  — (t  +  2)a!(»  +  2)mö+«>*      *■* 

De  kans  b.r.  om  met  een  dobbelsteen  in  1000  vorpen  3-  of 
meer  maal  de  reeks  1,  2,  3,  4,  5  te  zien  Tersohgnen 
(m  =  6,  «  =  1000,  a  =  5,  t  =  3)  is: 

1  |988x987x986  1    _  984x983x982x981    1 

2  1     3     6"»         4     ~^'^ 

980x979x978x877x976  1   976x975x974x973x972x971  1    j_ 
"^~"     2x6       6»         2x3x6       ë*"*""*!" 

=  i  (0,000681649  —  0,000063715  +  0,000003147  —  0,000000107  + 

+  0,000000003)  =  0,000310488. 
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SUS  QÜELQUES  PBOPRIÉTÉS  DES  CUBIQtJES, 


PAS 


F.  OOMES  TEIXEIRA« 

(Oporto.) 

[Eztrait  d'nne  lettre  adressée  &  P.  H.  Sghoüti.] 


Nous  allons  donner  dans  oette  Note  qaelqaes  théorèmea 
relati&  aux  oubiqaefl  qui  n'ont  pas  encore  été  remarqués  pent-étre. 

1.  ConsidéroDs  une  onbique  qaeloonque  représentée  par 
1'éqaatioii 

+  Gty,»2f,  +  Kx,z,^  +  Ky,z,^  +  L^«  «  O , 

et  la  polaire  du  point  (^^  a  0 ,  2,  =  0) 

Ba?,*  +  2Cte,y,  +  31^i*  +  *'«?,«,  +  2QyiZ^  +  K«,*  =  0. 

On  Yoit  au  moyen  de  oes  équations  que ,  ai  Pon  prend  poar 
c6té  des  z^  du  triangle  de  reférence  la  tangente  k  oette  oubique 
k  un  point  A,  pour  cóté  des  x^  une  droite  qui  passé  par  A  et 
par  deux  points  queloooques  A,  et  A^  de  la  méme  oubique , 
et  pour  eöté  des  y,  la  tangente  k  la  polaire  de  A  au  point  oü 
oette  eonique,  dont  l'équation  a  été  écrite  ei-dessus,  ooupe  la 
droite  A, Aa,  onaC  =  0,  D  =  0,  F  ==  O  et  E  ==  O,  et  que 
par  suite   l'équation  de   la  oubique  oonsidérée  prend  la  forme 

«i(öyi*  +  li^i»)  +  Aa?,»  +  Ba:,2y,  +  Ex,%  +  Ux.z,^  =  0. 

Bemarquons  maintenant  que  cette  équation  fietit  Yoir  que,  si 
G  =5  0^  Ie  point  A,  oü  a;,  »0  et  2,  =0,  est  doublé,  et  que, 
si  L  =  0,  les  points  A,  et  Aj,  ovl  la  droite  coupe  la  cubique, 
colncident.  Donc,  si  la  droite  AA,A2  coupe  la  cubique  donnée 
en  trois  points  distincts,  on  peut  poser 


ÏL    v=^l/— 


X  ^ 

x-t  '  '       Xt  f  ii  ' 

16« 
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oe  qoi  donne  une  éqaation  de  la  forme 

laqaelle  représente  une  cubique  circulaire ,  qui  est  donc  une 
penpective  de  la  oubique  donnée* 

Yoioi  maintenant  qaelques  oonséquences  de  oe  résultat. 

En  remarquant  qu'aux  points  A|  et  k^  de  la  oubique  donnóe 
oorrespondent  les  points  cireulaires  de  1'infini  de  la  oubique 
eirculaire  et  en  oe  fondant  sur  les  propriétés  de  oette  oubique 
et  sur  les  propriétés  de  la  transformation  homographique,  on 
peut  énonoer  les  théorèmes  suiyants: 

Ufiê  cubiqve  générale  quelconque  peut  eire  considérée  de  quatre 
manOres  différentes  comme  Venveloppe  d^une  série  de  caniques 
hitangentes  qui  passent  par  deux  points  fixes  A^  et  A^  de  la 
mSme  cubique. 

Si  la  cubique  est  rationnelle ,  Ie  nombre  des  séries  de  coniques 
biiangentes  dont  elle  est  Venvdoppe  se  reduit  h  deux  si  eUe  a 
un  noeudj  &  un  si  elle  a  un  point  de  rebroussemenU  Dans  t€ 
cas  eüe  est ,  en  outre ,  f  enveloppe  d^une  série  de  coniques  sim- 
plement  tangentes ,  qui  passent  par  Ie  point  doublé. 

Les  tangentes  ü  une  cubique  générale  passant  aux  points 
Al  et  A^  déterminent  par  leurs  intersections  16  points^  situéf 
sur  quatre  coniques ,  qui  passent  par  Ay  et  A^ ,  et  chaque 
conique  en  contient  4. 

2.  On  sait  que  toute  cubique  oiroulaire  qui  passé  par  son 
foger  singtdier  est  Ie  lieu  des  points  de  oontaet  des  tangentes 
menées  par  un  point  fixe  B  aux  ceroles,  réels  ou  imaginaires, 
qui  passent  par  deux  points  donnés  B,  et  B,,  que  B  coTncide 
avec  oe  foyer,  et  que  la  cubique  passé  par  Bi  et  B2.  Nous 
ajouterons  que  la  polaire  de  B  par  rapport  k  la  cubique  est 
un  des  cercles  considérés.  En  effet,  si  1'on  prend  Ie  point  B 
pour  origine  des  coordonnées,  une  droite  parallèle  ètBiBjpour 
axe  des  ordonnées  et  une  perpendiculaire  k  cette  droite  pour 
axe  des  abscisses ,  et  si  1'on  représente  par  {a,  /3)  les  coordon- 
nées du  milieu  de  la  corde  BjB,  et  par  c  sa  longueur, 
réquation  de  la  cubique  considérée  est  la  suivante : 

a<a?«  +  y^)  -  ZaCar' 4- y*)  +  (a*  -  ^^  4- ö»>c  +  2a/3y  =  O , 

et  I'équation  de  la  polaire  du  point  (O,  0)  est  donc 

a(«*  +  y*)  — (a*  -  /3»-hca)a?  — 2a^c  =  0; 
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or,  cette  éqnatioa  représente  un  oercle  qui  passé  parles  poiots 
(a,  P  ±  c). 

3.  Cela  posé,  nous  allons  donner  un  théorème  générale 
sur  les  cubiques  qu'on  obtient  au  moyen  des  propriétés  des 
cabiques  circulaires  qu'on  vient  de  rappeler  et  de  la  theorie 
donnée  au  no.  1. 

Considérons  pour  cela,  comme  au  no.  1,  une  oubique  quel- 
conque  donnée  et  trois  points  A,  A],  Aa  de  cette  cubique, 
situés  sur  une  même  droite,  et  supposons  maintenant  que  les 
tangentes  k  cette  cubique  aux  points  A]  et  Aj  se  coupent  en 
un  point  U  de  la  mème  courbe.  Alors  les  asymptotes  imagi- 
naires  de  la  cubique  circulaire  correapandante  se  coupent  aussi 
en  un  point  situé  sur  cette  dernière  courbe,  qui  en  est  dono  Ie 
foyer  singulier  y  et  cette  cubique  appartient  donc  au  groupe 
des  cubiques  circulaires  qu'on  vient  de  considérer.  En  remar- 
quant  maintenant  qu'k  ce  foyer  B  correspond  Ie  point  U  de 
la  cubique  donnée  et  qu'aux  points  circulaires  de  l'infini  et 
aux  points  Bi  et  B^  de  la  cubique  circulaire  correspondent  les 
points  A|  et  As  et  les  deux  autres  points  oü  la  polaire  de  U 
coupe  la  conique  donnée,  nous  pouvons  énoncer  Ie  théorème 
suiyant: 

Toute  cubique  est  Ie  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
menées  par  un  quelconque  de  ses  points  U  aux  coniques  qui 
passent  par  les  quatre  points  oü  la  cubique  est  coupée  par  la 
polaire  du  point  U  considéri. 


Q2,  4e 


DIE  ZENTBISCHE  ZERLEGTJUG  DER  EEÖUIAEEN  POLTTOPE, 


▼OH 


J.  A.  BABBAÜ, 

(AmsterdBm). 


Yon  der  Mathematischen  Gesellschaft  in  Amsterdam  wurde 
als  Preisaufgabe  No.  5  fiir  das  Jahr  1905  gefragt  nach  den 
zentrischeo  Zerlegangen  der  regul&ren  Polytope  in  R&amen  toq 
einer  Dimensionenzahl  bis  zwaozig  einschliesslich. 

Nachstehender  Anfsatz  enthalt  die  der  Bekrönung  würdig 
eraohtete  Antwort ,  welche  zwar  über  die  in  der  Anfgabe  gestellte 
Qrenze  hinausgeht ,  jedoch  die  auf  ganz  beliebige  Dimensionen- 
zahl Yerallgemeinerte  Frage  nicht  endgültig  lost. 

§  1.    Die  regul&ren  Polytope  in  R»  lassen  sich  in  zwei  Qroppen 

einteilen : 

P.    Die  allgemeinen  Polytope  j  bestehend  fur.  jedes  n. 

8ie  sind: 

das  Simplex  A»,  zu  sich  selbst  reziprok; 

das  Masspolytop  B»,  )       ^       .  .        .      , 

j  j      \r  1  .     n    I   unter  sich  reziprok. 

una  das  Kreuzpolytop  G» , )  ^ 

2^«     Die  Extrapolytope  ^  nur  fur  n  =  3  nnd  ns4. 

8ie  sind  in  R^: 

das  Dodekaeder  K,«,    )       .        .  ,         .      , 

j  j      Tl        j>     ir      \  unter  sich  reziprok: 
und  das  Ikosaeaer  K^q,  »  '^ 

in  B^: 

das  Vierundzwamigzell  Z^^  zu  sich  selbst  reziprok; 

das  Sechshundertzell  Zam ,  I      .        •  u        •      i_ 

,   ,      rr     j    ^  .      17  f7        unter  sich  reziprok. 

und  das  Jtiundertzwamigzell  Zj^q,  l  ^ 

Jeder   Zerlegung  eines  Polytopes  nach  den  Eckpunkten  ent- 

spricht   eine    dualistische    des    reziproken    Polytopes  nach  den 

Orenzr&umen  und  umgekehrt;  es  genügt  also  die  Zerlegungen 

nach  den  Eckpunkten  zu  untersuchen. 
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Für  n  =  3  and  »  =  4  aind  diese  bekannt  and  lautea: 

I :  B3  =  2A3  oder :  die  aoht  Eckpankte  des  Hexaeders  ser&Hen 
in  zwei  Onippen  von  je  vier ;  jede  Grappe  bildet  die  Eckpankte 
eines  Tetraeders. 

II :    E,2  =  5A3  (aaf  zwei  Weisen  aasfQhrbar). 

III :  2  X  Eia  =  5Bs  oder :  die  Eckpankte  des  Dodekaeders 
bilden  zweimal  genommen  die  Eckpankte  von  fünf  Hexaedern, 

IV:     64  =  2C4. 

V :       Za4  =  SC^, 

VI:      2xZa4  =  8xB4. 

VII :    Zeoo  =  SZ24  (aaf  zehn  Weisen). 

VIII:  Zeoo  =  I6C4  (aus  VII  und  V). 

IX:     2  X  Zeoo  =  I5B4  (aus  VII  und  VI). 

X :       Z,ao  =  5Zeoo  (aaf  zwei  Weisen). 

XI:     Z,24  =  25Zm  (aus  X  und  VII). 

XU:    Ziao=  75  C4  (aus  X  and  VIII). 

XIII:  2  X  Zjap  =  75B4  (aus  X  and  TX). 

Für  die  Beweise  sehe  man :  P.  H.  Schoute  ,  MehrdimensUmale 
Geometrie^  II y  §§  6 ,  7 ;  Projektionen  der  regularen  Polytope  in 
R4  (Z,aQ  attsgenommen) ,  worin  sich  diese  Zeriegungen  auffinden 
lassen,  sind  gegeben  von  Dr.  8.  L.  tak  Oss  in  y^Die  Bewe- 
gungagruppen  der  regelmassigm  Gebilde  von  vier  Dimen%i(mefC\ 
Utrecht,  1894  und  „/)a«  regelmassige  600-Z«U"  (Verhandelingen 
Kon.  Ahad.  Amsterdam  ^  1899). 

Für  n  >  4  ist  von  Prof.  Dr.  P.  H.  Schoutb  ( Verslagen  Kon. 
Akad.  Amsterdam  1903,  p.  605)  die  Zerlegbarkeit  mitgeteilt 
von  B»  in  Am,  falls  n  =  2^  ~  1  and  von  B,  in  C»,  falls  n  =  2^. 
Da  dieser  Mitteilang  keine  Beweise  zagefügt  sind  und  die 
Zeriegungen  uns  erscheinen  als  orster  Fall  von  damit  analogen 
Reihen  y  werden  sie  im  Folgenden  noobmals  abgeleitet. 

§  2.  Die  Eckpankte  eines  Ereuzpolytopes  C»  weisen  keine 
andem  Abst&nde  unter  sich  auf  als  die  Eantenl&nge  =  1  und 

die  Diagonall&nge  =  V2.  Da  die  Diagonalen  sich  alle  im  Zen- 
trum  schneiden ,  köonen  sie  nicht  als  Kanten  eines  Simplexes 
A«  verwendet  werden ;  wire  ein  solches  verbanden ,  dann  müsste 
es  also  die  EantenlUnge  =  1  haben.  Unter  seinen  (n  +  1) 
Eokpunkten  dürften  also  keine  gegenüberliegenden  im  C«  vor- 
kommen»  oder   die   (n  +  1)   Punkte  müssten  Endpunkte  von 


252 

ebeoBoviel  urersohiedeDen  Diagonalen  angehörenden  HftUten  Bein. 
,  Da  aber  das  Cm  nur  n  Diagonalen  besitzt ,  haben  wir : 

Das  Vorkotnmen  von  A«  in  G»  ist  für  jedes  n  ausgescUossên. 

Zur  UntersuohuDg ,  ob  unter  den  Eckpunkten  eines  Ma98pol7- 
topes  B»  Gruppen  A*  oder  O»  vorkommen  können,  führen  wir 
,.die  folgende  Bezeichnung  ein.  £in  beliebiger  Eokpunkt  wird 
als  NuUpunkt  O  gew&hit,  die  n  davon  ausgehenden  Eai^ten- 
richtnngen  heissen  a,  6,  c. .  •  und  mit  denselben  Buchstabeii 
bezeichnen  wir  ihre  Endpunkte  a ,  i ,  c  %  . .  Yon  jedem  dieser 
Punkte  aus  erreicht  ipan  (n-r-  1)  neue  ab,  ac  . .  .,  bc^  bd  . . . 
u.  s.  w.  So  fortfahrend  endet  man  mit  dem  Punkte,  der  alle  n 
Indices  tragt  und  dem  Punkte  O  gegenüber  liegt.  Die  Bezeich- 
nung ist  eindeutig ,  die  Anzahl  der  gebrauchten  Notationen  ist 

1  +  (^)  +  Q  +  . . .  (^)  =  2"  ,  wie  die  der  Eokpunkte.  Hat  man 

eine  den  Punkt  O  enthaltende  Oruppe  A.  oder  C»  aufgefunden , 
80  liefert  Permutation  der  Indices  im  Allgemeinen  éine  neue 
Oruppe  derselben  Art. 

Um  aber  auch  die  O  nicht  enthaltenden  Oruppen  erreichen 

zu  können ,  bedienen  wir  uns  einer  Operation ,  die  wir  „  üeber^ 

.decketC^  nennen.    Die  Ueberdeckung  eines  Eckpunktes  adefk  mit 

abfgl  liefert  einea  neuen  Eckpunkt ,  welcher  diejenigen  Indices 

tragt,  die  nur  in  einem  der  ^orliegenden  Symbole  vorkommen, 

also  bdeglk.     Die  Operation  lasst  sich  auch  als  eine  Multiplication 

aufFassen ,  wobei  a*  =  6^  =•  c^  =  . . .  =  1  gesetzt  wird.    Werden 

nun  alle  Punkte  eioer  Oruppe  A.  oder  G.  einer  gleichen  üeber- 

'  deckung   unterworfen  ,    so  entsteht  immer   wieder   eine  solche 

'  Oruppe,    da    die    Operation    die    gegenseitigen    Abst&nde    der 

Punkte  ungeandert  iMsst.     Der  Abstand  zweier  Punkte  ist  nam- 

lich ,    wenn    das   B.    die  Eantenlange  =  1  besitzt ,  gleich  der 

Quadratwurzel  aus  der  Zahl  der  Indices,  die  bei  Ueberdeckung 

der  zwei  Punkte  mit  einander  bestehen  bleiben. 

§  3.  Satz  I:  Das  Vor kommen  von  A«  in  B»  isf  ausgeschlossen^ 
wenn  nicht  n  =s=  4|?  -f  3. 

Denn ,  wahlt  man  einen  der  Eckpunkte  des  A»  als  Nullpunkt 

O,    dann    mussen    die    übrigen    n    Punkte  wegen  der  gleichen 

Abstande   zum   Anfangspunkt,  aus  der  gleichen  Anzahl  Buch- 

.   stabeh   bestehende  Bezeichnungen   erhalten;   diese  Zahl  seia;. 
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Die  Yeotorsumme  der  von  O  ausgehendeii  KaïiteD  des  A»  besteht 
aiso  aii8  nx  Eantenyectoren  des  B»  und  der  (n  +  1)^  Teil  dieser 
Sumine  fufart  yom  NuUpunkte  zom  Zentrum  des  A». 

Dieses  Zentrum  muss  zasammeDfailen  mit  dem  des  B»,  das 

durch   AdditioD   der   H&lften  von  allen  n  Eanteoyeotoren  des 

Bm  erreicht  wird;  es  mussen  also  erstens  in  der  ersierwfthtiten 

.  Yectorsumme  alle  n  Buchstaben ,  jeder  x  Mal ,  vorkommen ,  und 

X 

zweitens  muss  — —  ss  x  oder  n  ^  2x  —  1    sein:  'die  Zahl  n 

n+1      *  ' 

'muss  also  ungerade  sein. 

Nun  museen  aber  die,  jeder  mit  x  Indices  bezeiohneten ,  Eck- 

piinkte  unter  sioh  Abst&nde  =  V^aufweisen;  dieses  ist  nur  möglich, 

X  X 

wenn   Yon    den   x   Buchstaben  jedesmal  —  yerschieden  und  — 

gemeinschaftlich  sind ;  x  ist  also  gerade  und  n  =  4p  -f  3.  Als 
Beispiel  erwahnen  wir  die  Zerlegung  des  Hexaeders,  won  =  3 
und  07  =  2  ist;  die  mit  dem  NuUpunkte  verbundenen  Eck- 
punkte  des  ersten  Tetraeders  sind  ah^  ac  und  bc, 

§  4.  SatzII.  Das  Vorkommen  von  Cu  in  Bn  ist  ausgeschhssen^ 
wenn  nicht  w  •=  4p. 

Denn  gehort  O  zum  C»,  dann  muss  wegen  der  zentrischen 
Lage  auch  der  gegenüberliegende  Punkt  dazu  geboren;  die 
Diagonale  des  C«  ist  also  Kn ,  die  Kante  V\  und  jeder  der 
übrigen   Eckpunkte   tragt  \n  Buchstaben;  alsp  muss  n  gerade 

sein.  Zwei  soiche  Eckpunkte  mussen  wieder  auf  Abstand  V^n 
liegen ,  also  ^  .  \n  Buchstaben  gemeinschaftlich  und  ebensoviele 
yerschieden..  haben ,  oder  n  =  4p.  Zum  Beispiel  enthalt  B4  das 
C4  mit  den  Eckpunkten  O ,  db^  ac,  hcy  cdj  bdy  ad^  abcd. 

» 

§  5.  Satz  IIL  Wenn  B»  eine  Oruppe  A«  enthalt ,  enthalt  B^^i 
eine  Oruppe  Cn+i  und  umgekéhrL 

'Denn,  w&hlen  wir  einen  Eckpunkt  des  A»  als  NuUpunkt,  dann 

lassen  sich  die  übrigen  nach  dem  in  §  3  beschriebenen  Schema 

tl  -I-  1 
anordnen ;  jeder   Punkt   tr&gt  =  m  Buchstaben  und  hat 

^SfÊ. 

dayon  mit  jedem  andern  —  gemeinsam.  Schreibt  man  nun  das 
komplementare    Schema    aus,    so   trfigt  jeder   seiner   Punkte 
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2 


=  m  —  1  Baohstaben ;   anter   noh  haben   dieae  Punkto 


davon  — —  1  gemeinsam ,  mit  jedem  der  erateren  (den  Kom- 

plementaren  auBgeaommen)  jedoch  wieder  — .    Fügt  man  nan 

jedem  Punkte  des  zweiten  flchemas  den  Buchstaben  der  (n-i-1)^ 
Dimension  zu,  so  wird  die  Anzahl  der  gemeioBamen  Indices  in  der 

zweiten  Gruppe  wieder  aaf  —  gebracht,  übrigens  in  diesen  An- 

zablen  nichts  ge&ndert.  Nimmt  man  nun  noch  den  gegenüber- 
liegenden  Punkt  von  O  auf,  eo  hat  man  2(n4  1)  Pankte, 
welche  unter  sich,  wenn  nicht  gegenüberliegend ,  den  Abstand 

Vm  haben,  also  ein  C,. 

In  dieser  Weise  erh&It  man  aus  dem  A3: 

O ,  ai ,  oc ,  ie ,  das  C4 : 

O ,  ah  ^  ac,  bc]  abcd  ^  cd  ^  bd  ^  ad. 

Geometrisch  bedeutet  dies,  daas  die  in  einem  Grenzraume 
Bm  des  B»+i  enthaltene  Gruppe  A.  mit  den  im  B^+i  gegen- 
überliegenden  Punkten  ein  C»+i  bildet. 

Ist  nmgekehrt  ein  Cm+i  gegeben  so  erhalt  man  darans  durch 
Unterdrückung  der,  einen  beliebigen  Buchstaben  enthaltenden 
Eckpunkte  ein  A«;  dieser  Unterdrückung  entspricht  geome- 
trisch eine  orthogonale  Projektion,  der  fortgelassenen  Eanten- 
richtung  parallel. 

§  6.  Satz  lY.  Wenn  B.  ein  A»  enthdU^  enthdlt  auch  Bs«+i 
ein  Ag«+i. 

Denn  dem,  den  Nnllpunkt  enthaltenden.  Schema  Ton  A» 
Iftsst  sich  nach  §  5  ein  zweites,  komplement&res  hinzufugen,  das 
mit  einer  neuen  Eantenrichtung  erg&nzt  die  (n  +  1)  fehlenden 
Eckpunkte  eines  Cw+i  liefert.  Bildet  man  nun  aus  den  n  iibrigen 
Buchstaben  wieder  dasselbe  Schema  A»  und  yereinigt  jedes  der 
beiden  ersteren  mit  diesem,  in  der  Weise  dass  die  Punkte  O 
zusammen  den  neuen  NuUpunkt  bilden  und  weiter  je  zwei 
komplementare  Punkte  des  G»+i  mit  demselben  des  dritten 
Schemas  erganzt  werden ,  so  erhalt  man  die  (2n  -h  2)  Eckpunkte 
des  Ai„+i, 
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Ak  Beispiel  geben  wir  den  Aofbaa  dee  At  «u  A,. 


O 

a  b 
a     e 

b  e 


a  b  e  d 

e  d 

b  d 

a  d 


e     g 
f9 


«      9 
f9 


Auf  der  geometrisohen  Deutang  dieser  SyntheBO  kommen  wir 
nuch  in  §  12  surfick. 

§  7.  Dnrch  Anwendnng  der  8&tze  aas  §  5  und  §  6  la^aen 
sich  nun  die  in  §  7  erw&hnten,  von  Prof.  Schoutk  mitgeteilten 
Zerlegungen  aus  der  Zerlegung  des  Hexaeders  aufbanen.  Es 
folgt  nach  §  6  die  Zerlegung  Yon  B  in  A  f&r  n  =  7 ,  15  • .  • 
(allgemein  V  ^  1);  nach  §  5  die  Zerlegung  Yon  B  in  C  fÜr 
ft  =  4 »  8 ,  16  .  . .  IS^.  Dass  hierbei  immer  das  B  Töllig  in  A 
oder  O  zerftllt,  zeigen  wir  in  §  8  durob  ^üeberdeckung". 

Wir  können  sagen :  N  =  S  eröffnet  die  Zerlegungsreihe  V  —  1 
und  2^. 

Die  nEchste  Reihe  ero£fnet  mit  N  «  11 ,  es  folgen  23,  47  ... , 
ebenso  12,  24,  48  . . ..  Die  Anfangsglieder  der  yerschiedenen 
Reihen  sind  Yon  der  Form  N=:8iN  +  8;  ist  fflr  eine  solche 
primAre  Anzahl  die  Zerlegung  gesichert,  so  folgt  jedesmal  die 
ganze  Reihe  nach  §  6  und  6. 

lm  Folgenden  sind  die  Zerlegungen  fOr  N=s8»  11,  19,  27, 
85  ausgeföhrt ;  ein  Beweis  jedoch ,  dass  sie  f&r  beliebiges  N  aus- 
f&hrbar  seien,  hat  sioh  nicht  ei^^eben. 

§  8.    N«8. 

Nach  dem  oben  angegebenen  Yerfahren  sind  in  Tafel  I  for 
91^3,  4,  7,  8,  15,  16,  31  die  Eckpunkte  eines  im  B  enthal- 
tenen  A  oder  C  gegeben.  Die  erste  Horizontalreihe  ist  immer 
NuUpunkt,  die  folgenden  Reihen  denke  man  sich  mit  den 
Buchstaben  yersehen,  deren  entsprechendes  Feld  geschw&rzt 
ist;  sie  liefem  so  die  Bezeichnung  der  übrigen  Eckpunkte* 
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Durch .  diese  ^igur  erhftlt  sugleioh  die  Ftsge  xisoh  der  Zer- 
legbarkeit  des  B  in  A  oder  C  die  Form  eines  Parquetierungs^ 
prohlems ,  welches  sich  auf  zwei ,  nach  §  5  gieichbedeuiende  , 
Weisen  formalieren  Iftset: 

I  lat  es  stets  möglich  die  Fdder  eines  Quadrates,  das  in 
jeder  Seite  n  =  4p  +  3  Felder  hat^  so  schwarz  und  teeiss  zu 
malen ,  dass  in  jeder  Reihe  {horizontal  und  vertikal)  2p  +  2 
schwarze  Felder  kommen^  wovon  bei  zwei  beliebigen  Reiken  die 
Hslfte  auf  übereinstimmender  y  die  andere  auf  abweichender 
Stelle  liegt? 

Nach  Hinzafugung  des  Nüllpanktes  bezeiohnet  ein  solches 
Schema  dann  ein  A. 

II  Ist  es  stets  möglich  die  Felder  eines  Quadrates  mit  der 
Seiienldnge  n  =s  4p  so  schwarz  und  weiss  zu  malen ,  dass  in  zwei 
beliebigen  Reihen  ebensoviele  Uebereinstimmungen  als  Abweichun- 
gen  der  Barbe  auf  entsprechenden  Feldem  vorkommen?  . 

Nach  Hinzafugung  des  komplement&ren  Quadrates  bezeichnet 
ein  solches  Schema  ein  C. 

Wie  micb  Prof  Eobtsweg  erinnerte,  haben  sich  mit  der 
zweiten  Frage  scbon  einige  Mathematiker  besch&ftigt:  in 
hvcABj  Réeréations  Mathematiques  ^  II,  p.  118  findet  man  dass 
Sylvbstbb  solche  Quadrate  amüU^matisch  nannte,  und  dass 
Laisant  ftlr  n  =  2^  ein  EonstruktionsTerfahren  angab »  das  im 
Wesentlichen  mit  dem  obigen  übereinstimmt. 

Es  muss  noch  gezeigt  werden ,  dasz  für  die  Reihé  N  =  8  das 
B  jedesmal  TöUig  in  A  oder  C  zerfallt. 

Betrachten  wir  hierzu  das  Schema  furn  «  8 ,  also  O^ab^  ae^ 
bc\f  so  sehen  wir,  dass  Uêberdeckung  des  ganzen  Schemas  mit 
einem  seiner  Eckpunkte,  ab  z.B.  das  Schema  in  sich  selbst 
tiberfübrt.  Es  folgt  hieraus,  dass  Uêberdeckung  nach  allen  2* 
Eckpunkten  des  B  nur  2' :  2^  =  2  verschiedene  A  liefert,  wobei 
auch  jeder  Eckpunkt  der  B  erreicht  wird.  Also  ist  schon 
B,  =  2A,. 

Da  nun  aber  jedes  Schema  fur  höheres  n  aus  dem  voran- 
gehenden ,  also  zum  Schluss  aus  dem  fürn  s=  8  zusammengesetzt 
ist,  trifft  derselbe  Umstand  für  jedes  n  der  Reihe  ein,  die  Ueber- 
deckungen  nach  allen  2"  Eckpunkten  des  B  bilden  Gruppen 
bestehend  aus  (n  +  1)  Ueberdeckungen  fÜr  eine  Zerlegung  in 
A  y  aus  2n  f&r  eine  Zerlegung  in  C ,  sodass  jede  G^ppe  nor 
eip  und  dasselbe  neue  A  oder  C  liefert. 
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'Da  aber  jeder  Panki  erreioht  wird ,  nimlioh  d^roh  die  ITeber- 
deokuQg  mit  selnem  eigenen  Sypnbole,  hat  manj: 


By  = 


und  p^.i^ 


^ 


2x2^ 


2^-1+1 


C^  =  7f-f-^  (V 


A^-i  =2^-^-1  A, 


Eb  Iblgt  ak  Beispiel,  und  zur  weiteren  Benützung  in.§  14, 
in  nachstehender  Tabelle  die  Zerlegung  des  B,  in  16  A,.  Die 
einiachsten  16  Ueberdeckungen  yon  veischiedenier  Gruppè  sind 
hier  die  nach  0,  a,  6, . . .  f  und  die  8  komplementftren. 


I 

11 

III 

IV 

0 

a 

b 

c 

aheê, 

bed 

acd 

abd 

abel 

bef 

oef 

abcef 

aceg 

ceg 

4 

abceg 

• 

aeg 

adfg 

dfg 

abdfg 

acdfg 

bcfg 

abcfg 

ofg 

bfg 

hdeg 

abdeg 

deg 

bedeg 

cdef 

acdef 

bcdfe 

def 

V 

VI 

VII 

vm 

d 

e 

f 

i 

abe 

abcde 

abcdf 

abedg 

ahdef 

abf 

abe 

abefg 

acdeg 

acg 

acefg 

ace 

^fg 

adefg 

adg 

adf 

bcdfg 

bcefg 

bcg 

bef 

heg 

bdg 

bdefg 

hde. 

^f 

'      cd/ 

ede 

o4efg 

% 
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• 

X 

XI 

xn 

ahcdéf 

abcdeg 

ab&ifg 

abeefg 

ef 

«9 

f9 

defg 

cd      ' 

cdfg 

edeg 

V 

Mfg 

bd 

bdef 

bf 

bceg 

beef 

be 

bede 

adeg 

adef 

ad 

ae 

aefg 

ac 

aeef 

aedf 

ab 

abfg 

abeg 

abdg 

xin 

xiy 

• 

XV 

XVI 

abdefg 

acdefg 

bcdefg 

abcdefg 

cefg 

befg 

atfg 

^fg 

dg 

bcdg 

acdg 

cdg 

bcdf 

df 

abdf 

bdf 

be 

ce 

abee 

bce 

acde 

abde 

de 

ode 

af 

abcf 

Cf 

acf 

abcg 

^9 

bg 

abg 

§  9.    N«ll. 

Sin  den  Nallpunkt  enthaltendes  A„  ist  in  folgender  Tabelle 
gegeben : 
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e 


1 


• 

a 

b 

c 

d 

« 

f 

• 
% 

a 

c 

• 

f 

9 

h 

a 

b 

d 

9 
9 

h 

k 

a 

c 

e 

J 

k 
k 

a 

d 

f 

h 

• 

% 

f' 

a 

b 

c 

e 

9 

t 

3 
3 

b 

d 

f 

9 

• 
% 

b 

e 

h 

9 

t 

3 

k 

b 

e 

f 

9 

k 

d 

e 
e 

f 

9» 

h 

• 

3 

c 

d 

h 

• 
f 

k 

8 

4 
5 

6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 


Duroh  XJeberdeckung  nach  den  2"  Eokponkten  des  Bn  wird 
jeder  Eckpankt  Ton  12  yerflchiedenen  A,i  erreioht,  weil  hier 
üeberdeoknag  mit  einem  eigenen  Eckpunkte  ein  darchans  neaes 
Bohema  liefert.    Es  \%i  also  schon  sicher  12B||  =  2^^Ai|. 

Es  können  aber  diese  EoeflSzienten  yereinfacht  werden,  wie 
folgende  üeberlegang  seigt.  Führen  wir  die  XJeberdeckung 
nor  aas  naoh  denjenigen  Eekpankten;  welche  zwei  beliebig 
gew&hlte  Buchstaben,  zum  Beispiel  a  nnd  b  nicht  enthalten, 
dann  bekommen  wir  2'  yerschiedene  A.  Jeder  Eckpunkt,  der 
weder  a  noch  b  enthalt,  wird  nan  dreimal  getroffen,  n&mlioh 
dnroh  Ueberdecknng  mit  seinem  eigenen  Symbole,  woduroh 
der  NuUpunkt  1  in  ihn  übergeht,  and  darch  die  Summe  der 
XJeberdeckangen  des  eigenen  Symboles  mit  11  oder  mit  12, 
wodaroh  11  oder  12  in  ihn  übergehen.  Aber  auch  jeder  andere 
Eckpankt  wird  dreimal  erreicht,  weil  im  Schema  drei  Eckpankte 
mit  ab ,  drei  mit  a  ohne  b  and  drei  mit  b  ohne  a  vorkommen ; 
es  gilt  also :  8B„  ^  2«A„. 


Es  iat  zugleich  deutlich,  dam,  immer  yon  demselhen  am 
NuUpuakte  gefundeneo  A  ausgehendy  die  Zerlegaog  gesohehen 

kann  auf  (      I  =s  55  Weisen ,  wenn  man  jedesmal  ein  anderes 

BuchstabeDpaar  unterdrückt. 

Nach  §  5  and  §  6  lasst  sicli  das  Schema  furn=r  12.,  28,  24 
a.8.w.  fortoetzen.  Führt  man  fur  n  =  1 2  die  Ueberdeckungen 
aas  nach  den  Eckpankten  des  B,,»  die  a,  b  and  den  hin- 
zttgefügten  Buehslaben  l  nicht  enthelten ,  so  wird  wiedei^  jeder 
Eckpunkt  dreimal  getroffen  von  yerschiedenen  C|  oder 
SB, 2  =  2^C,2,    und    zwar    Yon    demselben    G  aufigehend    auf 


O' 


220  Weisen. 


Die  Yerein&chttng  der  Eoeffizienten  bis  zu  3B-  bleibt  aber 
guitig  in  der  ganzen  Zerlegungsreihe.  Denn  die  neuen  Buch- 
staben  werden  immer  anf  derselben  Weise  hinzugefügt,  zum 
Beispiel  fur  n=-23  die  mn  wie  die  ab.  TJeberdeckt  man  also 
nar  nach  den  Symbolen  die  ahm  nicht  enthalten ,  so  erhftit  man 
2?^ :  2'  ==  2*^  yerachiedene  A^  und  jeder.  Eckpunkt  wird  wieder 
dreimal  getroffen ,  oder  SB^s  =  ^^A^,. 

Oder  allgemein:    - 

In  der  Zerlegungsreihe  N  =:  11  kann  man  immer  die  AnzaU 
der  im  B  enthaltmm  A  oder  C  soweit  vereinfachen ,  deus 
die  Eckpunkte  des  B  nur  dreimal  genommen  t^u  werden 
hrauchen. 

§10.    N=19,  N  =  27,  N  =  35. 

Die  den  Nullpunkt  enthaltenden  A  sind  fiir  n  =  19  in 
nachstehender  Tabelle ,  für  n  =  27  in  Tafel  Ü ,  für  n  =  35  in 
Tafel  III  gegeben. 
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a    b    e    d 


fghifklmn 


P    9. 


1 
2 
3 
4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 


a 
a 
a 
a 
a 
a 
a 
a 
a 
a 

b 

b 

b 
b 

b 

b 

b 
b 
b 
b 

e 
c 

e 
c 

c 

c 

c 
c 
c 

d 
d 
d 

d 
d 

d 
d 
d 
d 

d 

e 

e 
e 

e 
e 
e 
e 
e 
e 

e 

f 
f 

f 
f 

f 
f 
f 
f 

f 
f 

9 
9 
9 

9 
9 

9 
9 

9 

9 
9 

h 

h 
h 

h 
h 
h 

h 

h 
h 
h 

• 
% 

m 

% 

m 

% 

• 
t 

■ 

• 

• 
m 

% 

• 

• 

J 

« 

« 
• 

J 

• 

J 

• 

J 

» 

3 

5 

» 

J 
J 

• 
J 

k 

k 
k 
k 
k 

k 

k 
k 

k 
k 

l 

l 
l 
l 
l 

l 

l 
l 

l 
l 

m 
m 
m 
m 

m 
m 

m 

m 
m 

m 

n 
n 
n 
n 

n 

n 
n 

n 

n 
n 

0 
0 
0 

0 

0 

0 
0 

0 

0 
0 

p 

V 

p 

p 
p 

p 
p 

p 

p 
p 

i 
i 

9 
9 
9 

9 
9 

9 

9 

r 

r 
r 
r 
r 
r 
r 

r 

r 

r 

8 

8 
8 
8 
8 

8 
8 

8 
8 

8 

Auf  ganz  analoge  Weise  wie  in  §  9  folgt  hier: 
In  der  Zerlegungsreihe  N  =  19 ,    27 ,  85  kann  man  die  Anzahl 
der  im  B  enthaltenen  A  oder  C  soweit  vereinfachen ,  dM8  die  Eek- 
punkte  dee  B  nur  5,  7,  9-ffia{  genommen  zu  werden  brauehen. 
Also  5Bi9  =  2''^A|o  a.8.w. 

§  11.  In  den  Torhergehenden  §§  warde  immer  Ton  einem 
ersten,  den  NuUpunkt  enthaltenden  A  ausgegangen ;  wir  wollen 
nun,  wenigstens  bis  n^l2,  berechnen  ^  auf  wieviel  Weisen 
das  erste  A  oder  C  gewahlt  werden  kann ;  for  n  =  8  oder  4 
bekanntlich  nor  auf  eine  einzige. 

n  =  7.  Da  zwei  beliebige  Buchstaben,  zam  Beispiel  a  and  b 
immer  aaf  dieselbe  Weise  vorkommen,  kann  man  sie  anberührt 
lassen ;  es  bleibt  fiir  die  gesuchte  Anzahl  die  Zahl  der  Perma- 
tationen  von  8  Elementen  dividiert  darch  die  Zahl  derjenigen 
Permatationen,  die  Identitat  einbegri£Een,  welche  das  Schema 
in  sich  selbst  überfuhren.  17 
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Diese   Zahl   ist  aber  4 ,   ausaer  der  IdentitSt  nooh  |       *  ^ 

\defe 
i  ede  f     j  ede  f           ,  ,                                    54 
ƒ     .  t  1  -    ,    :  ei  enthalten  also  den  NuIIpunkt - 


5.4.3.2 


=  80 


yenchiedene  A;  und  da  jedea  A  nur  eine  Zerleguog  des  B,  er- 
möglicht,  kann  diese  Zerlegang  auf  80  Weiaen  gescheheo. 
Die  30  A  am  NuUpunkte  sind : 


1 

0 

ahcd 

abef 

aceg 

adfg 

hcfg 

bdeg 

edef 

2 

0 

abcd 

abcf 

acfg 

adeg 

bceg 

bdfg 

cdef 

8 

0 

ahcd 

abeg 

acef 

adfg 

hcfg 

bdef 

cdeg 

4 

0 

ahcd 

aheg 

acfg 

adef 

beef 

bdfg 

cdeg 

5 

0 

ahcd 

ahfg 

acef 

adeg 

bceg 

bdef 

edfg 

6 

0 

ahcd 

ahfg 

aceg 

adef 

beef 

böjtg 

cdfg 

7 

.0 

ahce 

abdf 

acdf 

aefg 

hcfg 

bdeg 

edef 

8 

0 

abce 

abdf 

acfg 

adeg 

bcdg 

befg 

edef 

9 

0 

ahce 

abdg 

acdf 

aefg 

bcfg 

bdef 

cdeg 

10 

0 

abce 

abdg 

acfg 

adef 

bcdf 

befg 

cdeg 

11 

0 

abce 

ahfg 

acdf 

adeg 

bcdg 

bdef 

cefg 

12 

0 

abce 

ahfg 

acdg 

adef 

bcdf 

bdeg 

cefg 

18 

0 

abcf 

abde 

acdg 

aefg 

bceg 

bdfg 

cdef 

14 

0 

abcf 

abde 

aceg 

adfg 

bcdg 

befg 

edef 

15 

0 

abcf 

abdg 

acde 

aefg 

bceg 

bdef 

edfg 

16 

0 

abcf 

abdg 

aceg 

adef 

bede 

befg 

edfg 

17 

0 

abcf 

abeg 

acde 

adfg 

bcdg 

bdef 

cefg 

18 

0 

abcf 

abeg 

acdg 

adef 

bede 

bdfg 

cefg 

19 

0 

abcg 

abde 

acdf 

aefg 

beef 

bdfg 

cdeg 

20 

0 

abcg 

abde 

acef 

adfg 

bedf 

befg 

edeg 

21 

0 

abcg 

abdf 

acde 

aefg 

heef 

bdeg 

edfg 

22 

0 

abcg 

abdf 

acef 

adeg 

bede 

befg 

edfg 

23 

0 

abcg 

abef 

acde 

adfg 

bedf 

bdeg 

cefg 

24 

0 

abcg 

abef 

acdf 

adeg 

bede 

bdfg 

cefg 

26 

0 

abde 

abfg 

acdf 

aceg 

bcdg 

beef 

defg 

26 

0 

abde 

abfg 

acde 

acef 

bcdf 

bceg 

defg 

27 

0 

abdf 

abeg 

acde 

acfg 

bcdg 

beef 

dafg 

28 

0 

abdf 

abeg 

acdg 

acef 

bede 

befg 

defg 

29 

0 

abdg 

abef 

acde 

acfg 

bedf 

beeg 

defg 

80 

0 

abdg 

abef 

acdf 

aceg 

bede 

befg 

defg 

Wie  wir  sehen,  kommt  jeder 
Tor;  also   iat  jede  der,  einen 


Tierstellige  Eokpnnkt  aeohamal 
Eokpiinkt  des  JBt  treffiandeo  85 


m 

Diagomaen  mr  LS«ge  VT,  Kante  von   6A  :(S5x6»80x7). 

Für  II  es  8  kano  man  3  Bnehataben  unberührt  lassen;  die  Frage 
Ut  dann  aber  dieselbe  wie  fur  n  »  7;  das  B3  ist  also  auf  80 
Weisen  «erlegbar  in  Cg. 

n  =  11.  Lassen  wir  im  Schema  aus  §  9  die  a  und  b  nn- 
berührt ,  dann  ist  wieder  die  Frage ,  wieviel  Permutationen  der 
übrigen  Buchstaben  das  Schema  in  sich  selbst  überfahren.  Nun* 
ieilt  sich  das  Schema  in  4  Qmppen,  deren  jede  selbst&ndig 
nmwechslen  muss ,  namlich  die  mit  ab  y  mit  a ,  mit  ö  and  Qhne 
a  oder  b.    Sie  sind: 

\.[cdef      2.  [cfghi         3.  [cd gij         4.  idefghj 
dghk  \cegjk  \cfhjk  \cdehik 

ehij  \dfij  k  lefg  ik  { 

In  1.  and  4.  kommen  deh  aweimal  vor,  cfgkif  nar  einmal, 
in  2«  and  3.  ist  es  amgekehrt;  hieraus  folgtdassrfeA  narunter 
sich  permatiren  dfirfen  and  ebenso  cfgkij.  Man  findet  so  6 
Permatationen ,  die  das  Schema  nicht  &ndem,  sie  sind: 

1.  edefghijk 

2,  gdhkeejif 
8.  fedcihgkj 
4.  %  e  h  j  f  dk  g  e 
6.  khdgfecfi 
6.  jheikdfeg 

Es   kommen   also   an  jedem  Eckpunkte  des  B||  im  Qanzen 

91 

—  ^=s  60480  Afi*    Da  von  jedem  derselben  die  Zerlegang  aaf 

65  Weisen  fortgesetzt  werden  kann,  wobei  aber  3  der  A  ge* 
braacht  werden,  ist  die  Anzahl  der  verschiedenen  Zerlegungs- 
weisen : 

60480x55:3  =  1108800. 

Für  n  •■  12  kommen  an  jedem  Eckpunkte  ebenfalls  60480  C,2» 
die  Anzahl  der  Zerlegungsweisen  ist 

60480  X  220  :  3  =  4435200. 

Für  b^here  Dimensionenzahlen  ist  die  Berechnung  nicht  darch- 
gefuhrt  worden ;  sie  würde  auch ,  wie  mir  Herr  Dn  W.  A.  Wut- 
HOFF  mitteilte,  uicht  Iftnger  die  richtige  Anzahl  liefem.  Es 
lasst  sich  namlich,  wenigstens  furn  =  15  zuera^,  and  wie  sich 

17* 


264 

yermafceii  Iftsst  a  fortiori  f&r  höheres  n ,  nicht  jedes  den  NnlI- 
punkt  enthaltende.  A  in  jedee  andere  durch  Pennutation  der 
Buchataben  überftthren ;  es  müssten  aleo  jedesmal  alle  möglichen 
Typen  erschöpfend  aufgeetellt  werden.  Anoh  in  dieaer  Hinsicht 
ist  dieae  üntersuchung  nicht  abgeschlossen. 

§  12.  Wir  wollen  jetzt  einige  Betrachtungen  anstellen  über 
den  Auf bau  des  Schemas  eines  den  Nullpunkt  enthaltenden  A, 
und  knüpfen  diese  an  das  in  §  10  fur  n  =  19  gegebene  an.  Wie 
schon  bemerkt  wurde,  I&sst  es  sich  teilen  in  4  Qrappen,  die 
mit  aby  mit  a,  mit  b  und  ohne  a  oder  b.  Yon  den  übrigen 
Buohstaben  kommt  n  einmal  in  Oruppe  I  und  IV  yor,  viermal 
in  II  und  III ,  cdij loqrs  erscheiDen  zweimal  in  I  und  lY, 
dreimal  in  II  und  III,  efg  hkmp  dreimal  in  I  und  I?,  zweimal 
in  II  und  III.  Wir  wollen  zeigen,  dass  diese  Anzahlen  1,  9,  7 
▼oraus  berechnet  werden  köanen.  Denn  setzt  man  för  Qruppe  I  die 
Zahl  der  einmal,  zweimal,  dreimal,  viermal  (und  nullmal)  auftre- 
tenden  Buohstaben  nach  einander  gleich  x^  y^  2r,  u  (und  v),  dann  ist 

^  +  y  +  ^  +  «*  =  19  — 2  =  17.    .    .    .    (1) 

Da  aber  5  Eokpunkte,  die  schon  ab  besitzen,  noch  mit 
5  X  (10  —  2)  =  40  Buohstaben  erganzt  werden  mussen ,  ist  anch : 

«  +  2y  +  32r  +  4u  =  40 (2) 

Gruppe  IV  bedingt  dieselben  Qleichungen.  Gruppe  II  und  III 
liefern : 

(5  —  l)x  +  (5  —  2)y  +  (5  -  3)2?  +  (5  —  4)t*  =  5  X  9  =  45, 

welche  aber  yon  (1)  und  (2)  abhangig  ist.  Es  bleiben  also  die 
Gleichungen  (1)  und  (2),  welchen  wirklich  die  Werte  o»  =  1, 
y  =  9,  0  =  7,  u  =  0  gCDÜgen. 

Es  ist  nuQ  leicht  nachweisbar  -  und  dies  giebt  einen  Wahrschein- 
lichkeitsgrund  fur  die  Zerlegbarkeit  bei  jeder  prim&ren  Anzahl 
N=8p-{-3  — ,  dass  die  analogen  Gleichungen  für  den  allgemeinen 
Fall  immer  eine  ganzzahlige  Lösung  zulassen.  Denn  l&sst  man 
▼on  den  übrigen  (8p  4-1)  Buchstaben  in  der  Gruppe  I  eine 
Anzahl  x  {p  '\-  l)-mal,  y  p-mal  vorkommen,  setzt  also  die 
anderen  Unbekannten  gleich  NuU ,  dann  gehen  die  Gleichungen 
(1)  und  (2)  über  in: 

X'^y  =  %p^\,    (P4- l)a?  +  i?y  =  (2p  + l)4p 

mit  der  Lösung 

rc  =  8p,      y  =5p  +  1. 

Für  M  =  19,  p  =  2  ist  dies  o;  =  6,  y  =  11 ;  es  Ifisst  sich 
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auch  wirklich  eio  hier  nicht  abgedruoktes  Schema  mit  dlésen 
Zahlen  aufstellen. 

Auch  folgendö  üeberlegung  scheint  die  Allgemeingültigkeii 
der  Zerlegang  wahrsobeinlich  zu  machen.  Nach  dem  Yerfahren 
Eur  Bildang  eines  Schemas  für  Asm  +  i  aus  Au  besteht  dieses 
immer  aus  drei  Quadranten  gleicher  FüUnng  und  einem  Tierten 
komplementftren,  das  aber  an  zwei  Seiten  ach  wars  umrandet  iet. 
Es  zeigen  aber  auch  die  prim&ren  Schemas  (für  n  ^  8, 11, 19, 27, 35) 
einen  ahnlichen  Aufbau;  der  Unterschied  besteht  darin,  dass 
hier  nur  zwei  gegeoüberliegende  Quadrante  dieselbe  Füllung 
haben;  die  beiden  anderen,  wovon  das  eine  umrandet,  sind 
nnter  sich  komplementftr.  In  jedem  Quadrante  folgen  die  Reihen 
durch  zyklische-  Yerschiebung  aus  einander;  zwei  solche  Qua* 
drante  können  vereinigt  werden ,  sobald  die  Zahlen  der  gemein- 
sohaftlichen  schwarzen  Felder  einer  Reihe  mit  jeder  folgenden 
sich  für  beide  Quadrante  immer  zu  derselben  Zahl  erg&nzen; 
60  sind  diese  Zahlen  im  Schema  für  n  =  11  resp.  1,2,2,1  und 
2,1,1,2,  für»=  19  aber  2,2,3,3,3,8,2,2  und  8,8,2,2,2,2,3,8  u.s.w. 
In  einem  As«  +  i*bildet  nun  zufolge  des  Bildungsverfahrens  jeder 
der  drei  gleichgefüllten  Quadrante  für  sich  ein  A^ ,  die  Zahlen 
der  Farbenpermanenz  sind  alle  gleich  und  erg&nzen  sich  selbst- 
Terstftndlioh. 

Es  ISsst  sich  aber  nicht  nur  eine  Lösung  in  quadrantzykli- 
soher  Form  finden,  doch  wie  Tafel  lY  zeigt  für  n 3=  3,  7,  11, 
15,  19  auch  in  ganzlich  zyklischer  Form, 

Das  Aufsuchen  dieser  zyklischen  Lösungen  ist  ziemlioh  zeit- 
raubend  und  wird  auch  nicht  kürzer,  wenn  man  die  Frage  in 
algebraische  Form  bringt.  Nimmt  man  z.B.  für  n  =  7  sieben 
XJnbekannten  :r,  .  .  .  o:,  an  (die  sieben  Felder  einer  Reihe) , 
denen  man  nur  die  Werte  1  oder  O  (schwarz  oder  weiss)  ge- 
stattet,  so  muss  zuerst: 

1)  «I  +  ar^  +  fl?3  I-  ar^  +  a?jj  +  a?e  +  a;,  =  4. 

Die  Bedingung  aber  der  Permanenz  2  in  schwarz  mit  jeder 
zjklisch  verschobenen  Reihe,  liefert  die  Gleichungen: 

2)  x^Tj  +  3P^x^  +  (t^r^  +  x^x^  +  x^x^  +-  x^x^  +  x^x^  =  2 , 
8)     x^x^  +  x^x^  -h  x^x^  +  x^x^  +  Xjpc^  4-  XqX^  +  x^x^  =  2 , 

5)      X^X^  +  X2X^  +  X^T^  +  X^Xj  +  x^x^  +  x^r^  +  X^X^  =  2  • 

6)     «1^?,  +  x^^  +  0:3X5  +  2:40!?^  •{-  x^x^  +  x^Xx  +  XiX^  =  2  , 


266 
Man  kann  noch  hinzofügen  die  (Ton  1 — 7  nbhftngige) 

68  rind  aber  7,  6,  6  identisch  mit  2^  8,  4,  daa  Oleiohunga» 
system  bleibt  alao  nnbestimmt  and  quadratisch ;  könnte  man  filr 
n  =  4p  4-  3  allgemein  die  Existens  wenigstens  einer  Lösaag 
mit  Werten  1  oder  O  beweisen  ,  dann  wftre  auoh  die  Zerlegimg 
in  zykÜBcher  Form  sicher  gestellt. 

Dieae  EykÜBohen  Löaungen  haben  eine  einfache  geomeiariselie 
Deuiung.  Denn  eine  zjklische  Permutationsgrappe  abe  .... 
bedeutet  in  der  yolUtandigen  Oruppe  der  Bewegungen  (nnd 
Spiegelungen) ,  welche  ein  Bn  in  sich  selbst  überfuhren ,  eim 
bestimate  üntergruppe,  beatimmt  eben  durch  die  Bedingug 
daas  E  wei  gegenüberliegende  Eckpunkte  fest  bleiben  ^  w&hrend 
die  n  von  ihnen  ausgehende  Kanten  in  vorgesohriebener  Bei» 
henfolge  zyklisch  wechden  mussen.  Es  erhftlt  dabei  imAlIge- 
meinen  jeder  Eokpunkt  n  Positionen,  die  ein  Simplex  Sn-i 
bestimmen.  In  beaonderen  F&llen  ist  die  Anzahl  Positionen  ein 
Teiler  von  n;  so  geben  fiir  n  =  6  die  Farbenreihen  101010  und 
100100  Zykeln  Ton  resp.  2  und  3  Punkten  ,  welohe  dann  3  nnd  2 
mal  gezahlt  werden  können.  Ein  solcbes  Sn^i  brauoht  aber  nicht 
re;ulftr  zu  sein ;  nar  för  den  Zykel  der  n  Eckpnnkte  die  mt- 
mittelbar  dnrch  eine  Kante  mit  einem  festen  Eckpunkte  znsam- 
menh&agen ,  trifft  dies  immer  zu.  Es  zeigt  iran  Tafel  lY,  dais 
f&r  die  Dimensionenzahlen  3  bis  19,  alle  Ton  der  Form 
M  =  4p  +  8,     unter    den    Eokpunkten   auf  einem    Abstande 

V2p  -h  2  Tom  festen  Eckpnnkte  Zykeln  vorkommen,  die  ein  reg«* 

iS^res  Sn.1  mit  der  Kantenlfinge  V^  2p  +  2  bilden. 

Ist  ein  Yon  einem  Zykel  in  B^  gebildetes  Sn.i  nicht  regnlar, 
80  hat  es  doch  die  Eigenschaft,  dass  seine  Eckpunkte  in  Bezng  auf 
die  (n— 1)  von  jedem  derselben  ausgehenden  Kanten  gleichwertig 
sind  und  das  Polytop  eine  zyklische  Gruppe  von  n  selbstdeckenden 
Bewegungen  zulSsst.  (Als  Beispiel  in  unserem  Ranme  gestattet  jedes 
Vierflach  ABCD  die  Deckungen  ABCD-BCDA-CDAB--DABC. 
wenn  AB  =  BC  =  CD  =  DA  und  AC  ^  BD.  Die  Seitenflaofcen 
sindalso  gleichschenklige  Dreiecke,  deren  Orundlinien  sichkreusen. 
Der  in  B4  auftretende  Zykel  (1100)  hat  aber  die  Kantenlangen 
V2  und  V4 ,  bildet  also  als  spezielleo  Fall  eines  solchen  Vier- 
ilachs  ein  Quadrat  mit  seineo  Diagonalen).  Es  ist  nun  auch 
der   geometrische   Sinn   der  quadrantalen  LSsnngen  deudich. 
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£étraehteE  wir  z.B.  Tafel  III  lür  n  =  27.    Der  Quadrant  rechts 
«nteii  gibt   in   Bi,  eineo  Zykel  ron  18  Eckpunkten  anf  einem 

Abstande  1^7  yon  Nullpuakte,  die  Kanten  eind  der  Beihe  naeh : 

V'8.  /6,K8,  V8,  Ve.  VI,  Ve,  /6,  V8,  1/8,  1^6,  Ks. 
Der   Quadrant   links   unten    gibt   einen   Zykel  mit  Kanten: 

Ke,  1^8,  1/6,  1^6,  1/8,  V/8.  Kë,  V"8.  1/6,  1/6,  KS,  Kö. 

Lfisst  man  nun  diese  beiden  B,,  mit  dem  Nullpunkte  zusam- 
menfallen  und  stelt  sie  übrigens  in  senkrechte  Rftume,  dann 
sind  im  ergftosien  820  dreizehn  Eckpunkte  bestimmt ,  die  sowobl 
unter  sich,  wie  zum  Nullpunkte  den  Abstand  1/Ï4  aufweisen. 
Die  14  Eckpunkte  der  oberen  Hfilfte  des  Schemas  sind  aber 
ein  Sbnliches  im  B37  „kreuzendes"  System  und  hiermit  ist 
das  A27  gebildet. 

§  13.  Es  lassen  sich  die  in  den  Tabellen  festgelegten  kom- 
binatoriscben  Resultate  noch  auf  ganz  andere  Wélse  geome- 
trisch deuten.  Betrachten  wir  z.B.  das  Schema  fiir  n  =  7, 
lassen  jedoch  den  Nullpunkt  daraus  fort.  Die  Buchstaben  a,..^ 
fassen  wir  nicht  wie  bisher  auf  als  Bezeichnung  der  Eanten- 
richtungen  in  einem  B,,  sondern  als  sieben  Punkte,  die  alse 
ein  Simplex  S^  im  sechsdimensionalen  Ranme  bilden.  Es  sagt 
dann  das  Schema  aus ,  dass  es  möglich  ist  (und  zwar  auf  80 
Weisen)  sieben  von  den  35  begrenzenden  R3  auszuwfihlen ,  die 
zu  zweien  l&ngs  einer  Kante  des  Se  zusammenhangen.  Ihre 
Schwerpunkte ,  denen  wir  die  Bezeichnung  ^{abcd)^...  geben 
können,  bilden  ein  neues  Sq,  dessen  Schwerpunkt  mit  dem 
des  ersten  Se  zusammenföllt.  Ist  aber  das  erstere  regular,  dann 
muss  das  zweite  dies  ebenfalls  sein,  weil  man  durch  geeignete 
Permutation  der  Buchstaben  je  zwei  seiner  Eckpunkte  um- 
weohslen  kann;  es  folgt  daher: 

lm  Ae  bilden  die  35  Zentra  der  Orenztetraeder  30  Ter- 
schiedene  A^,  jedes  Zentrum  kommt  in  6Ae  vor. 

Dasselbe  i&sst  sich  sagen  yon  den  35  Zentren  der  Grenz- 
dreiecke  efg ,  cdg  . . . . ,  welche  mit  den  vorigen  perspektivisch 
liegen  nach  dem  Zentrum  des  Ae  und  in  festem ,  negativem 
PerspektivitatsYerh&ltniss. 

Da  die  Beweisfïihrung  allgemein  guitig  ist,  hat  man: 

Jedesmal  wenn  die  Zerlegbarkeit  von  B^p+s  in  Aip+s  festsfeht^ 
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ist  zugleich  hewieaen ,  deus  im  A^H-t  unter  dm  Zentren  der  ie- 
grenzenden  As^^.!,  sotcohl  toie  der  hegrenzenden  k%p ,  Oruppen 
vorkommen  ^  die  ein  A^^+i  Hlden^  und  zwar  saviel  meimBi^^ 
an  jedem  Echpunhte  A^+s  kommen. 

Man  kann  auch  sagen ,  dass  unter  den  Yerbindnngslinien 
der  gegenüberliegenden  Zentra  der  As^^i  nnd  k^  Oruppen 
▼orkommen,  die  ein  ^regulftres  Simplexkreuz*'  bilden. 

Auf  ganz  analoge  Weise  folgt : 

Jedesmal  toenn  die  Zerlegbarkeit  von  B^p  in  Ci^  feststéht^  ist 
zugleich  beunesen,  dase  im  A^^i  unier  den  Zentren  der  hegren- 
zenden As|p.i  Oruppen  vorkommen  y  die  ein  C^^^i  bilden  \  und 
ziiPar  soviel  wie  im  B^^  an  jedem  Eckpnnkte  Gip  kommen. 

Man  kann  auch  sagen ,  dass  unter  den  Yerbindungslinien  der 
Zentra  Ton  gegenüberliegenden  gleichwertigen  Grenzr&umen 
Oruppen  Yorkommen ,  die  ein  (4p  —  l)-zablige8  reohtwinkliges 
Achsenkreuz  bilden. 

Es  lassen  sich  die  in  diesem  §  gegebenen  Theoreme  auch 
einÜBM^h  beweisen  mittels  eines  Satzes,  den  mir  Herr  O.  Mannouby 
gelegentlioh  mitteilte.  Dieser  Satz  lautet:  In  jedem  B.  bilden 
die  Eckpunkte  auf  Abstand  1  vom  NuUpunkte  ein  Aji^i;  die 
auf  Abstand  V2  die  Mitten  der  Kanten  eines  An^i;  die  auf 
Abstand  Vs  die  Mitten  der  Orenzdreiecke ;  auf  Abstand  Vi 
die  Mitten  der  Orenztetraeder ,  u.  s.  w. 

§  14.  Die  Zerlegung  des  Hexaeders  ist  bekanntlioh  deshalb 
wichtig,  weil  sie  die  metrisch  einfachste  Orundform  liefert  der 
80  merkwürdigen  Figur  der  drei  desmischen  Tetraeder.  Wir 
woUen  darum  für  den  nachsten  Fall  n  =  7  untersuchen ,  wie 
sich  die  Eigenschaften  dieser  Figur  analug  foitsetzen  lassen. 

Bezeichnen  wir  die  Eckpunkte  eines  A,  in  folgender  Weise: 
abcd  =  A,  abef  =  B,  aceg  =  C,  adfg  =  D,  bcfg  =  E, 
bdeg  =  F,  cdef^=  G  und  Nullpunkt  =  H,  und  fugen  wir  das 
uneigentliche  Simplex  hinzu,  dessen  Eckpunkte  gebildet  werden 
Yom  Zentrum  M  und  Yon  den  im  Unendlichen  liegenden  Punkten 
A',  B',  •  • .  der  Eantenrichtungen  a,  6,  •  .  .,  dann  ist  zuerst 
deutlich  dass,  wie  in  R,,  jeder  Eckpunkt  des  uneigentlichen 
A,  die  16  in  §  8  aufgezahlten  eigeotlichen  teilt  in  zwei  per 
spektivisch  liegende  Oruppen  van  8.     So  siud  perspektiv: 

nach  M: 


I 

II 

III 

IV 

V 

VI 

VII 

VIII 

XYI 

XV 

XIV 

XII 

XII 

XI 

X 

TX 

1 
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naoh  A': 


I 
II 


Ifl 

IV 

V 

VI 

VII 

Vlll 

XV 

IX 

X 

XI 

XTI 

xin 

XIV 

XVI 

und  00  weiter. 

Ein  XJnterBchied  ist  jedoch,  daas  in  R,  die  drei  Tetraeder 
ia  der  Figar  gleichwertig  siod,  und  eine  Eonfigaration  bilden , 
w&hrend  hier  das  uneigentliohe  A?  eine  gesonderte  Bolle  spielt. 

In  B)  Bchneiden  siob  die  Kanten  der  2  Tetraeder  in  Punkten, 
dnrch  die  auch  die  Kanton  des  uneigentlichen  geben;  anob 
diese  Eigensebaft  bat  ihre  analoge  in  B,,  Denn  es  zeigt  siob, 
daas  die  Zentren  von  sieben  geeignet  gewahlten  Qrenztetraeder 
des  Simplexes  ABCDEFFH,  und  daber  aucb  sieben  genüber- 
liegenden ,  auf  dem  Acbsenkreuz  liegen ,  das  wir  in  M  den  Kan- 
tenricbtungen  des  B^  parallel  anbringen  können,  also  auf  den 
Kanten  MA ,  MB  u.  s.  w.  des  uneigentlioben  Simplexes.  Es  ist 
nimlicb 

\  (ABCD)  =  i  (4a  +  26cdefg)  =  M  +  ia, 
i  (ABEF)  =U  +  ib  und   so  weiter, 
was  wieder  mit  dem  zweiten  Theorem  aus  §  13  übereinstimmt. 

Da  aber  dasselbe  fur  jedes  der  16  Simplexe  gilt,  bat  man: 
9  Jedes  der  16  Simplexe  liefert  14  Qrenzr&ume  Bs,  so  dass  davon 
jedesmal  16  zu  Terscbiedenen  Simplexen  gebörigen  sichsobnei- 
den  in  den  Endpunkten  des  in  M  angebraobten  Aobsenkreuzes/* 

Diese  Scbnittpunkte  bilden  das  dem  B^  dual  eingescbriebene 
Kreuzpolytop.  Auob  bier  zeigt  siob  die  ungleiobe  Bolle  des 
uneigentlioben  Simplexes  y  das  niebt  wie  die  eigentlieben  mit 
7  seiner  Grenzraume  B9 ,  docb  mit  7  seiner  Kanten  durob  diese 
Sebnittpunkte  gebt 

Dass  die  Punkte  A\  B' ...  in  jeder  Hinsicbt  gleiobbereobtigt 
sind  mit  dem  Punkte  M,  leucbtet  ein»  wenn  man  sie  durob 
projektive  Transformation  ins  Endlicbe  bringt.  Es  gestaliet 
sich  dann  die  Figur  in  folgender  Weise:  ' 

Man  denke  siob  in  B^  ein  beliebiges  Simplex  ABCDEFOH 
und  einen  allgemein  zu  ibm  liegenden  Punkt  P.  Man  lege 
durob  P  alle  Transversalen  über  gegenüberliegende  Elemente 
des  Simplexes ,  also  die  Yerbindungslinien  mit  den  Eokpunkten., 
die  Transversale  über  die  Kante  AB  (AC),  und  dem  Grenzraume 
B5=CDEFQH(BDEFGH),  und  so  weiter.  Auf  >der  Trans- 
versale  konstruire  man  den  Punkt  der  mit  P  barmonisob  liegt 
z\x  den  Sebnittpunkten  mit  den  Grenzelementen ;  in  dieser  Weise 
erbalt  man ,  P  einbegrifien ,  eine  Gruppe  you  2^  Punkten ,  der 
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man  doroh  Wiederholnng  der  Operation  keine  neue  iiiniufigeB 
kanii. 

Bildet  man  nan  das  Simplex  P,  Pmtcdt  P«if/  u. «.  w.  nach  desa 
Schema  eines  A,  und  nnterwirft  dieses  Simplex  allen  mögticfaen 
harmonisohen  Operationen  (analog  den  ,>üeberdeckungen'*  im  B^\ 
dann  enljsteht  die  Figur  von  16  Simplexen  und  dem  ursprün^ 
Hchen,  welche  perspectiv  ist  en  den  16Af  und  dem  uneigent- 
lichen ,  und  zwar  so,  dass  man  nach  Belieben  A ,  B  . . .  oder  H 
dem  Zentnim  entspreehen  lassen  kann.  Es  kommen  daher  auoh 
anf  jeder  der  28  Eaoten  des  Fundamentalsimplexes  zwei  har- 
monisch liegende  Punkte,  durch  die  jedes  der  16  Simplexe 
mn«n  Grenzraum  R,  sendet;  <]iese  56  Pnnkte  sind  analog  Aem 
bekannten  12  in  R,,  welche  da  Ton  neuem  ein  desmisches 
System  bestimmen,  was  hier  wieder  nicht  zutrifft. 

Wie  in  R3  wird  in  jedem  Rn  ein  zu  einem  Simpletxe  har- 
monisches  System  laa  2"  Punkten  gebildet  dnrch  die  Mittel- 
punkte  der  Eugelr&nme  Ton  (n  —  1)  Dimensionen,  welche  die 
(n  —  l)*dimensionalen  Qrenzraüme  des  Simplexes  berühren. 
Wie  die  Projektion  der  desmischen  Figur  auf  eine  Ebene  die 
bekannte  Eonfiguration  (124,  I63)  yon  Hessb  lietert,  weist  die 
Zerlegung  des  B7  in  unserem  Raurae  oder  in  der  Ebene  anf  eine 
'Figur  von  16  Achtecken,  perspectiy  nach  den  Eckpunkten 
eines  11^ 

Es  können  in  einem  B»  auch  zentrisch  gelegene,  regnlftre 
Polytope  Torkommen  Ton  geringerer  Dimension ,  also  durch  das 
Zentnim  gehende  Diagonalraume.  Es  ist  deuthch,  dass  B,,  solehe 
Baienth&lt,  wenn  w  in  n  dividierbar  ist.  Ldsst  nun  Bm  weitere 
aentrisehe  Zerlegung  zu  in  A.  oder  Cm  ,  dann  sind  diese  fisu- 
gleich  regulftre  Diligonalr9»ame  des  B».  Man  brancht  nur  die 
n  Richtungabuchstaben  in  m  gleiche  Ornppen  zu  teilen ,  ui»d 
diese  tiruppen  an  der  Stelle  zu  setzen  der  einzelnen  Buchstaben 
im  Zerlegungsschema  des  B..  Dass  auch  nicht  durch  das 
Zentmm  gehentJe  regul&re  Diagonalraume  vorkommen  könnea, 
zeigt  zum  Beispiel  die  Tabelle  der  A,  in  §  11.  Es  habeti 
Nr.  1  nnd  2  yier  Eckpunkte  gemeinschaftlich ,  die  flbrigen  sind 

aceg,  adfg,  hcfg,  bdeg 
vnd 

acfg^  adeg^  hceg^  hdfg. 

Zusammen  bilden  diese  die  8  Eckpunkte  eines  nicht  zentri- 
schen  Hexaeders  mit  Eantenlange  Y2. 


FEI^  1. 

15    16  81 


l  BARRAU.  —  Zerlegung  der  regnlaren  Poiytope. 


'AFKL  II. 
I 


■lAU.  —  Zerl^^ng  der  regutaren  Polytope. 
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181  METER  VAN  EEN  CILINBBK, 


DOOB 


J.  W.  BASCH, 

(Amerafoort). 


,»Wat  bet6ek«D«D  waarn«ming«ii ,   ook  de  beete,  loo  niet 
de  rede  ons  by  bet  aanwenden  deneWe  geleidt?" 

(BüT8  Ballot  ,  Het  karéiiter  dêr  Bede  uitgedru]^  in  de 
WUkmnde.    Rederoering,  16  Kov.  1847,  p.  13). 

„Die  bruikbare  waarnemingen  wil  doen ,  diens  fl^efst  moet 
goed  opgevoed  en  in  strenge  tncbt  gebouden  iqn.*' 

(Opzooveb  ,  Hit  Wetten  der  Kenme^  \Wt^  p   47). 

Onder  denzelfden  titel  als  hierboven  werd  Toer  26  jaar  ki 
dit  tydachrift  (Deel  YII,  1881)  yan  sofarjjver  dezes  een  opslel 
opgenomen.  Bevatte  het  iets  goeds,  toch  ontbrak  daarin  eea 
element  van  groot  belang,  namelgk  het  algemeen  gddende 
beginsel,  waarnaar  in  ieder  Toorkoraend  geval  de  roe^ntea 
der  in  een  cilinder  te  meten  hoogten  oyer  de  basis  yan  wille* 
kenrig  gegeyen  yorm  agn  te  verspreiden ,  om  aoo  nauwkenrig 
mogeigk  het  vol  amen  of  de  middelbare  hoogte  des  cilinders  te 
vinden. 

Dit  beginsel  kan  toepassing  vinden  niet  alleen  bij  den  vjk  in 
ons  land,  waar  voor  de  inhondsmaten  met  eene  enkele  uitaon- 
dering  de  cilindervorm  is  voorgeschreven  en  zeer  terecht  het 
volamen  bepaald  wordt,  geheel  vrij  van  eeaige  andere  grootheid , 
die  jaist  van  dit  volamen  zou  afhangen.  In  menig  geval  heeft 
ook  zonder  wiskundige  formules  de  praktgk  het  vraagstuk  op 
de  gelukkigste  wijze  opgelost»  als  bij  het  uitpoten  van  zaad* 
korrels,  het  planten  van  boonien  op  een  homogeen  terrein, 
waarbg  het  zetten  in  verband  (m  quinconcê)  geene  nieuwigheid 
is  9  even  als  lang  voordat  de  variatierekening  de  rechte  Ign 
deed  kennen  als  den  kortsten  weg  tusschen  twee  punten ,  ieder 
werkman  eene  rechte  l^n  wist  te  verkrijgen  door  hot  spaanot 
van  een  koord. 
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Overal,  waar  men  uit  een  beperkt  aantal  waarnemingen  wil 
besluiten  tot  de  middelbare  gesteldheid  eener  ingesloten  ruimte, 
die  in  twee  afmetingen  homogeen  is,  doch  in  de  derde  ongelgke 
uitgebreidheid  bezit,  hetzij  van  hoogte,  massa,  kracht  of  welke 
meetbare  hoedaaigheid  ook ,  kan  uit  dit  beginsel  worden  afgeleid 
hoe  die  waarnemingen  het  best  o?er  het  veld  van  onderzoek 
zgn  te  verdeelen. 

In  het  bgzonder  voor  het  meten  van  een  cilinder  zijn  door 
yersohillende  schrgvers  y oorschriften  of  voorbeelden  gegeven. 
Wg  noemen  de  gedenkwaardige  meting  in  1795  van  den  geel- 
koperen cilinder,  door  Fortin  vervaardigd  om  het  gewicht  van 
een  kubieken  decimeter  water  te  bepalen  (middellgn  en  hoogte 
ca.  243,5  millimeter),  beschreven  in  het  klassieke  werk  van 
Dblambeb:  „Base  du  Système  métrique*',  die  nog  als  toon- 
beeld van  nauwgezet  onderzoek  kan  gelden. 

In  1844  verscheen  de  „Verhandeling  over  de  meetkundige 
inhoudsvinding  der  Nederlandsche  maten**  van  Dr.  F.  J.  Stam- 
KART,  een  geschrift,  dat  thans  nog  alle  waardeering  verdient. 
Deze  schrgver  was  echter  bij  de  uitgaaf  van  zijn  werk,  dat  ter 
Algemeene  Landsdrukkerij  gedrukt  werd,  door  de  Regeerihg, 
die  oordeelde,  dat  in  sommige  gedeelten  te  zeer  van  hoogere 
vdskundige  beschouwingen  gebruik  gemaakt  was,  uitgenoodigd 
daaraan  een  meer  elementairen  vorm  te  geven.  Dit  was  ten 
minste  één  oorzaak,  waardoor  zgn  arbeid  minder  volkomen  was. 

Dit  tijdschrift  publiceerde  twee  verhandelingen  over  hetzelfde 
onderwerp  van  den  heer  B.  P.  Moors,  de  eerste  in  deel  YI, 
1880,  de  andere  in  deel  II  der  tweede  reeks,  1896. 

Eene  vofledige  kritiek  van  de  aangehaalde  geschriften  zou 
stellig  veel  meer  ruimte  vereischen ,  dan  hier  kan  worden  toe- 
gestaan en  misschien  slechts  een  klein  deel  der  lezers  van  dit 
tijdschrift  interesseeren. 

Alleen  zouden  wg  willen  opmerken ,  dat  geen  motief  is  aange* 
geven  voor  de  keus  van  de  voetpunten  der  hoogten  bg  de  meting 
Tan  Fortim's  cilinder  onder  toezicht  mede  van  Laplage,  Laqrakgs 
en  Lbqendrb.  Niet  onwaarschgnlijk  werd  dat  gevonden  door  de 
basis  te  beschouwen  als  een  plat  vlak  („comme  cela  est  permis**, 
zooals  de  verslaggevers  het  zoo  eenvoudig  uitdrukken  in  hun 
rapport  van  11  Prairial,  an  7)  en  de  tweede  basis  (het  boven- 
oppervlak)  als  eeh  parabolisch  oppervlak  van  hoogeren  graad. 
Zoekt  men  in  dië  ónderstelling  de  wgze,  waarop  de  voetpunten 
der   te  meten  hoogten  over  de  basis  moeten  verdeeld  worden, 
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om  bij  eene  bepaalde  te  vreezen  foat  op  elke  hoogte  eene  zoo 
klein  mogelijke  fout  op  het  volumen  te  verkrijgen,  dan  geeft 
de  oplossing  van  dat  vraagstuk  eene  distributie ,  die  veel  ove^ 
eenkomst  heeft  met  de  door  LefèvrbGineaü  gebruikte.  Het 
komt  ons  echter  voor,  dat  het  aanstonds  in  het  oog  moet  vallen, 
'dat  daarbg  de  basis  al  te  ongelgkmatig  met  waarnemingsplaatsen 
is  bedeeld. 

En  bil  Dr.  Staukart  en  anderen  is  niet  te  ontkennen  , 
dat  zij  een  volstrekt  onnoodig  en  ongepast  gebruik  hebben 
gemaakt  van  de  zoogenoemde  pjjlmast,  het  instrument  indertgd 
bedacht  om  de  kromming  der  duigen  van  een  open  tonvormig 
vat  te  onderzoeken ,  ook  geschikt  om  na  te  gaan  of  eene  lijn 
recht  of  een  oppervlak  een  plat  vlak  is,  doch  geenszins  toe  te 
laten  bij  het  meten  van  hoogten,  die  zonder  bezwaar  in  eens 
kunnen,  en  volgens  de  leer  der  kleinste  kwadraten»  om  het 
beste  resultaat  te  verkrijgen,  dan  ook  in  eens  behooren  geme- 
ten te  worden. 

In  hetgeen  volgt  stellen  wij  ons  voor  de  vraag  te  beantwoordeni 
hoe  men  bg  de  inhoudsbepaling  van  een  rechten  cilinder  met 
vrillekeorige  basis  de  voetpunten  der  te  meten  hoogten  het  doel- 
matigst over  de  basis  zal  verspreiden. 

Is  de  basis  een  cirkel,  dan  wordt  tegelgk  de  kwestie  opge- 
lost voor  de  middellgnen.  Elke  meting  van  eene  hoogte  of 
Tan  eene  middellgn  kan  beschouwd  worden  als  de  bepaling 
Tan  het  verschil  tusschen  die  afmeting  in  het  te  onderzoeken 
voorwerp  en  de  overeenkomstige  in  een  idealen  cilinder,  waar 
van  de  afmetingen  door  de  normale  lengte  van  het  gebruikte 
meetinstrument  vertegenwoordigd  worden.  Eenvoudigheidshalve 
denken  wij  ons  iedere  middellgn  in  den  eersten  cilinder  min  of 
meer  grooter  dan  de  normale  lengte  der  middellijnsmaat.  Dan 
kan  men  zich  de  ruimte  tusschen  de  mantels  der  twee  cilinders 
voorstellen  als  eene  buigbare  plaat ,  die  volgens  eene  der  beschrij- 
vende lijnen  wordt  doorgesneden  en  gestrekt  op  een  horizontaal 
vlak.  Men  heeft  dan  een  cilinder  van  geringe,  weinig  variöe- 
rende  hoogte  met  een  rechthoek  tot  basis.  Op  de  helft  van 
dien  rechthoek,  zoo  genomen  dat  de  deellgn  evenwgdig  is  aan 
de  aangebrachte  snede,  heeft  men  slechts  de  meest  geschikte 
plaatsen  voor  het  bepalen  der  dikte  van  dit  blad  op  te  sporen, 
die  de  piinten  zullen  aangeven,  waar  men  het  best  het  eene 
uiteinde  der  middellgnsmaat  aanlegt. 
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Wg  hebben  4a&  voor  ons  een  rechten  oiUnder ,  en  wel  eaa 
loodanigen,  die  met  zorg  is  bewerkt  en  bewaerd.,  soodat  slechte 
geringe  afwgkingen  van  de  hoogte,  die  men  daaraan  heeft 
willen  geyen,  voorkomen. 

Het  spreekt  yan  zelf,  dat  elke  gemeten  hoogte  slechts  een 
bepaald  deel  yan  het  yolumen  des  lichaams  kau  yertegenwoor- 
digen.  Verdeelt  men  de  basis  in  een  aantal  deeleo  en  ricbt 
men  langs  al  de  rechte  of  gebogen  deellgnen  rechte  oilinder- 
ylakken  op,  dan  wordt  daardoor  de  cilinder  in  eyen  zoo  yele 
kleinere  cilinders  yerdeeld,  en  is  yoor  elk  daarvan  de  bsaia 
klein  genoeg  om  zijn  bovenopperylak  als  een  plat  ylak  te 
beschouwen,  dan  is  het  zwaartepunt  dier  basis  het  aangeweeeo 
Toetpunt  der  in  dieo  cilinder  te  meten  hoogte,  want  dan  is 
zgne  hoogte  op  deze  plaats  de  maat  van  zgn  inhoud,  (zie 
LoBATTO,  VerzawMling  van  vraagstukken  uit  de  Statica  en  de 
Hydroeiatica  ^  1857,  p.  158). 

Eene  eeovoudige  toepassing  van  de  leer  der  kleinste  kwa- 
draten leert  ons,  dat  hierbg  de  deelen  der  basis  van  gelgke 
grootte  moeten  genomen  worden.  Men  mag  toch  aannemen,  dat 
de  middelbare  fout  op  elke  gemeten  hoogte  even  groot  zal  zgn  *)• 
Noemen  wg  die  ^,  en  zgn  Bi,  B3...Bii  de  inhouden  van  de 
stukken  der  basis,  dan  is,  als  A|,  A^^  •  •  i»  de  yeroohillende  hoog- 
ten yoorsteUen ,  het  yolumen  des  cilinders  bepaald  door  de 
yergelgking : 

V»Bt*|+BaAa  +  ...  +  B^*.. 

Is  E  de  middelbare  fout  op  Y,  dan  geldt: 

E»«=è>(Bt»  +  Rj»  +  ...  +  B.)a. 

Zal  nu  E  een  minimum  zgn ,  dan  moet ,  wanneer  B  den  inhoud 
der  g^heele  basis  beteekent ,  voldaan  worden  aan  de  voorwaarde : 

Bi  ^  Bj  ^ . .  •  =  B»  ^  —  B. 

n 


>)  Wy  Udoelea  hier  de  toUle  fout,  die  kan  ■emeQ(Karteld  iQii  uit  om^bt- 
aeheiden  enkele,  als  vooreerat  die  op  de  bepaling  van  den  afttand  tnaecban 
▼oet  en  top  der  gemeten  hoogte;  dan  de  fout,  straks  te  bespreken,  die  daaniit 
OBtttaai,  dat  het  bovenopperylak  van  elk  eflmderdee!  geen  plat  vlak  is.  And«re 
anrtaksn  van  fMten,  ak  eene  mbder  jvisle  plaatwig  van  h«t  nesHnstranent 
op  de  bedodda  plaats,  af  eene  afwyUng  van  dra  vertikalen  aUad  van  bat  iMlro- 
ment  hebben  minder  invloed  en  kunnen  gemakkelijk  tot  seer  geringe  greotto 
beperkt  worden* 
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Heft  EOii  eehtor  leadar  nadere  aatfwgsiftg,  eUeea.  ua  di| 
yoorachrift  yeldoende,  gemakkelyk  ?er8ohiliende  maniereii  ^mi 
yerdeeling  der  basis  kunnen  aangeven,  waar?an  het  aanstonds 
in  het  oog  ?alt,  dat  zij  niet  rationeel  zgn. 

Verdeelt  men  b.y.  eene  cirkeUormige  basis  in  even  groote 
strooken  door  met  den  ofdtrek  conceDtrische  cirkels,  dan  souden 
de  zwaartepunten  yan  al  die  deelen  ineen  yallen ,  en  men  zou 
slechts  bg  herhaling  dezelfde  hoogte  meten. 

Is  het  aantal  te  meten  hoogten  niet  zeer  gering ,  dan  kan  ook 
de  yerdeeÜDg  der  cirkelvormige  basis  in  gelgke  sectoren  niet 
in  aanmerking  komen ,  want  dan  vielen  al  de  zwaartepunten  op 
den  omtrek  van  een  cirkel ,  wiens  straal  ongeveer  Vs  ^^^  dien 
der  basis  zou  bedragen,  dus  te  dichter  bijeen  op  ééne  Ign 
naarmate  het  aantal  deelen  grooter  werd  genomen.  Om  derge- 
Igke  reden  zou  ook  eene  verdeeling  door  evenwijdige  koorden 
geene  aanbeveling  verdienen. 

Zoolang  wij  vasthouden  aan  de  onderstelling,  dat  het  boven-' 
oppervlak  van  eiken  gedeeltelijken  cilinder  een  plat  yUk  is, 
blijft  ons  iedere  aanwijzing  tot  eene  doelmatige  verspreiding 
van  de  voetpunten  der  hoogte  ontbreken. 

Geheel .  anders  wordt  het ,  wanneer  men  die  oppervlakken 
aanziet  als  gebogen  oppervlakken.  Daarmede  plaatst  men  zich 
nader  aan  de  werkelijkheid  en  men  wint  een  beginsel,  waaruit 
eene  rationeele  distributie  der  te  meten  hoogten  kan  worden 
afgeleid. 

Denkt  men  zich  den  g^even  cilinder  door  vlakken  eyeii- 
wgdig  aan  zgne  as  verdeeld  in  een  zeer  groot  aantal  zuiltjes 
van  gelijke  dwarsdoorsnede,  en  voor  elk  dier  zuiltjes  de 
hoogte  gelgk  gesteld  aan  eene  der  gemeten  hoogten,  dan 
kan  men  wel  als  waar  aannemen  ,  dat  elk  zuilQ'e  des  te  beter 
wordt  gerepresenteerd  naarmate  het  dichter  bij  de  naastbij  ge- 
legen hoogte  is  geplaatst.  De  afstand  tusschen  beide  hang^ 
nu  voor  een  deel  af  van  het  aantal  hoogten,  dat  men  wil 
meten,  hetwelk  men  naar  behoefte  kan  vergrooten,  maar  ook 
voor  een  groot  deel  van  de  gedaante  der  stukken,  waarin  de 
basis  wordt  verdeeld.  Den  besten  vorm  voor  alle  deelen  hopen 
wg    bij   eene   willekeurige  basis  te  yinden  door  middel  van  de 

yolgende  beschouwing. 

< 

Onderstellen  wg,  dat  het  bovenopperylak  yan  een  der  cilinder- 
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deelen  een  opperrlak  is  yan  den  tweeden  graad ,  en  wel  eene 
elliptische  of  hyperbolische  parabololde  met  de  yergelijking : 

z:=,ax^  +  bi/^  +  exff'{'dx'{'êjf     .    .    .    .    (1) 

waarbg  wij  den  top  der  hoogte  op  iiet  zwaartepunt  tot  oor- 
sprong der  coördinaten  nemen ,  en  twee  elkander  in  O  loodrecht 
snijdende  rechten,  e?enwgdig  aan  de  basis  tot  a^as  en  y-as. 
Deze  yergelijking  is  homogeen ,  wanneer  wg  onder  ;r  en  y  ver- 
staan de  verhoudingen  dier  grootheden  tot  de  aangenomen 
lengteëenheid  of  tot  den  straal  eens  cirkels,  die  mot  de  basis 
yan  het  cilinderdeel  gelgken  inhoud  heeft.  Dan  zgn  a^  6,  enz. 
lengtegrootheden ,  betrekkelijk  zeer  klein ,  yan  dezelfde  orde  als 
de  yerschillen,  die  de  meting  opleyert  tusschen  de  werkelgke 
hoogten  en  de  middelbare  hoogte  yan  den  cilinder. 

Leggen  wg  door  O  een  rakend  ylak  aan  het  opperylak  (1), 
dan  is  de  yergelgking  hiervan : 

z^^dxA-e^ (2) 

Dit  raakvlak  zal  zich  nader  aansluiten  tegen  het  oppervlak 
(l)  binnen  den  naasten  omtrek  van  het  raakpunt  dan  eenig 
ander  vlak  dat  men  door  hetzelfde  punt  kan  leggen ,  (zie 
Cournot,  Traite  des  fonctions^  éd.  1867, 1,  p.  398).  Het  ver- 
schil tusschen  z  en  sf  voor  hetzelfde  punt  der  basis  is  in  het 
algemeen  eene  grootheid  van  de  tweede  orde  en  in  het  bgzonder 
klein  bij  ons  vraagstuk,  omdat  wij  voor  het  bovenoppervlak 
.  slechts  kleine  afwgkingen  van  een  plat  vlak  te  verwachten 
hebben. 

Omdat  de  z-as  door  het  zwaartepunt  der  basis  gaat,  is  de 
inhoud  van  den  kleinen  cilinder,  voor  zoover  die  begrepen  is 
tusschen  het  raakvlak  (2)  en  het  vlak  xy,  gelgk  nul. 

Wij  mogen  daarom  de  fout  op  de  middelbare  hoogte,  die 
wij  begaan  door  de  hoogte  in  O  voor  de  ware  te  nemen ,  gelgk 
stellen  aan  de  middelbare  hoogte  van  den  cilinder,  waarvan 
het  bovenoppervlak  tot  yergelgking  heeft: 

Zz=iz  —  sf  =  cu!^'^by^  +  cxy    .     .     .     .     (8). 

De  doorsnede  van  dit  oppervlak  met  elk  vlak,  dat  door  de 
as  OZ  gaat,  is  eene  parabool.  Haakt  dit  sngvlak  met  de  as 
OX  den  hoek  ^,  en  stellen  wij: 

o;  =  r  cos  ^ ,  y  =  r  sin  ^  , 
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?«tkr{|geii  w^  èon  subetitutie  deier  waarden  in  (3)  de  ver- 
gdgking  nli  He  parabool,  nl. : 

Z=st^  {a  C08^  #  +  6  sin^  ^  +  c  sio  ^  cob  9).     .     .     (4) 
Laat: 

P  =  /{f) (5) 

de  yergelgking  zgn  van  den  omtrek  der  basis  met  O  tot  oor- 
aprong  der  yoeratralen,  OX  tot  oorsprong  der  hoeken ,  en  schrg- 
yen  wg  ter  bekorting  in  plaats  yan  (4): 

K^P^r^ (6) 

dan  is  de  inhoad  yan  een  segment  F  der  doorsnede,  begrensd 
door  eene  loodlgn  op  het  uiteinde  yan  p  te  yinden  uit  de  yer- 
gelgking: 

^     8 

Het  zwaartepunt  yan  dit  segment  ligt  op  den  a&tand  jp 
yan  de  as  OZ,  dus  is  de  inhoud  yan  eene  differentiaal  yan 
het  yolumen  V  des  cilinders,  begrepeo  tusschen  twee  door- 
sneden, die  met  OX  de  hoeken  ^  en  ^  -f  ^^  maken: 


of 


dY^p.^df, 


^^rp.^dt (7) 


Deze  yergelgking  beyat  onder  het  integraalteeken  de  uitdruk- 

king  —  •  d^ ,  die  het  traagheidsmoment  yoorstelt  yan  de  diffe- 

Awt  basis,   en   de   grootheid  j»,   die  behalye  yan  de 

ten*  Syb  en  c ,  uitsluitend  yan  f  afhangt. 

Omdat  wij  ons  niet  yoorstellen,  dat  een  yoorloopig  onderzoek 

yan  het  boyenopperylak  in  de  nabijheid  yan  O  plaats  yindt,  is 

•heè  ons   yelkomen   onbekend,   in   welke  richting  j?  grooter  of 

kleiner,   positief  of  negatief  is.     Het   zou  dus  yoor  de  hand 

Jiggf»,  die  grootheid,  welke  steeds  tusschen  enge  grenzen  zal 

18 
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begrepen  agn,   ak  oooetant  te  besehoawen,  ah 

▼an  ^ ,  hetgeen  daarop  neerkomt  dat  men  voor  het  bovenopper* 

▼lak  neemt  eene  omwentelingsparabololde. 

Laten  wg  echter  deze  onderstelling  niet  toe,  doch  nemen  wg 
aan ,  dat  rondom  en  zeer  nabij  O  eenige  punten  van  het  opper* 
▼lak  (1)  door  opmeting  zgn  bepaald  geworden,  waardoor  de 
co8ffioienten  a,  6  en  c  bekend  zonden  zijnt  en  dat  de  omtrek 
der  basis  door  hare  ▼ergelijking  (>s/(^)  gegeven  is»  dan  kan 
de  middelbare  waarde  van  jp,  die  wg p^  willen  noemen,  geyon- 
den  worden  uit  de  yergelgking: 


Po 


Wg  ▼erkrggen  dan: 

o'         * 

waarbg  p^  eene  kleine  grootheid  is  van  dezelfde  orde  als  de 
afwgkingen  der  hoogten  van  die  op  het  zwaartepunt.  Zg  kan 
genomen  worden  voor  de  fout  op  de  middelbare  hoogte  van 
het  beschouwde  ciÜDderdeel ,  als  wg  diens  hoogte  op  het  zwaarte- 
punt voor  de  ware  in  rekening  brengen.  De  grootheid  Pq  heeft 
geheel  het  karakter  eener  toevallige  fout. 

Aangezien  wg  het  bovenoppervlak  des  geheelen  cilinders  onder- 
stellen slechts  gerioge  en  onopzettelgke  afwgkingen  van  een  plat 
vlak  te  bezitten ,  is  er  geene  reden  om  aan  de  grootheid  p^ 
voor  één  deel  van  dat  oppervlak  eene  waarde  toe  te  kennen, 
die  aanmerkelijk  van  die  voor  een  ander  deel  afwijkt,  te  minder, 
wanneer  jpo  zou  zijn  opgemaakt  door  waarneming  van  punten 
in  de  nabgheid  van  eeoe  gemeten  hoogte. 

Wij  besluiten,  dat  de  fout  op  eiken  gedeeltelgken  cilinder, 
afgezien  van  hot  teeken ,  evenredig  is  aan  het  traagheidsmoment 
van  de  basis  ten  opzichte  eener  loodrechte  as  door  haar  zwaarte- 
punt.   Dit  leidt  ons  tot  de  volgende  stelling: 

Zal  van  een  rechten  cilinder  met  toiUekeurige  basis  het  volumen 
bepaald  worden  door  het  meten  van  een  aantal  hoogten^  dan 
behoort  de  basis  verdeeld  te  worden  in  even  zoo  véle  deden  vem 
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inhoud  op  die  unjze,  dai  de  som  van  de  kwadraten  der 
traagheidsmomenten  dier  deeUn^  elk  genomen  ten  opzichte  eener 
loodrechte  ae  door  het  zwaartepunt^  een  minimum  zij. 

Op  het  zwaartepunt  yan  elk  deel  wordt  dan  eene  hoogte 
gemeten ,  en  het  gemiddelde  van  al  die  hoogten  zal  de  middel- 
bare hoogte  des  cilinders  zyn,  dat  is  de  hoogte  van  een  toI- 
komen  cilinder,  die  met  het  voorwerp  van  onderzoek  gelijke 
basis  en  gelgk  volumen  bezit 

Noemen  wg  de  traagheidsmomenten  van  de  deelen  der  basis 
^»  ^2>  •  *  '  ^"»  dan  moet,  als  e  de  middelbare  fout  is  op  de 
hoogte  van  elk  dier  deelen,  en  E  die  op  de  hoogte  des  ge- 
heelen  cilinders,  voldaan  worden  aan  de  voorwaarde: 

E«  =^  (^,^  +  V  +  •  •  •  ^i-*)  =  minimum. 

Er  is  echter  geene  enkele  relatie  voorhanden  tusschen  deze 
traagheidsmomenten ,  die  ons  zou  in  staat  stellen  direct  uit  deze 
vergelgkiug  den  vorm  der  verschillende  deelen  af  te  leiden , 
want  op  allerlei  wgzen  kunnen  die  deelen  gevormd  zgn ,  zelfÏB 
elkander  omslingeren.  En  toch,  er  moet  eene  keus  gedaan 
worden;  die  keus  moet  onaantastbaar  kunnen  gerechtvaardigd 
worden.  ^De  rede  wil  niet  dan  met  noodzakelgkheid  voortgaan, 
ook  de  wiskunde  weigert  een  willekeurigen  tred  te  doen.'* 
(Buts  Ballot,  1.  c.  p.  5.)  Waar  beter  inzicht  wordt  ver- 
kregen, verdwgnt  de  vrijheid;  maar  ook  alleen  dan  geeft  men 
haar  gaarne  prijs ,  die  anders  met  hand  en  tand  zou  verdedigd 
worden. 

Dien  heerlgken  dwang,  iets  hoogers  dan  het  , moeten"  van 
een  onkundig  gezaghebbende,  gelooven  wg  bg  de  taak,  die 
wij  op  ons  namen,  voldongen  te  vinden  in  de  volgende  over- 
weging. 

Stelling.  Indien  gegeven  is  eene  vlakke  figuur  besloten 
btnnen  eene  in  zichzelve  wederkeerende  gebrokm  of  gebogen  lijn 
zonder  dubbele  punten^  en  verlangd  wordt  deze  figuur  te  ver- 
deelen  in  twee  stukken  van  gelijken  inhoud^  terwijl  de  som 
der  traagheidsmomenten^  voor  elk  deel  genomen  ten  opzichte 
eener  loodrechte  (m  door  het  zwaartepunt  een  minimum  moet 
2^n,  dan  moet  de  afstand  tusschen  de  twee  zwaartepunten  een 
maximum  wezen. 

18» 
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B  e  w  g  8.    Laat  O  het  zwaaKtepunt  ayn  Tan  de  gogeve»  %a«r 

iga,  AB  de  deeUgm, 
waarTaa  de  gedasAÉe 
nog  niet  bepaald  is,  en 
Zi  y  Z^.  de  a  waartepnnton 
▼Ml  de  twee  stakkea 
der  6gonr.  Deinhead 
der  figuur  ag  I. 

Stellen  wg  vetder 
OZi  =  OZj  =  « ,  en 
duiden  wg  door  M,  M| 
ea  M2  aan  de  traagheidsmomenten  der  geheele  figuur  en  van 
de  beide  deelen  ten  opzichte  eener  as  door  O ,  dan  is : 

Zijn  Tl  en  T^  de  traagheidsmomenten  der  deelen  ten  opzichte 
yan  Z|,  resp.  Z^»  dan  hebben  wg: 

T,  «M|  — ilaj^enTa»!!;^  — ila? 
of; 

T|+T^  =  M-Iar«. 

Hierin  zijn  M  en  I  gegeven  constante  grootheden,  zoodat 
Tl  -|-  Ta  slechts  een  minimnm  kan  zijn,  indien  si^  olxot2x  zoo 
groot  mogelgk  genomen  wordt. 

Ook  indien  de  twee  deelen  der  figuur  niet  onderling  gelgk 
gegeven  waren  zou  de  stelling  geldig  blgven.  Want,  noemen 
wg  die  deelen  I|  en  I,  en  den  afstand  der  beide  zwaartepunten 
«,  dan  is  met  behoud  der  zelfde  notatie  voor  de  overige  ele- 
menten : 

T,  =  M,  -I.(^x)'  en  T,  =  M,  -  I,(i»)'. 


dus: 


T,  +  T,  =  M-2 


I1I3 


«*, 


zoodat   ook   hier  x  zoo  groot  mogelgk  moet  genomen  worden 
om  T|  4-  T^  tot  een  minimum  te  maken. 

Is  X  een  maximum ,  dan  zgn  ook  0Z|  en  OZ,  tegelgk  maxima; 
vindt  men  dus  voor  eene  van  deze  twee  grootheden  een  maxi- 
mum ,  dan  is  er  ook  een  voor  de  andere  bepaald. 
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Is  (fi|;.  2j  Z  bet  zwaartepunt  der  gegegeren  figuur,   Z,  dat 

van  een  der  twee  gelijke 
deelen,  dan  beweren  wg 
dat  de  deellijn  geene  an- 
dere kan  zgn  dan  eene 
rechte,  die  met  den  om- 
trek der  figuur  een  in- 
houd s=  ^  I  insluit  en 
tegelijk  loodrecht  staat  op 
ZZ,.  Want,  stellen  wg 
ons  de  gegeven  figuur 
voor  als  den  bodem  eener 
bus  of  doos  van  gelgkmatige  diepte ,  rondom  geslotefn  en  Toor 
de  helft  gevuld  met  eene  zware  vloeistof  en  denken  wij  ons 
verder  door  de  zwaartepunten  van  bodem  en  deksel  eene  as, 
horizontaal  geplaatst,  waarom  de  doos,  ledig  zijnde  in  even- 
wicht is,  dan  zal  de  afstand  ZZ|  tusschen  het  zwaartepunt 
der  ingesloten  vloeistof  en  de  as  alleen  dan  een  maximum  zgn 
wanneer  het  pnnt  Z]  verticaal  onder  Z  zich  bevindt  en  de 
«piegel  der  vloeistof  horizontaal  ligt 

Wij  besluiten^  dat  aZs  van  een  cilinder  met  willekeurige  basis 
niet  meer  dan  twee  hoogten  zullen  gemeten  worden^  de  meest ge^ 
geschikte  plaatsen  voor  de  voetpunten  worden  gevonden  door  de 
basis  in  twee  gelijke  deelen  te  verdeelen  door  eene  rechte^  die 
loodrecht  staat  op  de  rechte,  die  de  zwaartepunten  van  beide 
deelen  vsreenigt.  Op  het  zwaartepunt  van  elk  deel  is  dan  eene 
hoogte  te  meten. 

Hebben  wg  tot  nu  in  onze  beschouwing  niet  gedwaald,  dan 
is  Iheoretisch  de  weg  gevonden  om  te  komen  tot  eene  ratio- 
ueele  verspreiding  der  voetpunten  van  een  gegeven  aantal 
hoogten  in  een  cilinder  met  willekeurige  basis.  Want,  verdeelen 
wg  de  basis  op  volkomen  willekeurige  wijze  in  n  deelen  van 
gelijken  inhoud ,  die  wg  a ,  6 ,  c  .  .  noemen ,  en  voegen  wg 
twee  aangrenzende  deelen  te  zamen,  b.v.  a  en  &,  dan  kan 
men  de  uit  de  a  en  ^  zamengestelde  figuur  op  de  aangeduide 
wgze  in  tweeën  verdeelen.  Noemen  wg  die  deelen  a'  en  b\ 
Wij  voegen  dan  a'  te  zamen  met  een  ander  aangrenzend  deel 
b.v.  met  c  en  verdeelen  de  combinatie  a'  c  op  gelgke  manier. 
Zoo  voortgaande  zal  men  eindelgk  komen  tot  eene  verdeeling , 
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waarbg  voor  geene  twee  aangprenzende  deelen  eene  betere  split* 
siog  is  aan  te  ge?eD. 

Het  behoeft  wel  niet  gezegd  te  worden ,  dat  men  bg  de  toe- 
passing ?an  ons  beginsel  juist  niet  zal  uitgaan  ?an  eene  geheel 
willekeurige  of  fantastische  yerdeeling.  In  het  geyonden  prin- 
cipe yindt  men  al  dadelijk  de  aanwgzing  om  de  deelen  yan 
den  cilinder  rondom  elke  hoogte  zoo  dicht  mogelgk  bg  die 
hoogte  te  doen  aansluiten. 

Had  men  b.y.  bg  het  nemen  yan  een  monster  uit  metalen 
platen  telkens  slechts  ééne  proef  te  nemen,  dan  is  yanzelf  de 
cirkelyorm  daaryoor  aangewezen.  Heeft  men  een  zeer  groot 
aantal  hoogten  te  bepalen,  dan  beyeelt  zich  de  regelmatige 
zeshoek  aan.  Bg  eene  nauwgezette  exploratie  zal  het  wel  niet 
op  eenige  waarnemingen  meer  aankomen,  zoodat  men  yoor 
eene  yoorloopige  yerdeeling  eene  zoodanige  zal  kiezen,  waarbij 
de  basis  bedekt  wordt  met  regelmatige  zeshoeken,  elk  gelgk 
aan  het  n®  deel  der  basis,  en  die  dan  zoo  op  de  basis  schikt, 
dat  de  omtrek  der  daardoor  yerkregen  figuur  zoo  goed  mogelgk 
met  dien  der  basis  zamenyalt.  Dan  blgft  slechts  oyer  den  yorm 
der  deelen  zoo  te  corrigeeren,  dat  aan  het  ontwikkelde  yoor- 
schrift  wordt  yoldaan. 

Maar  men  yerzuime  niet  op  te  letten,  en  ook  tegen  dezen 
regel  is  door  yroegere  leeraars  gezondigd,  of  de  oppery lakte, 
waaroyer  het  onderzoek  gaat,  als  een  stadig  opperylak  mag 
beschouwd  worden.  Uat  is  misschien  niet  yolkomen  het  geyal 
bij  den  cilinder  yan  Fortin,  die  hol  doch  inwendig  door  een 
kruis  yersterkt  is ,  doch  zeker  niet  bg  de  inhoudsmaten ,  waar- 
yan  de  bodem  aan  den  buitenkant  is  yersterkt  door  gekruiste 
metalen  strooken.  Yan  wege  die  kruisstrooken  behoort  de 
basis  in  vier  deelen  te  worden  yerdeeld»  en  zgn  in  elk 
kwadrant  de  meest  geschikte  plaatsen  yoor  het  meten  der 
hoogten  in  yoldoend  aantal  op  te  sporen. 

De  leer  der  kleinste  kwadraten  is  het  kompas  der  waarnemers. 
Waar  men  hare  yoorlichting  yerwaarloost ,  is  men  als  de  zee* 
yaarder  in  den  ouden  tijd ,  die  yreesde  den  yasten  wal  uit  het 
oog  te  yerliezen.  Zoo  zou  men  zich  'gedragen  door  bij  het 
meten  van  hoogten  in  een  cilinder  die  hoogten  te  nemen  tegen 
den  wand,  bij  gelegenheid  tegen  den  stijl  eener  maat,  juist 
plaatsen ,  die  een  beter  inzicht  leert  met  zorg  te  yermgden. 


Q2.  K14f 


STEBYORMIGE  POLYTOPEN 
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P.  MULDER. 

(LeideD.) 


§  1.  In  de  Marburger  Sitzungsberiehte  van  Mei  1885  bewgst 
prof.  Edmund  Hess  op  sierlijke  wijze  langs  trigonometrischen 
weg  het  bestaan  yan  tien  sterTormige  regelmatige  lichamen  van 
yier  dimensies.  Eenige  daar?an  en  wel  de  meest  ingewikkelde 
waren  vermoedelgk  al  ?eel  vroeger  door  L.  Sohlabfli  gevonden , 
wiens  werk  evenwel  eerst  in  1902  gepubliceerd  werd,  [zie 
ScHOUTB,  Mehrdimensianale  Geometrie^  II,  pp.  235  en  68]. 

Er  zgn  verschillende  andere  wegen  mogelijk ,  waarlangs  men 
tot  dezelfde  resultaten  kan  komen.  Eigenlgk  is  elk  der  metho- 
den, die  dienst  doen  om  in  drie  dimensies  de  stervormige 
lichamen  af  te  leiden,  tot  vier  dimensies  uit  te  breiden. 

§  2.  De  meest  gebruikelgke  methode  berust  op  de  eigen- 
schap ,  dat  de  stervormige  lichamen  dezelfde  hoekpunten  moeten 
hebben  als  de  gewone  regelmatige  lichamen.  Reciprook  hier- 
mede is  de  eigenschap,  dat  de  zg vlakken  van  een  stervormig 
regelmatig  lichaam  dezelfde  raakpunten  met  den  ingeschreven 
bol  moeten  hebben  als  een  niet-stervormig ,  en  dus  moeten 
kunnen  ontstaan  door  verlenging  van  de  zijvlakken  daarvan. 

Daarbg  ontstaat  uit  den  vijfhoek  in  de  zgvlakken  van  het 
gewone  twaalfvlak  eerst  een  stervgfhoek,  dan  weder  een  ge- 
wone vgfhoek  en  ten  slotte  weer  een  stervgfhoek. 

Beschouwt  men  bijvoorbeeld  in  het  twaalfvlak  (fig.  1)  eerst 
de  zgvlakken  I  en  II  en  vergroot  men  nu  alle  zijvlakken  tot 
stervgf hoeken,  dan  zullen  die  beide  zgvlakken  niet  alleen  de 
oude  ribbe  AB  gemeen  hebben ,  maar  op  die  oude  ribbe  de  nieuwe 
hoekpunten  C  en  D.  Maar  in  het  nieuwe  hoekpunt  C  zal  ook 
de  ribbe    EF    uitkomen,   die  de  zgvlakken  II  en  III  gemeen 
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hadden;  dus  ook  het  zijvlak  III  komt  in  het  punt  C  met  de 
zijvlakken  I  en  II  samen.  Maar  ook  III  heeft  een  tweede 
ribbe,  die  in  het  punt  C  uitkomt.  Zoo  kan  men  doorgaan, 
tot  men  alle  ribben  van  het  oude  lichaam  gevonden  heeft,  die 
bij  verlenging  in  C  uitkomen.  Dan  heeft  men  in  G  een  veet 
vlakshoeky  met  gelijke  tweevlakshoeken ,  de  tweevlakshoeken 
van  het  oude  lichaam,  en  gelijke  zgden,  de  hoeken  van  den 
Btervgfhoek:   een   regelmatige  veelvlakshoek  dus.    En  de  ver- 


Fig.  4. 


lengde  zijvlakken  van  het  twaalfvlak  komen  in  sterr^fhoeken 
bijeen  en  vormen  dus  een  regelmatig  lichaam  Ks,  het  twaalf- 
hoekige  Btertwaalfvlak.  Alle  zgvlakken ,  die  een  bepaald  zg^lak 
omringen,  komen  nu  samon  in  een  hoekpunt  gelegen  op  de 
straal  van  het  middelpunt  van  dat  zijvlak.  Dit  lichaam  en  het 
gewone  twaalfvlak  zijn  dus  de  beide  lichamen,  die  begrensd 
worden  door  vijf  hoeken,  gevormd  door  lijnen,  welke  op  ieder 
zijvlak  worden  bepaald  door  de  snijding  met  den  eersten  gordel 
Tan  zgvlakken,  die  het  zgvlak  omringen. 
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Ook  ée  tw«ede  gordel  Tan  sgvlakken  bepaalt  twee  Yjlf hoeken* 
Ten  eipzichte  van  het  zijvlak  I  behoort  daartoe  o.a.  het  zijvlak 
III.  Yan  de  raijlijn  der  vlakken  I  en  III  z^n  in  de  figuur 
reeds  twee  pnnten  aangegeven ,  zooals  blijken  zal  de  hoekpunten. 
In  het  tweede  twaalfvlak  toch  hadden  I  en  III  reeds  de  punten 

0  en  G  gemeen »  en  CG  ie  dus  de  snglgn  der  vlakken  I  en  IIL 
De  andere  vier  vlakken  van  den  gordel  waartoe  III  behooit 
zullen  eveneens  I  snijden,  elk  Tolgens  een  verbindings^  van 
twee  hoekpunten  van  bet  stervijfhoekige  zgvlak  van  bet  tweede 
twaalfvlak. 

Zoo  vindt  men  als  eerste  zgvlak ,  dat  de  gordel  van  Tkk  III 
Tan  het  vlak  I  afsngdt :  de  gewone  vgf  hoek  op  de  boekpunien 
van  den  stervijf  hoek  van  Es. 

De  veelvlakshoek  van  dit  lichaam  is  een  stervgfirlakdieek, 
ontstaan  door  verlenging  van  de  zijden  van  den  vgfvlaksboek 
van  bet  tweede  twaalfvlak.  Zoo  ontstaat  dus  F^ ,  het  sterboekige 
twaalfvlak.  Dit  lichaam  heeft  dezelfde  ribben  als  het  gewone 
twintigvlak. 

Door  vergrooting  van  de  zgvlakken  tot  stervgf hoeken ,  dus 
door  verlenging  der  ribben,  verkrijgt  men  een  nieuw  lichaam 
met  nieuwe  hoekpunten ,  waarbg  de  zgvlakken  in  drievlaks- 
hoeken  bgeenkomen ,  bet  twintigboekige  stertwaalfvlak  E^.  Nu 
zgn  in  het  vlak  I  en  ook  in  alle  andere  zgvlakken  alle  Ignen 
geteekend,  volgens  welke  de  andere  vlakken  dit  vlak  snijden; 
dus  zgn  er  behalve  deze  vier  geen  12-vlakken  meer  mogelgk. 

§  8.  Ook  zonder  de  lichamen  te  onderzoeken  had  men  al 
van  te  voren  kunnen  zeggen,  1^  dat  het  aantal  lichamen  be- 
grensd door  vijf  boeken  even  moet  zijn.  Immers  hoedanig  een 
lichaam  ook  is,  dat  begrensd  is  door  vgf hoeken,  steeds  kan 
men  van  die  vgfhoeken  stervijf hoeken  maken  door  verlenging 
van  de  ribben  en  in  de  nieuwe  figuur ,  die  dan  ontsf aat ,  zullen 
in  de  nieuwe  hoekpunten  twee  ribben  van  een  zgvlak  elkaar 
ontmoeten,  die  eerst  geen  punt  gemeen  badden,  bijvoorbeeld 
AB  en  FE  in  G,  en  daarmede  ook  twee  zgvlakken,  die  eerst 
door  het  tnssohenliggend  zijvlak  gescheiden  werden,  bijvoorbeeld 

1  en  III.  In  de  nieuwe  hoekpunten  ontstaat  dus  een  veelvlaks- 
hoek met  gelijke  zgden  ^  welks  hoeken  dezelfde  zgn  als  die  van 
het  eerste  lichaam,  dus  een  regelmatige  veelvlakshoek. 

Ock  geldt  de  reciproke  eigenschap ,  2^.  dat  het  aantal  lichamen 
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jnet  TnfYlakBhoekeii  tot  hoek  even  is;  want  steeds  kan  men 
van  een  lichaam  met  gewone  vgfvlakshoeken  een  lichaam 
afleiden  met  dezelfde  hoekpunten  en  deselfde  ribben,  met 
stervormige  vgfvlakshoeken. 

Het  is  wellicht  niet  overbodig  hier  even  op  te  merken ,  dat 
men  somtgds  uit  een  lichaam  een  nieuw  kan  afleiden  door  ver- 
grooting van  een  stervgf  hoekig  «gvlak  tot  een  gewonen  vgf  hoek 
of  door  Terlenging  van  de  asgvlakken  van  den  gewonen  vgfvlaka- 
hoek  tot  dien  van  een  stervgfvlakshoek ,  zooals  bgvoorbeeld  bg 
de  afleiding  van  het  derde  uit  het  tweede  twaalfvlak*  Maar 
daar  men  hierbg  nieuwe  ribben  verkrggt ,  kan  men  niet  in  het 
algemeen  seggen :  in  het  eerste  geval »  of  die  ribben  tot  twee 
zijvlakken  zullen  behooren,  en  in  het  tweede  geval,  of  de 
nieuwe  ribben  juist  weer  in  een  hoekpunt  zullen  uitkomen. 


§  4.    Beschouwt  men  nu  de  vijf  gewone  regelmatige  lichamen, 
en  de  drie  stervormige,  die  hier  besproken  zgn,  dan  ziet  men, 


voor 


achter 


Fig.  2. 


dat  drie  daarvan  vgfvlakshoeken  hebben ,  namelijk  het  twintig- 
vlak  en  het  tweede  twaalfvlak  een  gewonen,  en  het  derde 
twaalfvlak  een  stervgfvlakshoek.  Derhalve  moet  er  nog  een 
lichaam  zijn  met  een  stervgfvlakshoek  tot  hoek  en  dit  is  het 
stervormige  twintigvlak. 
Ook  ()it  kunnen  we  uit  het  gewone  twintigvlak  afleiden  door 
vergroóting  der  zijvlakken.    Men  kan  bg  het  twintigvlak  (fig.  2) 
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268  gordels  Tan  igTlakken  ondenoheideii,  respeotieYelgk  1,  8, 
6,  6 f  8,  1  BjJTlak  tellende,  die  we  met  de  ogfen  I,  II ,  III , 
I Y ,  Y  y  \ri  aanduiden.  Tèn  opzichte  yan  het  sgvlak  I  bepalen 
de  eerste  drie  (fig.  8)  het  gewone  sgvlak  ABC,  sngdt  het 
daarop    volgende    eerste   sestal    een    onregelmatigen    seshoek 


F' 


M 

^P      E 

% 

^ 

<^^'^(*%l 

'/^'^ 

^ 

fcW 

^ 

^. 

^M 

>0'  ^v \ 

(Het  tiehtbatê  gedeelte  van  het  lyvlak  is  geschadawd.) 

Fig.  3. 


AFBDCE  in ,  en  eveneens  het  tweede  sestal  een  onregelmatigen 
zeshoek  AT'B'D'G'E'.  Ten  slotte  doet  het  tweede  drietal  weer 
een  gelgksijdigen  driehoek  D^E^F^  ontstaan,  en  als  men  dus 
elk  der  ziJTlakken  tot  sulk  een  driehoek  vergroot,  verkrijgt  men 
een  regelmatig  twintigvlak  begrensd  door  driehoeken.  De  hoeken 
Bijn   stervgfvlakshoeken ,   de  uiterlgke  vorm  gelgkt  op  die  van 
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het  tweede  twmalfTlak,  waannee  het  de  ribben  gemeen  heeft« 

Dat  de  hoeken  sterTijfvlaksboeken  agn,  moge  fig.  4  verdude- 

Igken^  waar  aan  het  gew«M  twintigTlak  rgf  Tlakkeny  die  een 

▼gfvbtkahoek  van  het  sterTormige  twintigylak  moeten  vennen. 


Fig.  4 

zijn  geschaduwd     Twee  ervan  zgn  Tolledig  geteekend, 
alle  snglgnen^  die  achttien  vlakken  er  op  afteekenen  <) 


met 


§  5.  Om  een  overzicht  te  verkrijgen  van  de  regelmatige 
lichamen  van  drie  dimensies,  vereenig  ik  deze  in  een  tabel, 
zoodanig,  dat  in  iedere  rg  de  lichamen  komen  te  staan,  die 
dezelfden  veelvlakshoek  hebben  en  in  iedere  kolom  de  lichamen, 
die  hetzelfde  zijvlak  hebben. 

Beschouwde  ik  alleen  de  niet-stervormige  lichamen,  dan  kou 
de  tabel  dus,  zooals  bekend  is,  drie  rgen  en  drie  kolommen 
moeten  tellen. 

Beschouw   ik   ook   de  stervormige,   dan  komt  er  een  rg  bij 


^)    Afbeeldingen   der  vier  stervormige  lichamen  Tindt  men  o  a.  in  Landsé, 
Siêreometriêeke  hoofdstukken. 


T»or  4m  stetTgfvlakihQek  «d  mh  koloB  iroor éMiiÉwgf b»ek. 

Het   boYenste   getal  m  ielnr  hoi^e  is  Inl  «mtsl  ^^kkkea 

▼an  het   liohaam,   het   Mtderste  het  aantal  hoekpuoten.    Het 

Tabel   L 


^v    agTlak 
hsek    X>,^ 

a 

4 

5 

•5 

IV 

VI 

XII 

xn 

3 

(8,8) 
4 

(4.8) 
8 

D  (6,  8) 
20 

Kt  CB,  3) 
20 

vm 

4 

(8,4) 
6 

XX 

XII 

& 

I  (3,  &) 
12 

K,  CS,  6) 
12 

• 

XX 

XU 

•5 

Ft  (8,  'S) 
12 

P,  (6,  *5) 
12 

cgferpaar  in  het  midden  bevat  de  ogfen  yan  kolom  en  rg, 
het  kolomogfer  voorop ,  dus  van  zijvlak  en  veelvlakshoek ,  en 
dient  'om  er  het  lichaam  bij  verkorting  mede  aan  te  duiden. 

De  notatie  E,^  P,,  K,,  en  P,  i«  van  profl  Hbss  en  herijMMd 
•a»  ds  ontdekken  Kbplbb  en  PouieoT.  De  iiiëez  ie  het 
soortgetalw 

Reciproke  lichamen  zgn  in  de  tabel  symmetrisch  geplaatst 
ten  opzichte  van  de  hoofddiagonaal  en  hebben  het  eg&rpaar 
in  omgekeerde  volgorde. 
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We  reeumeeren  de  punten  van  aamenhang,  die  tnaschen  de 
M8  lichamen  bestaan,  in  de  volgende: 

Tabel   Ia. 


liohamen 

lichamen 

lichamen 

lichamen 

met 

met  deielfde  ylakken 

met 

met 

dezelfde  12 
▼lakken 

en  ribben 

lichamen 
met 

deselfde  20 
ylakken 

dezelfde 
ribben     i, 

D     (6,8) 

K,  (•5,5) 

P,  (5,»5) 
K,  C6,3) 

D     (6,3) 

P,  (5.*6) 
K,  (•6.3) 

deielfde 
ylakken  en 
hoekpunten 

K,  (*6,6) 

I       (8,6) 
Pt  (8>*5) 

D     (6,3) 
K,  r5.6) 
Pi  (8,^5) 

lichamen 

lichamen 

P.  (5,*5) 

lichamen 

lichamen  ' 

met 

met  dezelfde  hoek- 

5     \     ï        ' 

met 

met 

deselfde  12 

punten  en  ribben 

dezelfde  20 

dezelfde   | 

hoekpunten 
I      (8,5) 
P,  (5,*5) 
K,  (•5,5) 
P,  (8,^6) 

I      (8,5) 
P,  (5,»5) 

K,  (♦6,5) 
P,  (8,»5) 

hoekpunten 

D     (6,3) 
K,  (^6,8) 

ribben 

I       (8,5) 
Pa  (6,*5) 
K,  (♦6,3) 

§  6.  Ieder  regelmatig  lichaam  van  yier  dimenuea  moet  nu 
tot  begrenzend  zglichaam  hebben  een  van  de  lichamen  uit  deze 
tabel ,  terwijl  ook  het  yeelkant  <)  zijn  naam  aan  een  dezer  negen 
lichamen  moet  ontleenen. 

De  yeelylakshoek.  yan  het  yeelkant  komt  dan  oyereen  met 
het  zijylak  yan  het  lichaam  waarmee  het  yerwant  is ,  het  ylak 
yan  het  yeelkant  met  de  ribbe  yan  het  lichaam,  en  de  ribbe 
yan  het  yeelkant  met  het  hoekpunt  yan  het  lichaam. 


')  Ben  regelmatig  Tierdimeneionaal  yeelkant  is  een  veelkant,  dat  geprojecteerd 
op  een  driedimentionale  ruimte,  die  yan  alle  ribben  gelijke  stukken  aftnydt,  het 
complex  yan  regelmatige  yeeWlakshoeken  opleyert ,  dat  in  een  regelmatig  Uehaam 
Tan  drie  dimensies  (wordt  geyormd  door  de  yeeWlakshoeken.  waaronder  de  lyylak- 
ken  yan  het  middelpunt  uit  worden  gezien.  Zoo  is  een  regelmatige  driedimenaiooale 
yeeWlakshoek  een  yeeWlakshoek ,  die  geprojecteerd  op  een  ylak,  dat  yan  alle  ribben 
gelijke  stukken  afsnijdt,  het  complex  yan  gelijke  hoeken  opleyert,  dat  in  een  pUt 
ylak  wordt  geyormd  door  de  hoeken ,  waaronder  de  ribben  yan  een  regelmatigeo 
veelhoek  yan  het  middelpunt  uit  worden  gezien.  i 
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In  Tier  dimenries  wordt  nu  door  het  oijferpaar  asoowel  het 
zgliohaam  als  de  veelkantshoek  aangeduid.  Evenals  in  drie 
dimensies  een  liohaam  volkomen  bepaald  is,  als  men  het  zgvlak  en 
den  veelvlakshoek  opgeeft  —  mits  het  bestaanbaar  is  — ,  zoo  is 
in  vier  dimensies  een  cel  volkomen  bepaald  door  zglichaam 
en  veelkantshoek,  derhalve  door  twee  cijferparen. 

Neemt  men  nu  tot  begrenzend  lichaam  bijvoorbeeld  een  van 
de  lichamen  nit  de  eerste  rg ,  dan  is  dit  dus  een  lichaam  met 
een  drievlakshoek  tot  hoek.  De  veelkantshoek  van  de  vier- 
dimensionale cel  moet  dus  uit  drievlakshoeken  bestaan,  dus 
te  vinden  zgn  in  de  eerste  kolom. 

Zoo  heeft  men  dus  bijvoorbeeld  een  cel  met  de  kubus  (4,3) 
tot  zglichaam  en  den  regelmatigen  vierkantshoek  (3,8)  lot  hoek. 

Het  tweede  cgfer  nu  van  het  zglichaam  duidt  den  veelvlaks- 
hoek  aan  en  dit  zelfde  cijfer  moet  dus  steeds  het  eerste  zgn  van 
den  veelkantshoek.  Zoo  komt  men  tot  de  samensmelting  van 
twee  cgferparen  tot  een  cgferdrietal,  waarmede  de  vierdimen- 
sionale cel  wordt  aangeduid.  De  cel  met  de  kubus  tot  zg- 
lichaam en  het  regelmatige  vierkant  tot  veelkantshoek  heeft 
dus  het  cgferdrietal  (4,8,3). 

Yan  een  cel  (m,  p,  q)  is  dan  (m,  p)  het  zglichaam,  (p,  q) 
het  veelkant,  m  het  zgvlak,  p  de  veelvlakshoek ,  q  de  soort 
van  ribbe ,  d.  w.  z  het  aantal  zglichamen  ,  dat  aan  iedere  ribbe 
samenkomt.  Is  j  =  *5,  dan  vormen  de  standhoeken  van  de  vgf 
tweevlakshoeken ,  die  aan  die  ribbe  bijeenkomen  een  stervijf- 
vlakshoek.     De  reciproke  cel  van  (m,  py  q)  is  (g,  p,  m). 

Ten  slotte  kan  men  alle  regelmatige  cellen  in  vier  ta- 
bellen rangschikken,  waarvan  de  eerste  de  lichamen  bevatten 
moet  met  de  driedimensionale  lichamen  van  de  eerste  rg 
van  tabel  I  tot  begrenzend  zglichaam  en  de  lichamen  van  de 
eerste  kolom  tot  veelkant ,  de  tweede  de  lichamen  van  de  tweede 
rij  tot  zglichaam  en  de  lichamen  van  de  tweede  kolom  tot 
Teelkant,  enz.  In  ieder  dier  tabellen  zgn  de  cellen  ver- 
eenigd ,  die  het  zelfde  middencjjfer  hebbeo «  d.  w.  z,  denzelfden 
veelvlakshoek. 

Bg  het  onderzoek  zal  ons  blgken,  dat  de  tabellen  ingevuld 
er  aldus  uitzien: 
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Tabel  IL 


^srijlichaam 
▼eelkant  N. 

(8,3) 

(4,8) 

D  XTI 

(6,3) 

E,  XIT 
(•6»  8) 

rs.s) 

5-ceI 
(3,  3,  8) 

8-oel 
(4.  8,  3) 

120-oel 
(5,3,3) 

(•5,3,3) 

• 

(3,4) 

16-cel 
(3,  3,  4) 

+ 

+ 

I  XX 

(3,6) 

600-eel 
(3,  3,  5) 

+  . 

+ 

C5,  8,  5) 

• 

P,  XX 

(3,  «5) 

(3,  3,  'S) 

(5,  3,  «5) 

Tabel   III. 


Nzglichaam 
veelkant  N. 

(3,4) 

(4,3) 

24-oel 
(3,  4,  3) 

INHOUD. 


Blz. 
V  7.    P.  VAN  6EER.  Hugeniana  Geometrica.  L 215. 

K  9  a.    W.  KAPTEYN.  Sur  un  théorème  de  geometrie  plane   .    .  227. 

V  8  9.  T.  HAYASHI.  A  4ist  of  Dutch  books  on  mathematkal 
Sciences,  in^rted  from  Holland  to  Japan  belore  the 
restoration  in  1868 232. 

Jaa,  c.    F.  SCHUH.  Over  een  uitbreiding  van  den  regel  der  totale 

waarschijnlijkheid  en  enkele  toepassingen      ....  238. 

Ml  5.    F.  60IIES  TEIXCIRA.    Sur  quelques  propriétés  des  cubi- 

ques 247. 

Q  a,  4  c.    i   A.  BARRAU.     Die  zentrische  Zerlegung  der  regul&ren 

Polytope 250. 
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-^ 


A^ 


V 


NIEUW  ARCHIEF 


VOOR 


WISKUNDE 


ÜITÖEGEVEN  DOOR  HET  WISKUNDIG  GENOOTSCHAP 

TE   AMSTERDAM 


ONDER    REDACTIE    VAN 


j.  G.  mmi,  D.  j. 


en  P.  e. 


TWEEDE    REEKS 
DEEL  VII 


AMSTERDAM 

DELSMAN  EN  NOLTHENIUS 

1907 


2Ó3 


Tabel   IV. 


N^sglichaam 
reelkant  N. 

1  XX 

(8,5) 

K,  III 

(*5 ,  6) 

D  xir 

(5,3) 

+ 

(*5,  5,  3) 

p,  xn 

(6,  *5) 

(3,  5,  *5) 

(*5,  6,  *S) 

Tabel  V. 


^vsjlichaam 
veelkantN. 

P,  XX 

(3 ,  ^5) 

P,  XU 
(5,  '5) 

E,  XU 
(•5,  3) 

(5,  '5,  3) 

E,  XU 

(•5 ,  5) 

(3,  *5,  5) 

(5,  •5.  6) 

In  deze  tabellen  zgn  dus  elf  plaatsen  voor  niet-Btervormige 
polytopen  en  Teertien  plaatsen  voor  steryormige.  Yan  de  eerste 
elf  zijn  er,  zooals  bekend  is,  vijf  onbezet.  Deze  zijn  door  + 
aangeduid.  Om  nu  te  weten  te  komen,  welke  steryormige 
lichamen  er  zijn,  zou  men  stuk  voor  stuk  voor  elk  van  de 
Teertien  plaatsen  in  de  tabellen  kunnen  onderzoeken,  of  het 
lichaam   bestaanbaar   is.    Maar   dit   wordt  nog  al  omslachtig; 

19 
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wg  willen  een  korteren  weg  inslaan.  Daarbij  zal  al  spoedig 
kunnen  worden  uitgemaakt,  dat  het  aantal  hoogstens  tien  kan 
zijn. 

§  7.  Men  kan  in  vier  dimensies  twee  stellingen  geyen  ana- 
loog met  de  beide  van  §  3  in  drie  dimensies. 

1.  Het  aantal  regelmatige  cellen  begrensd  door  twaalfvlakken 
is  deelbaar  door  vier^  het  aantal  regelmatige  cellen  begrensd 
door  tmntiqvlakken  is  deelbaar  door  twee.  Als  we  een  lichaam 
hebben  begrensd  door  12-v lakken  en  we  vergrooten  het  zglicham 
tot  het  een  volgend  twaalf  vlak  is,  dan  zullen  bg  voorbeeld  in  de 
nieuwe  hoekpunten  twee  vlakken  elkaar  ontmoeten,  die  eerst 
geen  punt  gemeen  hadden  en  dus  ook  twee  cellen ,  die  eerst 
geen  punt  gemeen  hadden.  Het  is  duidelijk ,  dat  in  de  nieuwe 
hoekpunten  een  aantal  regelmatige  veelvlakshoeken  aan  elkaar 
zullen  sluiten  en  dat  van  deze  evenveel  aan  iedere  ribbe  zullen 
samenkomen.  Die  zullen  dus  eeo  regelmatige  veelkantshoek 
vormen  en  het  aldus  beschreven  lichaam  zal  een  stervormig 
regelmatig  lichaam  zijn.  Zoo  kan  men  dus  van  elk  lichaam 
begrensd  door  twaalfvlakken  drie  andere  afleiden,  namelgk  een 
met  elk  van  de  drie  andere  twaalfVlakken  tot  zijlichaam. 

De  reciproke  eigenschap  luidt  nu  niet:  ,het  aantal  lichamen 
met  twaalfkantshoeken  is  deelbaar  door  vier,  dat  met  twintig- 
kantshoeken  is  deelbaar  door  twee'\  maar:  kan  men  van  een 
lichaam  met  ^en  der  vier  twaalfvlakken  tot  zijlichaam  steeds  een 
lichaam  afleiden  met  elk  der  drie  andere  twaalfvlakken  tot 
zijlichaam ,  men  kan  ook  van  een  lichaam ,  waarvan  het  veel- 
kant  zijn  naam  ontleent  aan  een  der  vier  met  die  twaalfvlak- 
ken reciprook  polaire  lichamen,  beurtelings  een  lichaam  aflei- 
den ,  waarvan  het  veelkant  zgn  naam  ontleent  aan  elk  der  drie 
andere  met  die  twaalfvlakken  reciprook  polaire  lichamen. 

De  twaalfvlakken  zijn:  D,  K,,  P,  en  E, ,  hun  reciprook 
polaire  lichamen  I,  P,,  E3  en  P, ,  d.  z.  twee  twintigvlakken 
en  twee  twaalfvlakken. 

Yan  het  tweede  gedeelte  van  de  stelling  luidt  de  reciproke 
eigenschap:  Yan  een  polytoop,  waarvan  de  veelkant  zijn  naam 
ontleent  aan  een  lichaam  reciprook  met  een  twintigvlak,  met 
een  veelkant  met  twintig  ribben  dus,  kan  men  steeds  een  po- 
lytoop  afleiden ,   waarvan  het  veelkant  zijn  naam  ontleent  aan 
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het  andere  yeelkant  met  twintig  ribben,  m.  a.  w.  er  zgn  eyéü 
Teel  lichamen  met  de  yeelkant  D  als  met  de  yeelkant  E,. 

Derhalye :  Het  aantal  regelmatige  cellen ,  met  twaalf  ribben  in 
ieder  hoekpunt  is  deelbaar  door  vier  en  het  aantal  regelmatige  cellen 
met  twintig  ribben  in  ieder  hoekpunt  is  deelbaar  door  twee. 

Alyorens  nu  met  behulp  yan  deze  eigenschappen  alle  ster- 
Tormige  lichamen  trapsgewgze  uit  de  gewone  120-cel  en  de 
600-cel  af  te  leiden,  geyen  we  eerst  nog  eenige  regels,  yol* 
gens  welke  die  afleiding  kan  geschieden. 

Terloops  zij  hier  opgemerkt,  dat  we  na  het  yoorgaande 
eigenlgk  al  kunnen  uitmaken ,  dat  het  aantal  steryormige  licha- 
men hoogstens  tien  kan  zijn.  In  de  tabellen  zijn  die  plaatsen 
met  een  +  gemerkt,  waar  een  niet  steryormig  lichaam  zou 
staan,  wanneer  het  bestaanbaar  was.  We  weten  dus  bijyoor- 
beeld,  dat  er  in  de  derde  kolom  yan  tabel  II,  waar  alle  licha- 
men moeten  yermeld  zijn  begrensd  door  gewone  twaalfylakken, 
hoogstens  twee  plaatsen  bezet  kunnen  zijn.  Derhalye  kan  ook 
elk  der  yier  twaalfvlakken  slechts  yan  twee  cellen  het  zijlichaam 
zijn ,  en  zal  dus  ook  in  de  yierde  kolom  yan  tabel  II  het  aan- 
tal cellen  twee  moeten  bedragen.  Yerder,  daar  in  tabel  IV 
de  eerste  plaats  ledig  is,  moet  ook  in  de  eerste  kolom  yan 
tabel  y  een  plaats  ledig  blij  yen. 

Dit  alles  geldt  ook,  wanneer  men  het  woord  kolom  door  rij 
yenrangt  en  zijlichaam  door  yeelkant,  twaalfkant  door  twaalf- 
been  (dit  woord  is  yan  Steineb). 

En  hieruit  yolgt  dan ,  dat  het  aantal  hoogstens  tien  kan  zgn. 

• 

§  8.  Vermelden  we  nu  in  dualistischen  samenhang  eenige 
regels  yoor  de  transformatie  yan  het  eene  lichaam  in  het  andere : 

b 
yeranderen    al   of  niet  in  yier 
dimensies    bij    het    reciproke 
lichaam : 

a.  de  zijlichamen. 
/3.  de  ylakken. 
7.  de  ribben. 
S.  de  hoekpunten. 
c.  de   yeelylakshoek    yan  het 

yeelkant. 
Z.  het      tweeylakshoekencom- 

plex  op  de  ribbe. 


a 
Bg    al    of  niet   yeranderen 
yan: 


a.  de  hoekpunten      .... 

/3.  de  ribben 

7.  de  ylakken 

S.  de  zijlicbamen 

f.  de    yeelvlakshoek    yan   de 

ceL 
Z»  de  yorm  yan  het  zijylak    . 


1 
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een  yijfvlakshoek  in  een 
BterYgfvlakghoek  door  ver- 
lenging der  zy  vlakken. 


In  het  algemeen  geldt  in  vier 

als  we  een  regelmatige  cel  uit 
een  ander  afleiden  door  vergroo- 
ting van  een  twaalf-  of  twintig- 
vlakkig  zijlichaam  tot  een  ander 
twaalfvlak ,  resp.  twiotigvlak , 
met  dezelfde  zijvlakken: 

1.  De  zg  vlakken  big  ven  het- 
zelfde in  ligging. 

2.  Aan  ieder  zgvlak  big  ven 
dezelfde  zij  lichamen  aan  elkaar 
grenzen. 


il.  een  vgfvlakshoek  in  een 
stervgfvlakshoek  door  con- 
structie der  diagonaal  vlak- 
ken. 

dimensies, 

als  we  een  regelmatige  cel  uit 
een  ander  afleiden  door  vergroo- 
ting  van  het  twaalf-  of  twintig- 
kantige  veelkant  met  dezelfde 
ribben : 

1.  De  ribben  blijven  hetzelfde 
in  ligging. 

2.  ledere   ribbe   behoudt  de- 
zelfde hoekpunten. 


In  het  bijzonder  geldt  nog  bovendien  steeds: 


3.  Bij  de  vergrooting  van  het 
gewone  twaalfvlak  D  tot  het 
tweede  E,  worden  de  ribben 
alleen  maar  verlengd,  maar  de 
tweevlakshoeken  daaraan  blijven 
hetzelfde.  Het  derde  cijfer  q 
in  de  formule  verandert  dus  niet. 
Uit  (5  9  3,  ^i)  wordt  afgeleid 
(•5,  5,  3,). 


4.  Bij  de  vergrooting  van  het 
twaalfvlak  E,  tot  P,  behoudt  het 
zglichaam  zijn  oude  hoekpunten, 
maar  krijgt  zij  nieuwe  ribben 
door  verlenging  van  de  vlakken. 
Welk  het  veelkant  van  het 
nieuwe  lichaam  is,  volgt  in  ieder 
bijzonder  geval  uit  de  formule 


3.  Bij  de  vergrooting  van  de 
veelkant  I  tot  P,  blijven  de 
zijden  der  veelvlakshoeken  het- 
zelfde, maar  vormen  zij  andere 
veelvlakshoeken,  eerst  drievlaks- 
hoeken,  daarna  vijfvlakshoeken. 
Alle  zijvlakken  blgven  dus  on- 
veranderd, aangezien  alle  hoeken 
daarvan  hetzelfde  en  alle  ribben 
even  lang  blijven ,  al  begrenzen 
ze  geheel  andere  cellen.  Het 
eerste  cijfer  in  de  formule  ver- 
andert dus  niet.  Uit  het  bestaan 
van  (mi  ,3,5)  volgt  dus  het 
bestaan  van  m, ,  5 ,  *5). 

4.  Bij  de  vergrooting  van  het 
veelkant  P3  tot  E3  blgven  dezelf- 
de zijlichamen  in  een  hoekpunt 
samenkomen ,  maar  verkrijgen 
deze  nieuwe  zijvlakken.  Daar 
zij  dezelfde  hoekpunten  en  ribben 
behouden ,  is  het  steeds  gemak- 
kelijk uit  te  maken,  welke  for* 
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▼an  het  oude.     Uit  (*5,  6,  j^,) 
volgt  duB  (5,  *6,  q^). 

6.  Bij  de  vergrooting  van  het 
derde  twaalfvlak  P3  tot  het 
▼ierde  E,  geldt  hetzelfde  als 
bij  die  van  het  eerste  tot  het 
tweede. 

Zoo  leidt  men  uit  (5|  *6,  q^) 
de  cel  (*5,  3,  q^  af. 

6.  Bij  de  vergrooting  van  het 
gewoue  twintig  vlak  I  tot  een 
stervormig  P,  krijgt  ieder  zij- 
vlak geheel  nieuwe  ribben  en 
hoekpunten.  Zoo  verkrggt  men 
uit  (S,  5,  ji)   de  cel  (3,  ♦S,  q^. 

Hoe  men  92  nioet  vinden,  is 
niet  algemeen  van  te  voren  te 
zeggen. 


mule  de  nieuwe  zijlichamen 
hebben.  Uit  (m, ,  5 ,  *5)  volgt 
dus  (mj,  *5,  5). 

6.  Bij  de  vergrooting  van  het 
veelkant  K3  tot  P,  geldt  het- 
zelfde als  onder  3  van  de  ver- 
grooting van  I  tot  P,  gezegd  is. 

Zoo  hangt  met  een  cel  (ni2*5,b) 
een  cel  (1*^21  ^9*^)  samen. 

6.  Bg  de  vergrootiog  van  het 
gewone  twaalfkant  D  tot  het 
stervormige  twaalfkant  Ei  ver- 
krijgt ieder  van  de  twaalf  vgf- 
vlakshoeken  geheel  nieuwe  zij- 
vlakken. 

Ed  als  men  vergelgkt:  een 
vijfvlakshoek  van  het  veel- 
kant  D  en  een  van  het  veel- 
kant  E7,  die  in  de  projectie 
op  de  driedimensionale  ruimte 
die  van  alle  ribben  gelijke  stuk- 
ken afsnijdt,  dezelfde  as  hebben, 
dan  liggen  bij  E7  de  even  lang 
gebleven  ribben  wijder  uiteen 
dan  bij  D.  Dus  ligt  bij  E,  het 
middelpunt  van  de  cel  op  de 
as  van  den  vgfvlakshoek ,  ver- 
der van  het  hoekpunt  verwij- 
derd dan  bij  D.  In  elk  hoek- 
punt komen  dus  andere,  groo- 
tere zijlichamen  bijeen  dan  bij 
de  cel,  waarvan  we  uitgaan. 

Zoo  volgt  uit  (m, ,  5 ,  3)  de 
cel  (m2,  *5,  3),  maar  hoe  ttfs 
bepaald  moet  worden,  is  niet 
van  te  voren  te  zeggen. 

7.  Nog  dient  te  worden  opgemerkt,  dat  de  volgorde  der  af- 
leiding onverschillig  is.  Eende  men  bijvoorbeeld  een  cel  (*5,5,  j), 
dus  met  E3  tot  zglichaam ,  dan  zou  men  daaruit  kunnen  afleiden 
een  cel  met  D  tot  zglichaam,  d.  w.  z.  (5,  3,  q). 
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8.  Even  als  io  drie  dimensies  in  sommige  gevallen  een 
stervgfhoekig  zijvlak  tot  een  gewone  ygfhoek  kan  vergroot 
worden,  maar  men  niet  in  het  algemeen  kan  zeggen,  dat  dit 
altijd  een  nieuw  lichaam  zal  opleveren,  zoo  zal  men  hier  ook 
in  vier  dimensies  bij  de  vergrooting  van  zglichamen  of  veelkanten 
in  bijzondere  gevallen  van  regels  zien  gebruik  maken ,  die  niet 
in  het  algemeen  tot  de  vorming  yan  een  nieuw  lichaam  sollen 
leiden. 

Dit  geldt  bijvoorbeeld  in  de  volgende  §  van  de  afleiding 
van  het  veelkant  van  (3)  uit  dat  van  (2). 

§  9.  (1).  We  nemen  als  uitgangspunt  van  onze  beschoa- 
wingen  de  gewone  120-cel  (5,8,8)  en  verdeelen  daarvan  de 
zijlichamen  naar  hun  rangschikking  om  den  straal  van  een 
celmiddelpunt  (c.f.  Schoute,  II,  p.  228)  in  de  groepen: 

A  I2B20C  I2D30J,  12D'2oc'  ^2F  A'. 

(2).  We  kunnen  nu  allereerst  de  ribben  verlengen  tot  elk 
zijvlak  een  stervijf  hoek,  elk  begrenzend  lichaam  een  twaalf- 
hoekig  stertwaalfvlak  wordt.  In  ieder  van  zjjn  twaalf  hoekpunten 
ontmoet  nu  een  zijlichaam  A  behalve  de  vijf  zijlichamen  B , 
waar  het  de  zgvlakken  mede  gemeen  heeft,  vgf  zglichamen  O 
on  een  zglichaam  D.  Het  zgliohaam  wordt  van  (5  .  8)  (*5  •  5) 
en  aan  de  ribbe  blijven  drie  zglichamen  bgeenkomen,  zooals 
bg  (1)  [§  8,  a,  3,],  dus  de  cel  is  (*5 .  5  .  8).  De  120  hoekpunten 
liggen  op  de  verlengden  van  de  stralen  van  de  zglichaams- 
middelpunten. 

(3).  Als  men  het  zij  lichaam  laat  groeien  tot  een  twaalfvlak- 
kige  stertwaalfhoek  P3 ,  dan  behoudt  de  cel  dezelfde  hoek- 
punten [§  8,  a,  4].  De  vlakken  van  lederen  veelvlakshoek  worden 
verlengd,  tot  ze  elkaar  wederom  snijden.  Dit  komt  dus  voor 
het  driedimensionale  lichaam,  waaraan  het  veelkant  zgn  naam 
ontleent,  op  een  verlenging  der  ribben  van  ieder  zgvlak 
neer,  zoo  dat  de  zgvlakken,  waaraan  de  veelvlakshoeken  van 
het  veelkant  beantwoorden,  van  vijfhoeken  stervgfhoeken  worden. 

Het  veelkant  (5,3)  wordt  daarbg  (*5,  5)*). 


*)  Het  i8  duidelijk ,  dat  als  het  lichaam  (*5 . 5)  zyiichaam  is,  deie  vergrootiog 
der  zy vlakken  altijd  kan  plaats  hebben ,  daar  de  hoekpunten  van  de  nieuwe 
xyyiakken  reeds  in  de  figuur  aanwezig  z^n. 

Uit  een   veelkant  (5 . 8)    komt  dan   een   veelkant  (*5 . 5) »   uit  een  vedkant 
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D6  cel  wordt  (5 ,  *5 ,  5).  De  nieuwe  ribben  hebben  dus  ook 
een  ander  cijfer.  Daar  sluiten  vijf  tweevlakshoeken  aan  elkaar, 
waarvan  de  standhoeken  een  gewonen  vgfvlakshoek  vormen. 

(4).  Nu  kan  men  nog  met  behoud  van  dezelfde  zg  vlakken 
een  vierde  120-cel  verkrggen ,  de  derde  stervormige,  door  ver- 
lenging der  zijvlakken  tot  stervgfboeken.  Hierbg  blijft  weer, 
daar  de  libben  eenvoudig  verlengd  worden,  [§  ^>  ^9  ^]  ^^^ 
ribbecijfer  onveranderd.  De  eigenschappen  van  deze  cel  zijn 
af  te  lezen  uit  de  formule  (*5  .3.6). 

(5).  Het  ligt  voor  de  hand  te  beproeven  het  begrenzende 
Eijlichaam  van  (8)  te  veranderen  in  een  twintigvlak  met  dezelfde 
ribben  en  hoekpunten.  Blijkbaar  verkrggt  men  dan  in  de 
ruimte  van  ieder  zglichaam  van  (3)  een  nieuw  driedimensionaal 
lichaam  en  het  is  nu  nog  slechts  de  vraag  of  dit  nieuwe  lichaam 
dat  blijkbaar  in  hoekpunten  en  ribben  andere  zijliehamen  ont- 
moet,   ook    met  zijn  zijvlakken  aan  andere  zijlichamen  grenst. 

Het  antwoord  op  deze  vraag  hangt  af  van  de  ligging  der 
zijlichamen  van  (3)  dat  is  (5.*5.5)  om  een  hoekpunt  heen. 
En  zoo  komt  men  vanzelf  tot  het  inzicht,  dat  men  zich  hier 
bevindt  op  het  gebied  van  [§  8  &] ,  want  dat  het  hier  de  vraag 
is:  Verkrijgt  men  een  nieuw  veelkant,  wanneer  men  op  de 
ribben  van  eiken  stervijfvlakshoek  van  het  veelkant  (*5  •  5)  een 
gewonen  vijfvlakshoek  construeert? 

[§8,6,4]  in  omgekeerde  richting  toegepast ,  beantwoordt 
deze  vraag  bevestigend.  Zoo  verkrggt  men  uit  (5  ,  *5  •  5)  de 
vijfde  120*cel:  (3.5.  *5).  De  ribben  blijven  hetzelfde  in  ligging 
en  lengte,  maar  verkrggen  toch  een  ander  cijfer,  want  de  stand- 
hoeken  van  de  vijf  tweevlakshoeken  vormen  nu  een  stervijf- 
vlakshoek, gelgk  uit  de  formule  blijkt. 

Hier  heeft  nu  het  zglichaam  A  een  zijvlak  gemeen  met  elk 
der  zijliehamen  C.    (3),  (4)  en  (6)  hebben  nu  dezelfde  ribben. 


(5  .  *5)  een  yeelkant  (*5 .  S).  Dit  kan  men  weer  opmaken  uit  de  verlenging'  der 
ribben  by  het  overeenkomstige  veeWlak. 

Als  er  een  lichaam  gevonden  wordt  met  het  gewone  twintigvlak  tot  zijlichaam, 
dan  zal  men  daar  bij  verlenging  der  zijvlakken  wel  het  veelkant  (5 .  8)  of  (5 .  *5) 
dezelfde  transformatie  kunnen  laten  ondergaan ,  maar  dit  zal  toch  geen  nieuw 
liehaam  opleveren ,  omdat  de  nieuwe  ribben  door  geen  tweede  hoekpunt  zouden 
gaan. 

De  vergrooting  van  het  veelkant  (5 .  S)  tot  (*5 . 5)  is  dus  weer  een  transformatie, 
die  onder  de  rubriek  $  8,  8  thuis  behoort. 
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Alleen   zgn    die  van  (4)  langer  en  dus  heeft  (4)  andere  hoek- 
punten. 

(6).  Het  twintigvlakkig  zglichaam  van  (5)  is  voor  yergrooting 
vatbaar.  Het  wordt  dan  een  twintigvlakkige  stertwaalfvlakboek 
Pi ,  (3 .  *5.)  De  beechoawing  van  een  afbeelding  yan  het  be- 
grenzende lichaam  van  (4)  —  fig.  6  —  leert,  dat  de  ribben 
yan  (*5  .  8  .  6)  in  de  zy  vlakken  yan  het  hier  beschouwde  lichaam 
liggen. 

In   nevenstaande   figuur  5  stellen  de  Ignen  AB,  BC  en  CA 


Fig.  5. 

ribben  voor  yan  een  zglichaam  yan  de  120-cel  (3)  en  ook  van 
de  120-cel  (5). 

Bg  het  twintigylakkige  zglichaam  yan  (5)  zgn  het  de 
ribben  yan  een  zijylak  ;  bij  (3)  zgn  het  ribben  yan  yerschillende 
zijvlakken  yan  het  twaalfvlakkige  zijlichaam.  De  ribben  yan 
de  120-cel  (4)  zgn  langer  in  reden  yan  p  :q ,  els  p  yoor- 
stelt  de  diagonaal  van  een  yjjfhoek  en  q  het  door  twee  andere 
diagonalen  daarop  afgesneden  stuk.    De  ribben  yan  (5)  worden 
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dan  Yoorgesteld  in  de  figuur  door  GL»  EN  en  HM.  Maar  dan 
▼olgt  hieruit  dat,  wanneer  men  het  twintigvlak ,  waarvan  ABC 
een  zijvlak  is,  vergroot  tot  een  stervormig  twintigvlak,  de 
ribben  daarvan  juist  gaan  door  de  punten  G  en  H,  K  en  L, 
M  en  N.  De  ribben  toch  van  het  stervormig  twintigvlak  snijden 
van  de  verlengde  ribben  van  het  gewone  twintigvlak  ^  waarmee 
het  de  zijvlakken  gemeen  heeft ,  stukken  af,  die  zich  ook 
verhouden  tot  die  ribben  als  p  :  q. 

De  ribben  van  dit  zijvlak  van  het  stervormige  twintigvlak 
zijn  dus  £F,  FD  en  DE. 

De  formule  van  de  6de  120-cel,  waarvan  dit  lichaam  het 
begrenzend  zijlichaam  is,  zal  hieronder  worden  afgeleid. 

(7).  Het  zijlichaam  van  (4),  het  20-hoekig  stertwaalfvlak 
kan  men  vergrooten  tot  een  gewoon  twaalf  vlak  met  dezelfde 
hoekpunten.  Opdat  nu  deze  nieuwe  twaalfvlakken  wederom 
een  120-oel  vormen,  is  het  noodig  en  voldoende,  dat  in  ieder 
hoekpunt  de  twintig  nieuwe  drievlakshoeken  weder  aansluiten 
tot  een  twintigkant.  Aangezien  bij  (4)  het  veelkant  een  gewoon 
twintigkant  is,  moet  dit  dus  een  stertwintigkant  zijn.  Wordt 
het  eerste  twintigkant  door  een  driedimensionale  ruimte,  die 
van  alle  ribben  gelijke  stukken  afsnijdt ,  gesneden  volgens  de 
zijvlakken  van  een  gewoon  twintigvlak ,  dan  moeten  de  twintig 
nieuwe  drievlakshoeken  diezelfde  ruimte  snijden  volgens  de 
twintig  driehoekige  zg  vlakken  van  het  stertwintig  vlak,  dat  men 
verkrggt  als  men  de  vlakken  van  dat  gewone  twintigvlak  ver- 
lengt tot  die  van  een  stertwintigvlak,  —  want  iedere  drievlaks- 
hoek  ligt  in  dezelfde  driedimensionale  ruimte  als  de  oude  en 
snijdt  dus  een  ruimte,  die  yan  alle  ribben  van  het  veelkant 
gelijke  stukken  afsnijdt,  volgens  hetzelfde  vlak. 

Beschouwen  we  nu  een  der  twintig  twaalfvlakken,  die  in 
een  hoekpunt  O  bijeen  komen,  en  nemen  we  voor  de 
ruimte,  die  van  alle  ribben  van  het  twintigkant  in  O  gelgke 
stukken  afsnijdt,  de  ruimte,  die  de  ribbe  OA  in  A  snijdt, 
dan  snijdt  deze  ruimte  de  ruimte  van  het  beschouwde 
zglichaam  volgens  het  vlak  ABC.  ABC  is  dus  het  zgvlak 
van  het  gewone  twintigvlak,  en  dan  is  het  driehoekig  zgvlak 
van  het  stertwintigvlak,  dat  we  gedefinieerd  hebben,  juist 
de  driehoek  DEF. 

Snijdt  nu  in  de  ruimte  van  het  beschouwde  zglichaam 
de   drievlakshoek  van  het  nieuwe  gewone  twaalfvlak  dit  vlf^k 


folgoDs  dien  driehoek,  dan  zal  deze  drieTlakshoek  in  de  vierdimen- 
BÏonale  raimte  met  de  drieylakshoeken  vsn  de  andere  19  twaalf- 
vlakken ,  die  in  O  samen  komen,  een  stertwintigkaat  Tormen.  Ib 
dit  niet  het  geval,  dan  blgveo  de  drievlakshoeken  afzonderlgk 


Fig.  6. 

staan  en  hebben  alleen  het  hoekpnnt  gemeen  en  zal  het  gedefi- 
nieerde gewone  twaalf  vlak  ulet  het  zijlichaam  van  een  120-cel 
zijn.  Haar  nu  vindt  men  op  elk  van  de  ribben  van  den  driehoek 
DEP  twee  hoekpunten  van  het  twaalfvlak,  —  van  beide  twaalf- 
vlakkea ,  want  deze  hebben  dezelfde  hoekpunten,  —  en  die 
twee  hoekpunten  behooren  tot  een  zelfde  zijvlak  van  het 
gewone  twaalfvlak  en  wel  tot  een  zijvlak ,  dat  ook  O  tot  hoek- 
punt heeft.  De  groote  drievlakshoek  in  O  van  het  gewone 
twaalfvlak  Bnydt  dus  van  het  vlak  ABC  werkelijk  de  driehoek 
DEF  af.  En  het  gewone  twaalfvlak  ie  due  het  z^lichaam  van 
onze  zevende  120-cel     (5.8.  *5). 

Dit   lichaam    heeft   nu    dezelfdo    ribben,    maar  niet  dezelfde 
hoekpunten  als  (6).  Dit  blijkt  ook  uit  de  figuren  5  en  ft.  De  rib- 
ben van  (6)  zijn  DE ,  EF  en  FD,  die  van  (7)  GH  ,  KL  en  HN. 
(8)  (9)  en  (10).     Evenals  uit  (I)  (2),    uit   (2)  (3)  en   uit  (3) 
(4)  is  a%eleid  kan  men  nu  achtereenvolgens  wederom  volgens 
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§  8,   a,   3,    4   en  6  uit  deze  7de  een  Sste,   uit  de  Sste  een 
9de  en  uit  de  9de  een  10de  120-cel  afleiden. 

(8).  Vergroot  men  het  zglichaam  (5 . 3)  tot  (*5 .  6) ,  dan 
blgft  het  ribbecijfer  hetzelfde.  De  achtste  120-cel  is  dus 
(*5  •  5  .  *6).  Dit  lichaam  heeft  dezelfde  ribben  en  hoekpunten 
als  (6). 

(9).  Bij  de  Tergrooting  van  het  zglichaam  (*5  •  5)  tot  (5  .  *5) 
▼erkrggt  men  andere  ribben.  Hier  moet  weer  evenals  bij  de 
afleiding  van  (3)  uit  (2)  het  nieuwe  ribbegetal  uit  de  yergrooting 
▼an  het  veelkant  door  verlenging  der  zijvlakken  worden  afgeleid. 
De  veelkant  (5  .  *5)  wordt  dan  blgkbaar  (*5  .  3).  De  9de 
120-oel  is  dus  (5  .*(i.  3). 

(lOj.  Bij  de  vergrooting  van  het  zglichaam  van  (5  .  *5 .  3) 
tot  (*5  .  3)  big  ven  de  ribben  weer  behouden  en  het  lichaam 
wordt  dus  (♦5.3.  3). 

(6).  De  formule  van  (6)  is  nog  onbepaald  gebleven.  Maar 
we  weten y  dat  (7)  dezelfde  ribben  heeft,  (8)  dezelfde  ribben 
en  hoekpunten  als  (6).  De  veelvlakshoek  van  (6)  is  een  ster- 
Ttjfvlakshoek  ,  die  van  (8)  een  gewone  vijfvlakshoek.  Het  veel- 
kant  van  (8)  is  (5 .  *5).  Derhalve  is  volgens  §  8 ,  by  4  het 
veelkant  van  (6)  (*5 .  5). 

(6)  heeft  tot  zglichaam  (3  .  *5) ,  dus  de  formule  van  (6)  is 
(8  .  *6  .  6). 

Nu  kan  men  wel  weer  op  de  hoekpunten  van  het  twintighoekige 
zglichaam  van  dit  lichaam  een  gewoon  twaalfvlak  construeeren, 
evenals  bij  de  afleidiog  van  (7)  uit  (4)  is  geschied,  maar  het 
veelkant  (3  .  3)  zal  daarbij  nooit  door  de  vergrooting  van  zijn 
veelvlakshoeken  een  stervormig  veelkant  kunnen  opleveren, 
want  bg  (10)  komen  vier  zijlichamen  in  ieder  hoekpunt  bgeen 
en  deze  zouden  dus  bg  vergrooting  van  de  cel  een  stervormig 
vierkant  moeten  vormen.  Dit  bestaat  niet  en  de  120  twaalf- 
vlakken  vormen  dus  geen  nieuwe  120-cel. 

Ook  het  twintigvlak  op  de  ribben  van  (9)  kan  niet  als 
begrenzend  lichaam  van  een  120-cel  dienst  doen. 
(11).  Als  men  uitgaat  van  de  600-cel  en  daarop  toepast  de 
methoden  van  [§  8 ;  b]  dan  verkrijgt  men  van  elk  dezer  negen 
120-ceIlen  het  reciproke  lichaam.  Daar  echter  sommige  van 
die  negen  stervormige  120cellen  reciprook  zijn  aan  zich  zelf 
en  andere  aan  elkaar,  verkrijgt  men  op  die  wijze  slechts  één 
nieuw  lichaam:   het  reciproke  lichaan^  vf^n  4^  laatste  120-cel. 
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(12).  Hieryan  luidt  dus  de  formule  (3  . 3  *6).  Dit  lichaam  heeft 
dushet  Yiervlak  totzjjlichaam  en  het  stertwintigkant  als  yeelkant. 
Het  aantal  zjjlichamen  is  dus  evengroot  als  het  aantal  hoek- 
punten yan  de  tiende  120- cel.  Ieder  zij  lichaam  heeft  daar  20 
hoekpunten  en  er  komen  yier  zijlichamen  in  ieder  hoekpaot 
samen,  dus  het  aantal  hoekpunten  is  120  x  20  :  4  =  600.  Dit 
nieuwe  lichaam  is  dus  weer  eens  een  600-cel ,  de  eeaige  ster- 
Tormige  600-cel. 

Yerdere  pogingen  om  met  behulp  van  de  gebruikte  of  nieuwe 
methoden  nog  meer  steryormige  lichamen  te  yinden  blgken 
yruchteloos.  Er  bestaan  dus  in  yier  dimensies  tien  stervormige 
lichamen:  negen  120-cellen  en  een  600-cel.  Dit  ia  dus  in 
oyereenstemming  met  pag.  295  waar  bewezen  is,  dat  er  hoogstens 
tien  konden  bestaan. 

Onze  afleiding  yan  de  negen  120-celIen,  zooals  die  is  geschied 
in  deze  paragraaf,  is  oyerzichtelgk  voorgesteld  in  de  eerste 
yier  rijen  yan  de  volgende  tabel.  Gelijke  nummering  beteekent, 
dat  twee  lichamen  hetzelfde  stel  zijruimten,  vlakken,  ribben 
of  hoekpunten  hebben.  De  beide  600-cellen  konden  we  in 
dit  verband  ook  opnemen,  als  we  de  eerste  denken  afgeleid 
uit  (5)  met  behulp  van  de  regel  van  §  8 ,  6^  3  en  de  tweede 
uit  (6)  met  behulp  van  de  regel  van  §  8 ,  6 ,  5.  Echter  hebben 
deze  dan  niet  met  de  andere  tien  lichamen  de  ingeschreven 
hyperspheer  gemeen. 

In  de  vijfde  rij  staat  de  letter  k  voor  \{\  -f  K S)- 
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De  geheele  figuur,  waarin  meu  de  twaalf  lichamen  kan 
vindeD,  bestaat  uit: 

600  +    120  »  720  ruimten. 

720  +  1200  +    720  «  2640  vlakkeu. 

1200  +    720  +    720  +  1200  =  8840  ribben. 

600  +    120  -h  120  +    120  +    600  »  1560  hoekpunteo. 

Dat  de  720  ruimten  elkaar  nog  wel  iu  meer  vlakken,  Ignen 
en  punten  snijden,  dan  de  hier  genoemde,  zal  in  de  yolgende 
paragraaf  blijken. 

§  10.  Hiermede  zgn  dus  de  tien  stervormige  polytopen 
volledig  besproken.  In  de  vorige  paragraaf  is  aannemelgk 
gemaakt,  wat  reeds  in  §  7  was  bewezen,  dat  hun  aantal  tot 
tien  beperkt  blgft.  Toch  zou  men  op  andere  gronden  Jtunnen 
vermoeden ,  dat  er  nog  meer  moesten  zijn. 

Als  men  namelijk  bg  een  van  de  negen  groepen  van  zglicha- 
men  in  §  9  (1)  vermeld,  de  driedimensionale  ruimte  van  elk 
zglichaam  uitbreidt,  tot  ze  de  driedimensionale  ruimte  van 
het  zglichaam  A  sngdt ,  dan  zullen  deze  ruimten  in  A  elk 
een  vlak  bepalen  en  deze  vlakken  zullen  samen  een  regel- 
matig of  halfregelmatig  lichaam  bepalen.  Halfregelmatig  ia 
het  lichaam ,  als  we  van  de  groep  E  uitgaan ,  die  uit  dertig 
zglichamen  bestaat ;  regelmatig  is  het ,  als  we  met  een  der 
andere  groepen  te  werk  gingen.  De  keuze  van  het  lichaam 
is  dan  nog  open  tusschen  vier  twaalfvlakken,  of  tusschen  twee 
twintigvlakken.  Zoo  vormen  de  snijvlakken  van  de  twaalf 
ruimten  van  de  groep  B  met  A  vier  regelmatige  twaalf- 
vlakken  ,  een  gewoon  en  drie  stervormige ,  en  geven  deze 
aldus  aanleiding  tot  de  vorming  van  een  niet-stervormige  en  drie 
stervormige  120-cellen.  Zoo  heeft  de  sngding  van  A  met  de 
ruimten  der  twintig  zglichamen  C  het  twintigvlakkige 
zglichaam  van  de  vijfde  en  zesde  120-cel  doen  ontstaan.  Men 
zou  meenen ,  dat  als  men  op  dezelfde  wgze  door  de  sngding 
der  ruimte  van  A  met  de  12  ruimten  der  zglichamen  D  een 
twaalfvlak,  bg  voorbeeld  het  gewone  dodekaeder  liet  ontstaan 
en  zoo  in  elk  van  de  120  ruimten  van  zgcellen  op  dezelfde 
wijze  een  dodekaeder  bepaalde,  deze  120  dodekaeders, 
wier  zijvlakken  toch  twee  aan  twee  hun  vlak  gemeen  hebben, 
een  nieuwe  120-cel  moesten  vormen.  En  aldus  zou  men  dan 
hebben : 
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vier  120-oell6ii  met  ylakken  AD  *) 

▼ier  120-oellen  met  vlakkeD  AIX, 

twee  120-oellen  met  ylakken  ACT, 

en  vier  120-cellen  met  ylakken  AB', 
tezamen  19  steryormige  120-cellen. 

Dit  evenwel  is  niet  het  geyal.  Wel  liggen  de  ygfhoekige 
zg  ylakken  yan  de  bier  gedefinieerde  dodekaeders  A  en  D  in 
hetzelfde  ylak,  en  hebben  zelfk  die  ygfhoeken  gemeenschap- 
pelijke middelpunten,  maar  de  hoekpunten  yallen  niet  samen» 
maar  liggen  als  de  hoekpunten  yan  een  tienhoek,  w;iaryan 
beurtelings  een  punt  behoort  tot  het  dodekaeder  AP*)  en  een 
tot  een  zgylak  DA  yan  een  dodekaeder  D. 

Als  men  in  de  ruimte  yan  het  zijlichaam  A  achtereenyolgens 
beschrijft:  het  gewone  twaalfvlak  geyormd  door  de  ylakken 
yolgens  welke  de  twaalf  ruimten  der  zijlichamen  B  de  ruimte 
yan  het  zijlichaam  A  sngden,  dat  yan  de  twaalf  zglichamen 
D,  dat  van  de  twaalf  zijlichamen  D'  en  dat  yan  de  twaalf 
zijlichamen  B%  kan  men  bewgzen,  dat  al  deze  twaalfylakken 
gelgkstandig  zjjn,  d.  w.  z.  dat  de  vier  maal  twaalf  ylakken, 
yier  aan  vier  evenwijdig  zgn,  en  de  hoekpunten  vier  aan  vier 
liggen  op  denzelfden  straal  uit  het  middelpunt  van  A  getrokken. 
Men  kan  namelijk  in  de  120-cel  een  vlak  aanbrengen  door 
het    middelpunt    M,    het    middelpunt    m^    van    het    eerste 

zglichaam    en    het  middelpunt   m^  van    een   zijlichaam    yan 

de  tweede  zone. 

.  Dit  vlak  zal  ook  gaan  door  de  middelpunten  der  zijlichamen 
D|,  D'i,  B\  en  A^  De  ylakken,  volgens  welke  elkaar  snijden 
de  ruimten  A  en  B|,  A  en  D|,  A  en  D'|  en  A  en  B\ 
zullen  geheel  loodrecht  staan  op  het  vlak  Mmjjn^  en  dus  even- 
wgdig  zijn. 

We  construeeren  nu  de  volgende  zes  ygfhoeken  in  de  drie  ylak- 
ken ADi,  AD',  en  AB',:    1^.  de  drie  ygfhoeken  ontstaan  door 


*)  Het  xal  wel  duidel\jk  zija ,  dat  bier  bedoeld  ie  met  klakken  AD :  ylakken 
ootataan  door  snyding  van  de  ruimte  van  bet  zijlichaam  A  met  een  der 
ruimten  D ,  en  wel  al  de  vlakken ,  die  men  verkrijgt  door  beurtelings  elk  der 
120  sijlichamen  als  bet  zQ  Hebaam  A  te  besebouwen. 

Met  bet  dodekaeder  Ao  wordt  dan  bedoeld  bet  dodekaeder  in  de  ruimte  van  bet 
xglicbaam  A  gevormd  door  de  snijding  van  die  ruimte  met  elk  der  twaalf  ruimten  D. 
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verleoging  der  stralen  uit  het  middelpuat  van  het  zyiicbaam  A 
naar  de  yijf  hoekpunten  van  AB,  in  de  vlakken  AD, ,  Aiy, 
en  AB\ ;  hebben  we  het  zijlichaam  A  in  onze  ruimte  soo 
geplaatst,  dat  we  van  het  beschouwde  zijvlak  de  onderste  xgde 
horizontaal  zien  en  een  hoekpunt  naar  boven «  dan  is  dit  ook 
met  de  drie  andere  vijfhoeken  het  geval.  Verder  2^.  de  drie 
vijfhoeken,  wier  hoekpunten  in  de  ruimte  van  het  zglichaam 
A,  en  wel  in  diezelfde  vlakken  worden  gevormd,  als  men  de 
stralen  uit  het  middelpunt  van  het  zijlichaam  D,  naar  de  hoek- 
punten van  het    zijvlak  BiD,  trekt  en  deze  door  het  hoekpunt 


Fig.  7. 

heen  verlengt,  tot  ze  de  ruimte  van  A  snijden ^  en  ditzelfde 
doet  met  de  stralen  uit  het  middelpunt  van  het  zglichaam  D', 
naar  de  hoekpunten  van  het  zijvlak  D'|Di  en  ten  slotte  met 
de  stralen  uit  het  middelpunt  van  het  zijlichaam  B',  naar  de 
hoekpunten  van  het  zgvlak  D'iB\.  !N^u  zullen  deze  vijfhoeken 
beurtelings  een  hoekpunt  naar  beneden  en  een  naar  boven 
hebben.  Naar  boven  zal  het  hoekpunt  gericht  zijn ,  als  het 
aantal  der  tusschenliggende  zijlichamen  in  de  oorsproakelijke 
120-cel  even  is.  Bij  B  is  dit  aantal  O,  bij  D  1  nml.  Bi,  bij 
D'  2  nml.  B,  en  Di  en  bij  B'  3  nml.  B, ,  D,  en  D^  Bij  AD' 
valt  dus   de  vijfhoek  samen  met  den  anderen  vijfhoek  in  het- 
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leHSé  Tlak  en  Tormeo  de  120  twaalf?Iakken  diu  een  eter* 
Tonnige  regelmatige  120-ceI. 

In  de  vlakken  AD  en  AB'  vallen  de  ygflioeken  niet  samen 
en  de  120  twaalf  vlakken  sluiten  dus  niet  aaneen  tot  een 
12&'Cel.  Hiermede  zgn  de  uitkomsten  der  vorige  paragraaf 
verklaard  en  bevestigd. 

Op  deselfde  wgze  kan  men  de  600-cel  onderzoeken : 

Z^n  bij  de  120-cel  de  zgliohamen  in  negen  zonen  te  verdeelen» 
bg  de  600-cel  onderscheidt  men  81  zonen,  evenals  men  op  de 
120-cel  81  zonen  van  hoekpunten  kan  opmerken»  —  zie 
ScHOiTTS,  II,  fig.  77 ,  pag.  230.  Men  kan  namelgk  de  600-cel 
beschonwen,  waarvan  de  middelpunten  der  zijlichamen  de 
hoekpunten  zijn  der  daar  beschreven  120-ceI  en  die  dus  de 
omgeschreven  hyperspheer  van  die  120-ceI  tot  ingeschreven 
hyperspheer  heeft.  In  die  figuur  vindt  men  ook  vermeld  het 
aantal  der  hoekpunten  van  iedere  zone,  dat  dus  gelijk  is  aan 
het  aantal  der  zgliohamen  van  iedere  zone  in  onze  beschou- 
wingen. Verlengt  men  nu  de  driedimensionale  ruimten  van 
alle  zgliohamen  van  een  zone  tot  ze  de  driedimensioirale  ruimte 
van  het  eerste  zglichaam  snijden,  dan  bepalen  de  sngvlakken 
in  die  ruimte  van  dat  eerste  zglichaam  een  halfregelmatig  of 
een  regelmatig  lichaam.  Opdat  het  lichaam  regelmatig  zg , 
moet  in  de  eerste  plaats  het  aantal  zijlichamen  van  de  beschouwde 
zone  gelijk  zgn  aan  het  aantal  zijvlakken  van  een  regelmatig 
driedimensionaal  lichaam.  Derhalve  komen  alleen  de  zonen 
van  vier  of  van  twaalf  zijlichamen  in  aanmerking.  Maar  ook 
al  de  twaalfvlakken  zgn  halfregelmatig.  Dan  schieten  dus 
alleen  over  de  zonen  ó^  f^  f  en  b'  en  deze  leveren  elk  een 
regelmatig  ^iervlak  op. 

Deze  vier  gevallen  zullen  we  nu  achtereenvolgens  bespreken. 

fr).     De  zone  b  levert  het  zglichaam  van  de  gewone  600-cel. 

f).  Bepaalt  men  in  elk  van  de  600  driedimensionale  ruimten 
der  zijlichamen  het  viervlak  overeenkomende  met  het  door  de 
vier  zgruimten  der  zijlichamen  /  van  de  ruimte  van  het  zg- 
lichaam a  afgesnedene ,  dao  zullen  de  zg  vlakken  dier  600  vier- 
▼lakken  wel  twee  aan  twee  in  het  zelfde  vlak  liggen,  —  want 
het  vlak  af^  is  hetzelfde  als  het  vlak  /^a,  —  maar  de  ribben 
en  hoekpunten  dier  zijvlakken  zullen  niet  samenvallen. 

De  benedenhelft  van  figuur  8  stelt  voor  een  vlakke  door- 
snede  door  het  middelpunt  van  de  600-cel.    De  cirkel  is  een 
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groote  cirkel  van  een  groeten  bol  van  de  ingeschreTen  hyperspheer 
van  de  600-oeL  De  omgenchreTen  halfregelmatige  twaalfhoek 
wordt  gevormd  door  twaalf  hoogtelgnen  van  Eglichamen.  De 
hoekpanten  van  dezen  twaalfhoek  zgn  beurtelings  hoekpunten 
(A,  A')  en  «gTlakamiddelpunten  (£«,  E/,y  Es^,  E/^')  tmi 
zgliohamen.  De  boTonhelft  van  figuur  8  stelt  de  projectie  Toor 
▼an  eenige  Eglichamen  van  de  600-cel  op  de  driedimensionale 
ruimte  van  het  Eglichaam  a,  nml.  van  een  der  sglichamen  /, 
dat  we  /i  zullen  noemen,  het  overstaande  zglichaam  daarvan 
/^i,  en  het  overstaande  zglichaam  van  a,  het  zglichaam  a'. 

Het  vlak  van  den  cirkel  geprojecteerd  op  deze  driedimensionale 
ruimte  valt  samen  met  de  hoogtelgn  AE«  van  het  zglichaam  €i. 

in  deze  driedimensionale  ruimte  kan  men  gemakkelgk  bepalen 
de  projectie  van  het  vlak  volgens  hetwelk  de  twee  driedimen- 
sionale ruimten  a  en  /,  elkaar  sngden.  Dit  vlak  ligt  in  de 
driedimensionale  ruimte  a ,  welke  loodrecht  staat  op  den  straal 
ffi«M  en  het  ligt  ook  in  de  ruimte  /, ,  welke  loodrecht  staat 
op  den  straal  m/,M.  Derhalve  staat  het  geheel  loodrecht 
op  het  vlak  van  die  beide  stralen ,  het  vlak  van  den  cirkel  en 
in  onze  driedimensionale  projectie,  door  het  bovengedeelte  van 
figuur  8  voorgesteld,  loodrecht  op  de  projectie  van  het  vlak 
van  den  cirkel,  dat  is  op  de  Ign  E«A.  Daar  de  beide  vier- 
vlakken  het  punt  A  gemeen  hebben,  is  dus  het  vlak,  dat  in 
het  punt  A  loodrecht  op  mcifi/,  staat,  de  projectie  van  het 
gezochte  snijvlak  van  de  zglichamen  a  en  /|.  In  elk  der  beide 
zglichamen  a  en  /,  blijkt  het  sngvlak  a/,  dus  het  vlak  te  zgn, 
dat  in  de  driedimensionale  ruimte  van  dat  zglithaam  door  een 
hoekpunt  evenwgdig  aan  het  overstaande  zgvlak  is  te  beschrgven. 

Het  is  duidelijk,  dat  men  de  sng vlakken  van  de  ruimte  van 
het  zglichaam  a  met  de  andere  zglichamen  f  op  gelgke  wgze 
verkrijgt ,  nml.  door  ook  in  de  drie  andere  hoekpunten  van  het 
zglichaam  a  in  B«,  C«  en  D«  vlakken  aan  te  brengen  even- 
wgdig aan  het  overstaande  zgvlak. 

De  hoekpunten  van  het  viervlak  gevormd  door  de  vier 
vlakken,  die  men  aldus  in  de  driedimensionale  [ruimte  van 
iedere  zglichaam  kan  aanbrengen »  liggen  dan  op  de  stralen 
van  de  hoekpunten  van  het  zglichaam,  als  men  die  door 
het  middelpunt  been  verlengt.  Zoo  verkrijgt  men  dan  in  het 
vlak  afi  drie  hoekpunten  van  het  viervlak  in  de  driedimensionale 
ruimte  a :  /3« ,  y«  en  S«  en  drie  hoekpunten  van  het  viervlak  in 
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dfr.  dBsdnMOMnle'numto  ƒ,  '^fi/^yy/i  en  8/.  De  driehoeken 
i3^«S«  en  /3/y/8/  blgken  dns  niet  samen  te  Tallen  en  de  600 
yierrlakken  Tormen  geen  sterTormige  60&*ceL 

f).  Onderzoeken  we  na  de  viervlakken,  waarvan  er 
een  door  de  vier  ruimten  der  zgliohamen  f  in  de  ruimte 
Tan  het  zgliohaam  a  bepaald  wórdt.  Het  vlak  af^  staat 
weer  loodrecht  op  het  Tlak  Tan  de  stralen  Mm^  en  Mmy»^ 
dus  in  de  projectie  loodrecht  op  het  Torlengde  der  lijn  AE«, 
en  is  dus  alweer  bepaald  als  men  een  gemeenschappelijk  punt 
Tan  de  ruimten  a  en  f^  kent.  Een  gemeenschappelgk  punt 
der  beide  ruimten  is  in  de  benedenhelft  der  figuur  het  sngpunt 
der  beide  hoogtelgnen  AE«  en  A^By^,  het  puntc./»^.  Het  Tlak 
ligt  dus  in  de  projectiefiguur  rechts  Tan  de  beide  Tlakken 
B«C«D«  en  BffifJ)/^,  Het  Tlak  is  dus  eTenwgdig  aan  het  ziJTlak 
Tan  het  TierTlak  a  en  ligt  aan  denzelfden  kant  Tan  het  middel- 
punt. In  elk  der  600  zgruimten  Tcrkrggt  men  dus  het  Tier- 
Tlak a/,  door  gelgkstandige  Torgrooting  Tan  het  zglichaam  Tan 
de  gewone  600-cel.  Bij  deze  Tergrooting  komt  in  onze  pro- 
jectiefigunr  in  het  zglichaam  a  de  driehoek  in  het  Tlak  af^ 
met  een  hoekpunt  naar  beneden  te  liggen  en  de  driehoek  Tan 
het  zglichaam  f^  CTeneens. 

DerhalTe  Tallen  de  beide  driehoeken  in  dit  gcTal  steeds  wel 
samen*)  en  zullen  de  600  TierTlakken  de  stervormige  600-cel 
oplcTeren. 

b*).  In  het  Tierde  gcTal  ab'  Tallen  de  driehoeken  weer  niet 
samen.  We  Tinden  derhalTC  ook  beTestigd,  dat  er  slechts 
één  sterTormige  600  cel  bestaat. 

Onderzoekt  men  op  deze  wijze  ook  de  andere  Tier  regel- 
matige lichamen,  dan  Tindt  men  geen  sterTormige  meer  en 
dan  is  dus  zonder  gebruik  te  maken  Tan  de  beschouwingen 
Tan  §  7 — 9  het  onderzoek  ToUedig. 


*)    Hieniit  Tolgt  een  tweede  oonstraetie  yan  het  Tlak  af^. 

De  stnlen  «ffB^  en  w/^B/»^  anijden  elkaar   in   een   hoekpunt,   dat   in  het 

vlak  ligt»  eveneens  de  stralen  m^Ct^  en  ^fjpj\  en  ook  rngX)^  en  if^pflf^*    Bese 

drie  punten  bepalen  dus  ook  het  vlak. 
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Ml  tb,  81a.  8J,  08a. 


DIE  BOHBaiM  SINGULARITATEN  DND 

CHAltAKTERE  DER  POLAKKÜRVEN  EDIIR 


▼OH 


Frsp.  SOBÜH, 

(8neek). 

(LOtiing  dir  Pieisaii^be  no.  10  Aür  das  Jahr  190S  >aogp§chriobgB 
▼om  WiBkandig  Oenootachap :    „Ben  onyermoeide  arbeid  kiMit 

alles  te  boven"  te  Amsterdam). 


Die  Preiaaofgabe  laatete: 

Eine  Figur  unyer&nderlioher  Oestalt  bewegt  sioh  ia  ihrer 
Ebene  ao,  daaa  eio  Punkt  P  dieaer  Figur  eine  feate  Knfve  O 
der  Ebene  beaohreibt»  wShrend  eine  Oerade  der  Figur,  aaf 
weloher  P  liegt ,  immer  durch  einen  featen  Punkt  O  der  Ebene 
geht  Wenn  die  PLÜCKER'schen  Zahlen  der  Kurve  C  gegeben 
sind,  fragt  man  dieae  Zablen  fur  die  beiden  bei  dieaer  Bewe- 
gung  auftretenden  Polarkurven  zu  bestimmen  und  auzosebea 
welche  Ab&nderungen  diese  Zahlen  erfahren,  wenn  die  Kurve  C 
eine  beaondere  Lage  hinaichtlioh  der  unendlioh  fernen  Geraden 
und  der  ELreispunkte  einnimmt. 


EINLEITUNG. 

Bei  der  Beantwortung  der  gestellten  Frage  habe  ioh  mioh 
bestrebt  in  der  Bestimmung  der  Multiplizitaten  der  singul&ren 
Punkte  der  Polarkurven  eine  möglichst  grosse  Strenge  su 
erreichen  und  genau  anzugeben  unter  welchen  ümst&nden  die 
gefundenen  Resultate  ihre  Riehtigkeit  beibebalten.  WeU  bei 
einer   strengen   Behandlung   die    Saohe   duroh   das   Auftreten 
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hSherer  Singularit&ten  in  der  gegebenen  Eurve  nicht  wesenüich 
Bohwieriger  wird ,  im  Oegenteil  viele  Besonderheiten  ^  die  aónst 
getrennt  aber  auf  fast  dieselbe  Weise  behandelt  werden  mfissten 
(was  zu  vielen  Wiederholungen  Anlase  geben  würde) ,  daduroh 
unter  einem  gemeinsamen  Gesichtspunkt  ersoheinen,  habe  ich 
gemeint  es  vorziehen  zu  mussen  schon  Ton  yornherein  die 
höheren  Singnlaritaten  in  die  Betraohtungen  an&unehmen* 

lm  eroten  Abschnitt  habe  ioh  einige  Dinge  yoranfgestellt , 
die  hei  den  sp&teren  Betraohtungen  vielfaoh  Yerwendung  finden 
werden.  Im  zweiten  Absohnitt,  womit  die  eigentiioha  ünter- 
•aohung  der  Polarkurren  einen  Anfang  nimmt,  habe  ioh  die 
Zweige  der  Polarkurven ,  die  mit  den  versohiedenen  möglichen 
Zweigen  der  gegebenen  Kurve  korrespondieren ,  einer  genauen 
Betraohtung  (Urspmng,  ürspmngstongente ,  Ordnnng  und 
Klasse  dieser  Zweige  werden  untersucht)  nnterzogen.  Weil  es 
mir  aber  mehr  um  die  Entwicklnng  der  Methoden  (die  anch 
bei  anderen  derartigen  Fragen,  z.  B.  der  Frage  naoh  der 
Fusspunktknnre  einer  Kurve  mit  höheren  Singnlaritaten,  ver- 
wendet  werden  können)  zu  tun  war,  habe  ich  mich,  als  es  mir 
klar  ward  dass  diese  Arbeit  sonst  zu  umÜEingreich  werden  würde , 
Anf  den  folgenden  Fall  beschrankt: 

Wir  nehmen  an ,  dciss ,  wenn  C  durch  die  Kreispunkte  gekt , 
die  Tangenten  in  diesen  Punkten  von  der  unendlich  femen 
Oeraden  verschieden  eind  und  nicht  durch  O  gehen. 

JSuT  im  ersten  Abschnitt  habe  ich  anch  diese  Besonderheiten 
zugelassen  um  damit  fur  das  Fehlende  jedenüeills  die  zur 
BeJiandlung  nStige  Orundlage  zu  geben. 

Im  dritten  und  vierten  Abschnitt  werden  Ordnung  und  Klasse 
der  beiden  Polarkurven  und  ihre  PLÜOKER'schen  Charaktere 
bestimmt.  Die  da  gefiindenen  Resultate»  die  sich  fast  unmittelbar 
aus  denen  des  zweiten  Absohnittes  entnehmen  lassen ,  sind  inner- 
halb  der  oben  genannten  Beschrankung  ausnahmslos  guitig. 
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EKSTER  ABSCHNITT. 

VORBEREITENDE  BeTRACHTUKGBIT. 

§  1.    PuiSBUX'sohe  Reihenentwicklungen. 

Sind  S,  19  die  Cartesisohen  EoordiDaten  eines  im  Endliohen 
liegenden  Punktes  P  einer  ebenen  algebraisohen  Enrve  C»  so 
kann  dieee  Enrve  yermöge  der  üntersuchungen  PuiSEUX'  >)  in 
der  ümgebung  ven  P  durch  eine  endlicbe  Anzahl  konvergenter 

Reihenentwicklungen     ?on    y  — 19    naob  •  aü&teigenden    gansen 

1 
positiven  Potenzen  von  {x  —  ^f  (VuiBEXSX^scher  Beihenentwick' 

lungen)  dargestellt  werden.  Ist  t  der  kleinste  gemeinsame  Nenner 

der  B&mtlich  rationalen  Exponenten  ,  so  bilden  die  t  konjugierten 

Entwicklungen ,  die  den  t  Werten  von  (o;  —  Q  <  entsprechen , 
einen  Zyklus ,  der  einem  einzigen  Funktionselement  anf  der 
zur  Eurve  gehörigen  RiEMANN^schen  Fl&che  angehört.  Diesem 
Funktionselement  entsprioht  ein  (reeller  oder  komplexer)  Zweig 
der  Eurve ;  die  Eoordinaten  der  Punkte  eines  Zweiges  genügen 
also  derselben  oder  einer  konjugierten  Entwicklung. 
'  Der  Punkt  (^,  19)  soll  der  Ursprung  des  Zweiges  heissen. 
Wenn  wir  von  dem  ursprung  eines  Zweigès  statt  eines  Eurven- 
'punktes  reden ,  soll  damit  immer  gemeint  sein,  dass  wir  von  den 
anderen  Eurvenzweigen ,  die  etwa  ihren  Ursprung  in  diesem 
Punkte  haben  mogen ,  ganz  absehen ,  sodass  wir  zwei  in  denselben 
Punkt  fallende  ürsprünge  verschiedener  Zweige  (denen  also  ver- 
schiedene  Punkte  der  RiEMAKN'schèn  Flache  entsprechen)  als 
von  einander  verschieden  anzusehen  haben.  Ferner  soll  mit 
der  Ursprungstangente  j  oder  schlechthin  Tangentey  des  Zweiges 
die  Tangente  im  Punkte  (^ ,  i|)  gemeint  sein. 

Haben  wir  die  y-Achse  so  gew&hit,  dass  sie  nicht  der  Ur- 
sprungstangente parallel  ist,  so  wird  die  PuiSBUX^sche  Ent- 
vncklung : 


')    Becherehes  sur  les  fonotions  algébriqoes ,   Joumal  d€  JAowrilU  (1)  I.  15 
(1850),  p.  S65-480. 
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Der  erete  Eoeffizient  Oq  ist  der  RichtuDgBkoefBzient  der  ürsprungs- 
tangente,  der  Nnll  sein  kaon.  Dagegen  ist  a  ein  Eoeffizient, 
der  Yon  Null  yerschieden  ToraaBgesetzt  wird. 

Naoh  Pl&ckbr  neDnen  wir  t  die  Ordnung ,  v  die  Kk^se  des 
Zweiges.  Wie  man  leioht  sieht,  schneidet  eine  duroh  den  Ur- 
sprang  P  gehende  von  der  Ursprungstangente  yerschiedene 
Oerade  den  Zweig  in  tj  die  ürspmngstangente  selbst  den 
Zweig  in  t  +  V  zusammenfallenden  Punkten  P  ') ,  sodass  man 
fiir  t  and  v  die  folgenden  Definitionen  bekommt : 

Die  Ordnung  t  eines  Zweiges  ist  die  Anzahl  der  auf  dem 
Zweig  sich  seinem  Ursprung  ndkernden  Schnittpunkte  mit  einer 
sieh  dem  Ursprung  ober  nicht  der  Ursprungstangente  nöhemden 
Oercuien. 

Die  Klasse  v  eines  Zweiges  ist  die  Anzahl  der  auf  dem  Zweig 
sich  dem  Ursprung  nahernden  Schnittpunkte  mit  einer  sich  um  den 
Ursprung  drehenden  und  sich  der  Ursprungstangente  nöhemden 
Oerckden. 

Ein  Zweig  t^  Ordnang  t^^  Klasse  werden  wir  sleohthin 
einen  Zweig  (^,  t^)  neunen.  Nar  die  Zweige  (1,  1)  {gewöhnliche 
Zweige)  sind  in  unendlicher  Anzahl  vorhanden.  Ein  Zweig 
(2,  l)  bildet  eine  gewöhnliche  Spitze.  ein  Zweig  (1,  2)  eine 
gewöhnliche  Inflektion  Die  ürsprünge  der  Zweige ,  fur  welche 
^  >  1  ist,  die  von  Catlet  superlinear  genannt  worden  sind»  ent- 
sprecben  den  Yerzweigungspankten  der  RiEMAiiN*sclien  Flaohe. 

Ist  P  ein  mehrzweigiger  Punkt  der  Eurve  (einfachster  Fall : 
gewöhnlicher  Doppelpankt),  so  yerstehen  wir  nnter  der  Ordnung 
dieses  Earyenpanktes  die  Samme  der  Ordnungen  aller  Eurven- 
zweige ,  die  ihren  Ursprnng  in  P  haben ,  d.  h.  die  kleinste 
Anzahl  in  P  fallender  Schnittpankte  mit  einer  durch  P  gebon- 
den Geraden.  Ebenso  werden  wir  die  Samme  der  Elassen 
aller  Eurvenzweige ,  die  dieselbe  Tan  gen  te  haben ,  die  Klasse 
dieser  Tangente  nonnen. 

lm  Yorhergohenden  haben  wir  nur  beqnemlichkeitshalbor 
Yoraasgosetzt,   dass   der   Ursprung   des  Zweiges  im  Endiichen 


^3    Ift  P  TJnprung  mehrerer  Zweige  der  Evnre ,  eo  hat  man  natfirlich  nnter 

der  Aniahl    der  in    P  lusammenfallenden  Schnittpunkte  eines  beetimmten  dieeer 

Zweige  mit  einer  durch  P  gehenden  Geraden  nur  die  Anzahl  derjenigen  Schnitt- 

pnnkte  ia  yerstehen,  die  bei  einer  kleinen  Yerschiebung  dieser  Geraden  auf  dem 

betrachteten  Zweige  lu  liegen  kommen. 


816 

liegt.  Aber  auoh  wenn  der  ürapruDg  aaf  der  nnendlioh 
Geraden  Iw  liegt ,  auch  noch  dann  wenn  diese  Gerade  Tangeote 
ist,  beh&lt  das  Gesagte  seine  Gültigkeitbei»  was  am  einfaohstoo 
durch  Einführang  homogener  (Dreieoks-)  Koordinaten  24,  ^,:i% 
einleuchtet.  Sind  £,,  S,)  S3  ^^^  Eoordinaten  ¥on  P,  ao  kann 
das  Eoordinaten dreieck  immer  so  gew&hlt  werden  ^  dasa  P  nicht 
aaf  der  Seite  x^=  O  liegt  (also  £3^0  ist)  und  die  ürspmngs- 
tangente  nicht    durch    die    Eoke    a?i  :=  Xg  =  O    geht.      Setson 

wir  dann  —  =ir,  —  =  y,  -p  =  5  und  -^  =  11^  eo  bleiben  alle 

^3  ^3  S3  S3 

Yorhergehenden  Betrachtungen  ungeandert  auoh  wenn  der  Zweig 
eine  spezielle  Lage  hinsichtlich  des  Unendlichen  annimmt. 

§2.    Stolz— Smith— HALPHEV*8cher   Satz. 

Ist  C  eine  Eurve  n^  Ordnung ,  so  vertellen  sioh  die  n 
Schnittpunkte  mit  einer  beliebigen  Geraden  l  über  diejenigen 
Eurvenzweige »  deren  Ursprünge  auf  l  liegen ,  derart  dasa  der 
ürsprung  eines  Zweiges  {t,  v)  fur  t  oder  t  +  v  Sohnittponkte 
gezS,hlt  werden  muss  je  nachdem  l  nicht  oder  wohl  Ursprunga- 
tangente  ist.  Will  man  also  umgekehrt  aus  der  Anzahl  der 
Schnittpunkte  mit  der  Geraden  /  auf  die  Ordnung  der  Enrre 
schliessen,  so  mussen  die  Ordnungen  aller  Zweige  mit  auf  l 
liegendem  ürsprung  und  ausserdem  die  Elassen  dieser  Zweige, 
insoweit  sie  l  als  Ursprungstangente   habben ,   bekannt  sein. 

Auf  analoge  Weise  kann  nun  auch  die  Elasse  der  Eurre 
bestimmt  werden.  Dazu  haben  wir  einen  fast  gleiohzeitig  Ton 
Stolz  >),  H ALPHEN  ')  und  Stephen  Smith  ')  ausgesprooheneo 
Satz  zu  benutzen ,   vermöge  dessen  Ordnung  und  Elasse  eines 


1)  Ueber  die  singul&ren  Punkte  der  algebraischen  Fonctionen  nad  Garven, 
Matk.  Ann.  Bd  8  (1875) ,  8.  442. 

*)  Mémoire  sur  les  points  singnliers  des  courbes  algébriques  planes ,  Mimmrts 
prés,  par  div.  sav,  d  VAcad.  des  Seienees  (2)  t.  26  (1879) ,  no.  2  (Théorème  m 
p.  42  oder  Tbéorèoie  II  p.  50);  April  1874  der  Pariser  Akademie  vorgelegt 
(siehe  Compteê  Rendus  U  78,  p.  1105-1108). 

*)  On  the  Bigher  Singularities  of  Plane  Gurves,  Proe,  of  tks  Londo»  Mati, 
Soc.  Vol  6  (1874 -'75) ,   p.  163—104. 

Siehe  auch :  Nöthbb  ,  Ueber  die  singul&ren  Werthsjsteme  einer  algebraiseheB 
FuDctioQ  und  die  singulftren  Punkte  einer  algebraischen  Gunre,  MtUk.  JÊMm,  Bd»  9 
(1876) ,  8.  182. 
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KurreoBweiges  einander  daal  gegenüber  stehen.  Der  Bats 
laotet  also: 

Ein  Zweig  {t,  v)  gekt  hei  dudler  Transformation  in  einm 
Zweig  (9,  t)  über. 

In  andrer  Famung  heisst  dies ,  daas  eine  Entwicklung  (tj  v) 
in  PunktkoordiDaten  eine  Entwicklung  (v,  ^in  Linienkoordinaten 
ergiebt,  wobei  sich  jetzt  beide  Entwicklangen  auf  deneelben 
Zweig  beziehen. 

Aus  dem  genannten  Satzgeht  herTor,  dass  man  die  Ordnung 
(Klasse)  eines  Zweiges  auch  definiëren  kann  als  die  Klasse 
(Ordnung)  des  dual  transformierten  Zweiges,  sodass  man  fiir 
diese  Begriffe  auch  die  folgenden  Definitionen  bat: 

Die  Ordnung  t  eines  Ztveiges  ist  die  Amahl  der  eich  der 
Ursprungsiangente  ndhemden  Tangenten  des  Ztceigee  aus  einem 
auf  der  Ursprungstangente  sich  dem  Ursprung  ndhemden  Punkt. 

Die  Klasse  v  eines  Zweiges  ist  die  Anzahl  der  sich  derUrsprungs- 
tangente  ndhemden  Tangenten  des  Zweiges  aus  einem  sich  der 
Ursprungstangente  ober  nicht  dem  Ursprung  nahemden  Punkt. 

HierauB  sieht  man,  dass  diese  Definition  der  Ordnung  (Klasse) 
des  Zweiges  der  in  §  1  gegebenen  Definition  der  Klasse 
(Ordnung)  dual  gegenüber  steht. 

Die  Klasse  der  Kurve  ist  die  Summe  der  Klassen  aller 
Zweige ,  deren  Tangente  durch  einen  beliebig  gewfthlten  Punkt 
Q  gehen ,  und  der  Ordnungen  derjenigen  dieser  Zweige ,  deren 
Ursprung  in  Q  f&Ut.  Will  man  also  die  Klasse  einer  Kurve 
aus  der  Anzahl  ihrer  durch  Q  gehenden  Tangenten  bestimmen, 
80  muss  die  Klasse  eines  jeden  Kurvenzweiges  mit  durch  Q 
gehender  Tangente  bekannt  sein  und  ausserdem  seine  Ordnung, 
wean  der  Ursprung  des  Zweiges  in  Q  fallt. 


§  8.    Aquivalenz  der  höheren   Singularit&ten 

mit   PLUCEBR'schen. 

Hat  eine  algebraische  Kurve  keine  anderen  Singularitaten 
als  8  gewöhnliche  Doppelpunkte,  k  Spitzen,  <  Inflektionen  und 
r  Doppeltangenten,  so  bestehen  zwischen  den  Anzahlen  dieser 
Singularitaten  (die  wir  PLüCKSR'sche  Singularitaten  nonnen 
werden),   der  Ordnung  n  und  der  Klasse  k  der  Kurve  die 


818 

bekannten  PLüCKER'sohen  Oleichungen ,  die  den  folgenden  drei 
Gleichungen  ftquivalent  aind: 

fc=r«(n~l)-2S  — Sic, 1) 

n  =  ik(fc— 1)— 2t-8i, 2) 

8n4-«  =  3Jfe4-ie  ; 8) 

die  beiden  ersten  Gleiohungen  entspreohen  einander ,  die  letzte 
Gleichung  entspricht  sioh  selbsl;  dual. 

Yon  Clebsch  *)  iet   diesen   Gleiohungen  noch  die  folgende 
fur  das  Geschlecht  g  der  Kurve  hinzugefugt  worden: 

9  =  k  (*  +  ic)«n  +  l 4) 

Yon  Cayley  *)  iet  zuerst  bemerkt  worden ,  dasa  diese 
Gleiohungen  auch  fur  Eurven  mit  höheren  Singularit&ten  guitig 
bleiben ,  wenn  man  nur  jede  höhere  Singularitat  einer  gewiesen 
Anzahl  jeder  der  vier  PLüCEER'schen  Singularit&ten  fiquivalent 
setst.  Die  Spitzen  und  Inflektionen  entstehen  nur  aus  den 
einzelnen  Zweigen ,  derart  dass  ein  Zweig  (f ,  v)  t  —  1  Spitzen 
und  V  —  1  Inflektionen  equivalent  ist  Dagegen  entstehen  die 
Doppelpunkte  und  -tangenten  sowohl  aus  den  einzelnen  Zweigen 
als  aus  ihren  Kombinationen  zu  je  zwei  Zweigen  mit  gemein- 
samem  Ursprung  resp.  gemeinsamer  ürsprungstangente ;  im 
ersten  Falie  können  wir  die  Doppelpunkte  und  -tangenten  latent^ 
im  zweiten  Falie  sichtbar  nennen. 

Ist  ein  Punkt  Ursprung  zweier  Zweige  (f,,  r,)  und  (f^»  t?,), 
so  ist  dieser  Punkt  für  soviele  siohtbare  Doppelpunkte  zu 
zahlen  als  die  Anzahl  der  in  diesen  Punkt  fallenden  Schnitt* 
punkte  beider  Zweige  betragen  würde  falls  sie  verschiedenen 
Eurven  angehörten.  Sind  die  ürsprungstangenten  versohieden , 
so  ist  diese  Anzahl  /,  f,*  Fallen  die  Ürsprungstangenten  zusam- 
men ,  so  ist  die  Anzahl  c  der  siohtbaren  Doppelpunkte  >  t^  i^. 
Wenn  z.  B.  ein  Zweig  (2,  1)  und  ein  Zweig  (1,  1)  Ursprung 
nnd  Ürsprungstangente  gemein  haben ,  so  zahlt  der  Berührungs- 
punkt  fiir  drei  siohtbare  Doppelpunkte.    Ist  ein  Punkt  Ursprung 


^)  Ueber  die  Singularit&ten  algebraiBcher  Guryen ,  CreïU^ê  Jomtnai  JBé,  64 
(1865).  S.  98-100. 

*)  On  the  Biguer  Singularities  of  Plane  Corvee ,  Quürt.  Journal  of  MêtL 
Vol  7  (1866),  p.  212-223,  ColL  Ma$h.Bap.   V^lh,  p.  620-G2a 
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mehrerer  Zweige,  so  hat  man  die  Anzahlen  sichtbarer  Doppel- 
punkte  eines  jeden  Paares  dieser  Zweige  zu  summieren. 

Hiermit  kommt  dnal  überein ,  dase  zwei  Zweige  mit  gemein- 
samer  Tangente  fur  0,  V2  sichtbare  Doppeltangenten  zfihlen, 
wenn  ihre  ürsprünge  verschieden  sind ,  för  c'  >  t^,  p,  sichtbare 
Doppeltangenten  wenn  ihre  ürsprünge  zasammenfallen*  Yon 
Stephen  Smith  (1.c.  art.  13)  ist  gezeigt  worden,  dass  bei  zwei 
eich  berührenden  Zweigen  die  folgende  Gleichnng  statt  hat: 

Cayley  hat  ohne  Beweis  angegeben  auf  welohe  Weise  die 
Anzahl  der  latenten  Doppelponkte  eines  Zweiges  ans  seiner 
PuiSEUx'schen  Entwioklnng  abgeleitet  werden  kann;  ebenso  kann 
dann  aas  der  dualen  Entwicklnng  die  Anzahl  der  latenten 
Doppeltangenten  geftinden  werden. 

Die  Richtigkeit  der  Behanptungen  Cayley's  ist  zuerst  Ton 
Stephen  Smith  in  seioer  zitierten  Abhandlung  dargelegt  wor- 
den. Zwischen  den  CAYLEY'schen  Aquiyalenten  des  Zweiges 
(Spitzenindex  k*  $  Infiektionsindex  i*j  Doppelpunktsindex  S*  und 
DoppeUangeniidlindex  r*)  hat  Smith  (1.c.  art.  12)  die  Beziehnng 

r*  — 8*  =  i  ii*-K*)  (i*-f-ic*-l) 

gefiinden ,  oder  weil  «*  =  ^  —  1  and  i*  =  v  —  1  ist : 

S*  —  it{t--9)  =  T*  —  iv{v  —  S). 

Für  den  Fall,  dass  t  und  v  relativ  prim  sind,  hat  man: 

S*«i  (f-l)  (^  +  p-3), 
r*=J  (v-l)  (t+v-S)'). 

Sind  aber  t  und  v  nicht  relativ  prim ,  so  hangen  die  Indices 
S*  und  T*  nicht  nur  von  t  und  v  ab,  sondern  auch  von  den 
Exponenten  gewisser  Glieder  der  PuiSEUx'schen  Entwicklnng, 
die  Ton  Halphen')  charakteristisch  j  yon  Smith  (l.c.  art.  8) 
kritisch  genannt  worden  sind. 


^)  Der  Urspning  einet  Zweigen  (1 ,-  v)^  d.  h.  eines  linearen  Zweiges,  der 
an  seme  Tangente  eine  Berührung  9^^  Ordnung  zeigt ,  ist  also  «  —  1  Inflektionen 
und  1  (v  —  I)  («  —  2)  Doppeltangenten  fiquivalent  Diese  kann  man  reell  mm 
Vorschein  bringen  indem  man  die  9-)-  1  insammenfallenden  Schnittpunkte  mit 
der  Tangente  reell  trennt. 

.')  Sur  une  aérie  de  courbes  analoguet  aox  développées,  Joumk^I  de  Z/iouviUe 
(8)  #.2  (1876),  p.  89- W. 


820 


§  4.    Singul&re  Zweige  der  Eyolute. 

Die  IJntersachung  naoh  Ursprung,  UrsprungstaDgente , 
Ordoung  and  Klasse  eines  Zweiges  der  Eyolute ,  der  aus  einem 
singulfiren  Zweig  der  ursprünglichen  Eurve  entsteht ,  lat  for 
alle  Falie  (auch  bei  besonderer  Lage  hinsichtlich  des  ünend- 
lichen  und  der  Kreispunkte)  zaerst  von  Halphen  ^)  voUsogen 
worden.  Die  Resultate  Halphbn's  sind  in  etwas  anderer 
Form  die  folgenden : 

I.     Ein   Zweig   {t ,  v)y   dessen  Ursprung  im  Endlichen  liegt^ 
dessen    Tangente    nicht    isotrop  ist  (nich  t-isoiroper 
Zu) eig)  und  fur  welchen  t^v  ist^  giebt  in  der  Evolute  einen 
Zweig  (^  —  t' ,  v)  mit  demseJben  Ursprung  und  der  JVor- 
malen  des  ursprünglichen  Zweiges  als  Tangente. 
n«     Ein  nicht'isotroper  Zweig  {i,  v),  für  welchen  t<iv  ist^  giebt 
in  der  Evolute  einen  Zweig  (v  —  ^ ,  t)^  dessen  Ursprung 
im  Unendlichen  liegt  und  die  die  Normale  des  ureprüng- 
lichen  Zweiges  als  Asymptote  hat 
m.     Ein  nicht'isotroper  Zweig  {t^  t)^  der  von  seinem  Kruim- 
mungskreis   in   2^  +  X   zusammenfallenden   Punkien    ge- 
schnitten  wirdy  giebt  in  der  Evolute  einen  Zweig  (A,  Q, 
der  das  Krümmungszentrum  und  die  Normale  des  ursprüftg- 
lichen  Zweiges  als  Ursprung  und  Tangente  hat 
lY.    Ein   Zweig  (^,    v),    dessen  Ursprung  im  Endlichen  liegt 
und   dessen    Tangente  isotrop   ist  (isotroper  Zweig) , 
giebt   in   der   Evolute  einen   Zweig  (tj  v)  mit  demsdben 
Ursprung  und  derselben  Tangente. 
Y.    Ein  Zweig  (^,  v),  dessen  Ursprung  im  Unendlichen  ober 
nicht  in  einem  der  Kreispunkte  liegt  und  dessen  Tangente 
nicht    die    unendlich   ferne    Oerade   lm   ist  (asympto- 
tischer  Zweig),  giebt   in   der   Evolute   einen   Zweig 
{t  +  Vj  t)y  dessen  Ursprung  im  Unendlichen  liegt  in  einer 
Bichtung^  die  au  f  der  des  ursprünglichen  Zweiges  senkrecht 
steht ,  und  dessen  Tangente  2»  ist. 
YI.    EinJZweig  {tf  v)y  der  Z»    ausserkalb  der  Kreispunkte 


^)  Mémoire  sur  les  points  dnguliers  desj^oourbes  algébriqUM  pltnes , "  Mim.  | 
prés.  pér  div,  sav.  A  VAead.  du  Scieneet  U  26  (1979) ,  no.  S ,  tpes.  Azl  TTT 
p.  57-84. 
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beHOirt  (paraboliêeher  Zwêig%  giebt  inder  Evolute 

rinm  2kceig  {ty  t+ v)^  der  lo^  in  rinem  Punkte  bêrükrt^ 

dessm  Bichtung  senkreeht   auf  dêr  des  ureprünglichen 

Zwe%g$ê  stekt 

VII.    Ein  Zteeig  (t ,  p),  der  U  in  einem  der  Kreispunkie  berührt 

{girkuldr-paraboliscker   Zweig)j    giebt   in    der 

Evolute  einen  Ztoeig  (t,  v)  mit  demselben  Ursprung  und 

derselben  Tangente. 

VUL    Ein   Zweig  (t^  f),   dessen  ursprung  in  eintn  der  Kr  eis- 

punkte  fdUif   der  aber  l»  nicht  berührt  (zirkulürer 

Zweig)  und  für  welchen  t^visty  giebt  in  der  Evolute  einen 

Zweig   (t^    v)   mü    demselben    Ursprung   und   derselben 

Asgmptoie. 

ISL    Ein  zirkul&rer  Zweig  (t^  t)^  der  von  einem  nicht  zerfaUen' 

den  Kreis  in  köchstens  2t  +  X  zusammenfallenden  Punkten 

geschnitten  wird^  toorin  \  <it  ist  ^)  ^  giebt  in  der  Evolute 

einen  Zweig  {t  —  \,  t-\-X)  mü  demselben  Ursprung  und 

derselben  Asgmptote. 

X.    Ein  zirkulürer  Zweig  {t^  t)^  der  der  unter  IX  genannten 

Bedingung  nicht  genügt ,  hot  einen  einzigen  nicht  zerfcU* 

lenden  Kr&mmungskreis ,  dessen  Zentrum  auf  der  Asym- 

ptote  liegt  und  der  den  Zweig  m  8^  +  A  (A  >  0)  zusammen^ 

f  (Menden  Punkten  schneidet  *)•    Dieser  Zweig  giebt  in  der 


')    In  daa  Endliche   projixiert  bekommt  dieser  Zweig  bei  passead  gewAhltem 
KoordiiiateDsjatam  die  fblgende  Pax8xxrx*ache  Entwicklung: 

p  ssa  wt+atm         <+,...  (X  <  <). 

Dabei  werden  Krsiae  n  Kegelschnitten  projisiert,  die  durch  den  üraprung  ü 
dee  Zweigea  and  einen  auaserhalb  der  üraprangstangente  liegenden  Punkt  Y  ge- 
hen.  Will  sian»  daas  der  Kegelechnitt  den  Zweig  in  2^-4'^  xnaammenfallenden 
Punkten  aehnaidet,  ao  muaa  der  Kegelsehnitt  in  U  eine  beatimmte  Tangente  nnd 
KrOmmnng  (die  des  projizierten  Zweigea)  baben,  wfthrend  die  Tangente  in  V 
noeh  ganz  beliebig  gewflhlt  werden  kann.  Hieraua  ibigt,  daaa  daa  Zentram  des 
im  Tezt  genannten  in  2/  -)-  X  zasammenfallenden  Punkten  achneidenden  Kreiaea 
noch  beliebig  auf  der  iaotropen  Aaymptote  angenommen  werden  kann. 

•)    Bieaer  Zweig  bekommt  in  daa  Bndliche  projiziert  die  folgende  PuisBuz^sehe 
Bntwieklang: 

y  =  ««■  +  ai«*  +  . . . . 

üntar  den  Kegelaehnitten ,  in  denen  die  Ereiae  der  ursprünglichen  Figur 
projisiert  werden ,  giebt  ea  jetzt  nar  einen ,  deaaen  Keihenentwicklung  ebenfalla 
mit  «i*-t-éii«'  aaftngt  und  der  deahalb  den  erstgenannten  Zweig  in  mehr  ala  3t 
suaammenfallenden  Punkten  achneidet. 


^ 
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Evolute  einm  Zweig  (X ,  2^  mü  dem  Krümmungazénirum 
und  der  Asymptoie  des  ursprünglichen  Zufeiges  als  Ursprmif 
und  Tangente. 
Hiermit   sind    alle    nur    irgeod  mögliohen   F&lle    enchöpft. 
Weiter  bat  man: 
XL    Die  Klasse  V  der  Eeolute  einer  Kurve  n^  Ordntmg  V^ 
Klasse  ist  gleich  : 

4'  =  A;  +  n  —  €  —  ff; 5) 

hierin  ist  c  die  Summe  der  Ordnungen  beider  KreispunkU 

als  Punkte   der   ursprünglichen   Kurve ')  ,^^9*^^  Klasse 

von  /oo  ctls  Tangente  dieser  Kurve  % 

Dies  folgt  unmittelbar  aas  dem  Yorhergehenden,  wenn  man 

bemerkt ,    dass   aas   einem    ganz  beliebigen   unendlich  femen 

Pankt  k  —  a  im  EndlicheD  liegende  Tangenten  an  die  Eyolate 

gezogen  werden  können ,  wftbrend  ho  selbst  forn  —  c  Tangenten 

zn  zfiblen  ist. 

Darch  diese  Eigenschaften  der  Eyolate  ist  man  Tollatandig 
orientiert  über  die  Anzahl  and  die  Maltiplizit&t  der  aus  einem 
Pankte  O  auf  die  Ear?e  za  f&Uenden  Normalen;  daxa  hat 
man  za  bemerken ,  dass  diese  Frage  der  nach  den  aas  O  an 
die  Evolnte  za  ziehenden  Tangenten  identisoh  ist.  Man  hat 
also: 

Die  Anzahl  der  durch  einen  Punkt  O  gehenden  Normalen 
der  Kurve  ist  fc  +  w  —  c  —  a.  Liegt  O  auf  der  Tangente  aber 
nicht  im  Ursprung  eines  Zweiges  {t\  v')  der  Evolute  ^  so  zdhlt 
der  Ursprung  des  ursprünglichen  Zweiges  für  v'  Normalfuss- 
punkte,  Fallt  aber  O  in  den  Ursprung  des  Zweiges  (t\  v'), 
so  zdhlt  der   Ursprung  des  ursprünglichen  Zweiges  für  if  +  v' 

Normalfusspunkte, 

§  5.    Anzahl   der   daroh   einen  gegebenen   Pankt 

gehenden  Geraden,  die  eine  gegebene  Earye 

anter  einem  gegebenen  Winkel  sohneiden. 

Wir  stellen  die  folgende  Frage: 

Wieviele  Geraden  ^  die  eine  gegebene  Kurve  unter  einem  gegebenen 
Winkel  a  schneiden^  gehen  durch  einen  gegebenen  Punkt  O? 


^)  D.  h.  alto  die  Summe  der  Ordaungen  aller  Kirkulftren  und  zizkuUlr-parEbo» 
liflchen  Zweige  dieser  Enrye. 

*)  D.  h.  die  Summe  der  Klaseen  aller  l^^  berührenden  Zweige  (paraboliaehen 
und  zirkulftr  parabolischen  Zweige)  der  Kurve. 


S2S 

Wir  sagen,  daas  eine  Gerade  die  Eurve  unter  einem  Win- 
kei  a  Bchneidet ,  wenn  man  diese  Gerade  urn  den  Schnittpankt 
im  Sinne  yon  der  positiTen  ar-Achse  zur  poeitiven  y-Achse 
einen  Winkel  a  drehen  mass  urn  sie  mit  der  Tangente  zar 
Deckung  zn  bringen:  Iet  /  die  Sekante,  t  die  Tangente  im 
Sohnittpnnkt  S,  r  eine  duroh  O  gehende  Gerade  mit  dem 
Hichtungskoeffizient  tg  a  bei  rechtwinkliger  Aohsen,  so  sind , 
wenn  I,  und  I,  die  beiden  Ereispunkte  sind,  die  folgenden 
Doppelyerh&ltnisBe  einander  gleioh : 

G,  t,  SI,,  8ü«(0X,  r,  01,,  Oy. 

Der  Winkel  a  ist  also  duroh  die  Gerade  r  definiert,  die 
wir  deshalb  die  repr&sentierende  Oerade  des  Winkels  nennen* 
Darch  diese  reprasentierende  Gerade  kann  der  Drehsinn  des 
Winkels,  auch  wenn  er  imagin&r  ist,  festgelegt  werden. 

Bei  beliebiger  Lage  des  Punktes  O  hinsicbtlioh  der  gegebenen 
Earve  ist  die  gefragte  Anzahl  gleich  dieser  Anzahl  fOr  er  =  90^, 
also  gleich  der  Klasse  k-^n  —  €  —  a  der  Evolate.  Es  ist 
klar,  dass  wir  immer  den  f^usspunkten  der  unter  einem  Win- 
kel a  schneidenden  Geraden  eine  derartige  Multiplizit&t ,  die 
wir  die  OeaamtmuUiplizitdt  nennen  werden ,  znsohreiben  können, 
dass  die  fragliche  Anzahl  auch  bei  besonderer  Lage  des  Punk- 
tes O  und  bei  besonderem  Wert  des  Winkels  a  gleich 
k  -{-  n  ^  €"-  9  ist.  Die  Gesamtmultiplizitat  eines  solchen 
Fttsspnnktes  ist  dann  die  grösste  Anzahl  Fusspunkte,  die  dieser 
bei  einer  Lagen&nderung  des  Punktes  O  und  einer  Wert&nde- 
rung  des  Winkels  a  abgeben  kann. 

Ist  a  =  90^,  80  sind  die  Fusspunkte  die  Berührungspunkte 
der  durch  O  gehenden  Tangenten  der  Eyolute;  ihre  Multipli- 
ssitftt  geht  aus  den  Betrachtungen  des  yorigen  Paragraphen 
heryor. 

Ist  a  =  0^  80  lassen  sich  ebenÜEÜls  die  Fusspunkte  der 
k  +  n-^  e  —  a  Geraden  unmittelbar  finden.  Dies  sind  n&mlich 
1^.  die  k  Berührungspunkte  der  durch  O  gehenden  Tangenten, 
2^.  die  n  —  c  —  a  ausserhalb  der  Ereispunkte  liegenden  Sohnitt- 
punkte  mit  2»,  jeder  Schnittpunkt  mit  einer  Multiplizitat  gleich 
der  Ordnung  der  zugehörigen  Zweiges  in  Rechnung  gezogen  ^). 


^)    Bei  einem  paraboUeohen  Zweig  Bind   alto  óie  t  -^-t  lusammen&llenden 
Bchnittpunkte  mit  ^  nar  Hït  t  Fustpimkie  zn  lAhlen. 
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Hm»iib  erfolgt: 
L     Von  den  k  +  n  --  e  —  <r  Fusspunkim  der  durd^  O  jfêhmdm 
die  Kurve  wUer  einem  Winkel  Nu  1 1  sehneideÊ^dên  Omrmia^ 
f  allen  : 

V  in  den  ausserkalb  O  liegenden  Ureprung  eines  niekt' 
isotrapenf  isotropen  oder  zirkiUdren  Zweiges  {t^  v)  mU 
durch  O  gehender  Tangenie; 

t  +  pin  den  in  O  liegenden  Ureprung  eines  ZweigsB  {t^  t); 
t  in  den    Ursprung   eines  asymptotischen  Zwsiges  wü 
nicht  durch  O  gehender  Asymptote ,  oder  eines  parabolisehen 
Zweiges  (<,  v)  ; 

i  4-  9   in   den    Ursprung   eines  asymptotischen  Zweiges 
{t^  v)  mii  durch  O  gehender  Asymptote. 
Eeiner   dieser   FuMpunkle  f&llt  aber  in  den  Urapntag  mom 
zirkttlaren  Zweiges  mit  nicht  dnroh  O  gehender  Aaymptota  oder 
eines  zirkular-parabolischen  Zweiges. 

Auch  wenn  tg  a  einen  der  Werte  db  K  —  1  annimmt ,  nnd 
also  die  reprasentierende  Gerade  0I|  oder  01,  ist,  sind  die 
k  +  n  —  €  —  a  Fnsspunkte  leioht  anzugeben.  Ist  0I|  die  repri- 
sentierende Gerade ,  so  kann  a  den  verlangten  Wert  nor  dann 
annehmen,  weon  entweder  die  Tangente  im  Fusspnnkt  durch 
I,  geht,  oder  der  Radinsvektor  (Verbindungsgerade  met  O)  des 
Fusspunktes  duroh  I,  geht ,  was  aus  der  Gleiohheit  der  heides 
DoppeWerhSltnisse  hervorgeht.  Bei  beliebiger  Lage  ven  O  sind 
also  die  k  +  n  —  c  —  a  Fnsspunkte:  1^.  die  ausserhalb  I^  lie- 
genden Schnittpunkte  der  Enrve  mit  OI,»  2^.  die  im  Endlicheo 
liegenden  Berührnngspunkte  der  duroh  I,  gehenden  Tangenten, 
3^.  der  Punkt  Ij  selbst  mit  einer  Multipizitg^t  gleich  der  Summa 
der  Klassen  der  zirkularen  Zweige,  die  ihren  Ursprung  in  I| 
haben  ^).  Für  besondere  Lage  von  O  aber  kdnnen  eioige  der 
unter  1^,  genanoten  Punkte  in  I,  fallen,  wenn  nS^mlich  O  auf 
der  Asymptote  eines  Zweiges  (t^  v)  liegt,  der  seinen  Ursprung 
in  I2  hat;  in  diesem  Falie  fallen  v  Fusspunkte  in  I,.  Man 
hat  also: 

IL     Von  den  A  -f  n  —  €  —  <r  Fusspunkten  der  durch  O  gehenden 
Geraden ,  die  die  Kurve  unter  einem  Winkel  a  schneiden^ 


^)    Diese  MulüpUsitAt  wird  darauB  gefunden,  daas  die  Summe  dtr  MoltipUii* 
t&ten  aller  Fusspankte  A  +  »  ~  i  —  9  sein  muas. 
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/allen  j    %ómn    01^    die   reprüeenUierende    Gerade   dieeeê 

Winkels  ist  (tga^V  ^^1)  : 

t  in  den  auf  01^  ausserhalb  I^  liegenden  Ureprung  eines 
nieht'isotropen  Zweiges  (t ,  p)  *) ; 

V  in  den  ausserhalb  01^  und  /qo  liegenden  Ursprung 
eines  isotrapen  Zweiges  {t^  v)  mit  dürck  7|  gehender 
Tangente; 

^  +  9  jft  den  auf  01^  ausserhalb  J,  liegenden  Ursprung 
eines  isotropen  Zweiges  (^,  v)  ') ; 

V  in  den  in  1^  fallenden  Ursprung  eines  zirkuldren 
Zweiges  {t,  v)  mit  dureh  O  gehender  Asymptoie ; 

V  in  den  in  i,  fallenden  Ursprung  eines  zirkulëren 
Zweiges  (tj  v), 

Eeiner'  der  FuBspankte  fftllt  aber  in  den  in  I^  fallenden 
Ursprung  eines  Zweiges,  dessen  Asymptote  nicht  durch  O  geht, 
oder  in  den  ursprung  eines  sirkular-parabolischen  Zweiges. 


Idi  Yorhergehenden  haben  wir  den  Fusspunkten  der  die 
Eurve  unter  eioem  gegebenen  Winkel  schneidenen  Qeraden 
eine  solche  Multiplizitat  (Qesamtmultiplizitat)  zugeschrieben , 
dass  sich  immer  als  Gesamtzahl  k-{'n  —  e  —  9  ergiebt ,  d.  h. 
wir  haben  uns  bei  der  Beurteilung  der  Multiplizit&t  sowohl  den 
Punkt  O  als  den  gegebenen  Winkel  a  als  yeranderlich  gedacht. 
lm  Folgenden  werden  wir  den  Punkt  O  als  fest  und  nur  den 
Winkel  als  Teranderlich  yoraussetzen.  £s  kann  nun  sein ,  dass 
ein  und  derselbe  Ursprung  P  för  verschiedene  Werte  von  a 
unter  die  Fusspunkte  gehort,  wofSr  natürlich  eine  Unbestimmt- 
heit  des  Winkels  nötig  ist ,  unter  dem  OP  den  Zweig  schneidet 
Diese  Unbestimmtheit  entsteht  entweder  dadurch,  dass  P  in  O 
f&ilt  und  OP  also  unbestimmt  wird,  oder  dadurch,  dass  die 
Tangente  in  P  isotrop  ist  und  mit  OP  zusammenf&llt. 

In  einem  solchen  Fall  kommt  dem  Ursprung  P  für  jeden 
Wert  von  a  ein  und  dieselbe  Gesamtmultiplizitat  A  zu ;  nur  f&r 
einen  gewissen  Winkel  Ui  —  die  Limes  des  Winkels  unter 
dem  OP^  den  Zweig  scheidet,  wenn  P'  ein  Punkt  ist,  der  sich 
auf   dem   betreffenden   Zweig    dem  Ursprung  P  nahert  —  be- 


^)    Hierin  iit  der  Fall  mitembegriffen ,  daas  O  ünpnmg  des  Zweigei  iet 

21 


826 

kommt  P  eine  Geaamtmidtiplirit&t  J,  >A.  Wenii  dao, 
wfthrend  O  fest  bleibt,  a  sioh  dem  Wert  a^  n&hert,  rüokea 
Al  —  A  auf  dem  Zweig  liegende  Fusspunkte  in  P.  Fragt  man 
alflo  naoh  den  heweglichen  Fuaapunkten  —  das  aind  diejenigen 
Fusapnnkte,  die  sioh  bei  Abftnderung  des  Winkeb  a  aber 
featem  Punkt  O  bewegen  — ,  ao  iat  P  nar  f&r  a  =  iVi  elne 
LöBung  and  swar  mit  einer  Maltiplizitat  Jt  —  ^ ,  die  wir  die 
bêu^Uehe  MuUypliziicU  nennen ;  dieae  ist  Nall  för  a^a^. 
Die  kleinste  Maltiplisitftt  A  nennen  wir  die  feate  MtdÜplizUdt; 
die  Samme  der  beweglichen  and  der  festen  Maltiplisit&t  iat 
die  Gesamtmoltiplizitftt 

Die  Anzahl  der  beweglichen  Fasspunkte  wird  gefanden  indem 
man  Yon  der  Oesamtzahl  k  +  n  —  €  —  ar  die  Samme  aller  featen 
Multipliaitftten  abzieht  Die  feate  Multiplisitat  eines  ürapmnga 
ist  bekannt,  sobald  fur  zwei  versohiedene  Werte  von  a  die 
Gesamtmultiplizitfti  bekannt  ist.  Sind  beide  Multiplizit&ten 
einander  gleich,  so  ist  dies  zagleich  die  feste  Maltiplizitat; 
sind  sie  Tersobieden,  so  ist  die  kleinste  die  feste  Maltiplizit&t , 
der  zugehörige  Wert  Yon  a  ist  a, ,  der  üntersohied  beider 
Maltiplizitaten  ist  die  bewegliche  Maltiplizitat  fur  a^=  cc^. 
Nun  haben  wir  aber  fat  pier  versohiedene  Werte  yoh 
a(90<^,0<^,  ±:Bgtgl/— H)  die  Gesamtmultiplizitat  bestimmt, 
sodass  damit  för  jeden  Ursprang  aaoh  die  feste  Maltiplizitat 
gefanden  ist,  Sind  die  vier  Gesamtmaltiplizit&ten  nicht  alle 
einander  gleich ,  so  ist  aach  a^  und  die  zagehörige  bewegliche 
Multiplizitfit   gefanden ;  sonst   weiss  man   nar ,    dass  a^  nicht 

einen  der  Werte  90^,  0^,  ±,  Bg  tg  V^^  hat. 
Aaf  diese  Weise  findet  man : 

III.  Die   TJrsprünge  von  Zweigen,  denen  eine  feste  Fu^eepunkta- 

mulHplisitdt  zukommt,  eind  die  folgenden: 
a)    Der  in  O  fallende  Ursprung  eines  nicht-isotropen  Zweiges 

(t  y  t;;  hat  eine  feste  Multiplieitdt  t  und  für  a  =  O  eine 

bewegliche  Multiplizitdt  v  ^). 
h)    Der  Ursprung  eines  Zweiges  (t^v),  der  ausserhalb  O  und  lx 

(I2)  die  Qerade  O  J,   (O  I^  berührt,  hat  eine  feste  MuUir 


')  D.  lu  alao,  dtss  bei  einem  Ton  Null  yenchiedeneii  W«rt  von  a  adi  t 
FuMpunkta  Tom  Ursprung  P  des  Zweiges  abtrennen ,  wenn  O  den  Punkt  P  ver» 
Iflsst.  Lflstt  man  aber,  wfthrend  O  in  P  bleibt,  a  sich  dem  Wert  Null  nfiheni, 
so  nihem  sieh  v  Fusspunkte  dem  P. 
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plüfitat  V  und  für  a^  —  BgtgV-'l  (+BgtgV  —  l)^) 
eine  hewegUche  MulUpKzUdt  t 

c)  Der  in  O  fdllende  Ursprung  elnea  iaotropen  Zweiges  (t » v) 
hat  eine  feste  MuUiplisAtdt  t-^v   und  für  einen  gewissen 

von  90*^,  (f  und  ±  Bg  tg  V  —  1  verachiedenen  Wert  von  a 
eine  hewegliche  Multiplissitdt 

d)  Der  Ursprung  eines  eirkuldren  Zweiges  (t ,  v)  mit  durch  O 
géhmder  Asymptote  hat  eine  feste  MultipUsitdt  v.  Istvj^t, 
so  hat  der  Ursprung  eine  hewegUche  Multiplisfitdt  für  einen 

gewissen  von  90°,  QP  und  ±  Bg  tg  V  —  1  verschiedenen  Wert 
von  a.  Ist  t?  =  <,  so  hat  der  Ur^rung  für  a  =  90®  eine 
hewegUche  MultipUzitdt  /u  -  2^,  u?or%n  /u  die  grösste  Anzahl 
der  in  den  Ursprung  fallenden  Schnittpunkte  mit  einem 
Ereise  istj  der  sein  Zentrum  in  O  hat^). 

Die  Summe  aller  festen  Multiplizitaten  ist  also  T  +  K,  worin 
T  die  Summe  der  Ordnungen  aller  Zweige  ist,  die  ihren 
IJrspnuig  in  O  haben,  also  die  Ordnung  von  O  als  Euryen- 
pankt,  w&hrend  F  die  Summe  der  Klassen  aller  Eurrenzweige 
ist,  die  eine  der  Geraden  0I|  und  OI2  berühren,  also  die 
Summe  der  Klassen  Yon  OI,  und  01^  als  Tangenten  der  Eurye. 
Wir  finden  also: 


^)    Der  Bichtungakoeffixient  von  OIi  sei  -|-  Bglgi^ZZJ^ 

*)  Für  9  j6t  korrespondiert  mit  dem  Zweige  der  ureprüngliehen  Korve  in  der 
Bvolnte  ein  Zweig  {t^v)  mit  demselben  Ursprung  und  derselben  Tangente  {%  4, 
vul) ,  eodaas  liir  a  =  90*  die  G-esamtmuItiplizit&t  noch  immer  gleich  v  ist. 

Ist  9  =  I  und  hat  man  es  mit  einem  unter  IZ  ($  4)  genannten  Zweige  zu 
tan ,  80  icbneidet  der  oskulierende  Kreis ,  der  sein  Zentrum  in  O  hat ,  den  Zweig 
infi=:2l-|-^(^<^)  zusammenfallenden  Punkten ,  w&hrend  in  der  Evolute  mit 
diesem  Zweig  ein  Zweig  (^  — X,  /  +  X)  mit  demselben  ursprung  und  derselben 
Tangente  korrespondiert,  sodass  für  a=:90^  die  GesamtmultipliziUlt  dieses  ür- 
iprongs  als  eines  Fusspunktes  gleich  r  4  X  ist  Weil  die  feste  MultipUzit&t 
v=t  betrflgt ,  so  ist  mr  a  =  90°  die  beweglicbe  Multiplizit&t  X  =  fi  -  2  f. 

Hat  man  einen  unter  X  {$  4)  genannten  Zweig ,  so  schneidet  der  oskulierende 
Ereii,  der  sein  Zentrum  in  O  hat,  den  Zweig  in  ft  =  3  f  oder  ft  =  8  ^ -f  X 
(X>0)  zusammenfallenden  Punkten  je  nachdem  O  nicht  oder  wohl  Krümmungs* 
lentrum  des  Zweiges  ist  In  der  Evolute  korrespondiert  mit  diesem  Zweig  ein 
Zweig  {\,2t),  der  dieses  KrOmmungszentrum  als  Ursprung  hat.  Für  a  =  90°  ist 
also  die  Gesamtmultiplizit&t  des  Ursprungs  des  ursprünglichen  Zweiges  2t  oder 
2#-|-X  je  nachdem  O  nicht  oder  wohl  Zentrum  seines  KrflmmungskreiBes  ist, 
also  in  beiden  Fftllen  gleich  n  —  t,  Weil  die  feste  MultiplisitAt  ^  ist,  so  ist  fïür 
a  ^  90*  die  beweglicbe  Multiplizitat  wieder  gleich  fi  —  2t, 

21* 


828 

IV.  Die  Anzahl  der  beweglichen  durch  einen  festen  Punkt  O 
gehendm  Geraden  ^  die  eine  gegebene  Kurve  unter  emem 
gegebenen  Winkel  a  echneiden^  betrug t 

k  +  n  —  i  —  9  —  T—V; 
hierin  iet  T  die  Ordnung  von  O  als  Kurvenpunkt^   V  die 
Summe  der  Klassen  von  OIi  und  01^  als  Kurventangenien, 
Unter  beweglichen  Geraden  sind  diejenigenzuvtrstehen^  die 
sich  bei  Abdnderung  von  a  ober  festem  O  bewegen. 
Bemerkt   sei ,   dass   c  +  T  die   Summe   der  Ordnungen  der 
Eckeo ,  ar  +  ^  die  Summe  der  Klasaen  der  Seiten  des  DreieckB 
O I,  Ia  isi. 

Schliesslich   lassen  wir  hier  noch  (ur  einige  Zweige,   deren 

feste   Multiplizitat   NuU   ist,   den  Wert  der  beweglichen  Mal- 

tiplizit&t  folgen,  der  aus  dem  Yorhergehenden  leicht  zu  finden  ist: 

V.    Der  auf  01^  (01^  ausserhalb  O  und  ƒ,  (I^  fallende  Ursprung 

eines nichtisotropen Ztveiges (t,  v) hat  für a^—Bgtg  V  —  1 

{^-Bgtg  V  —  1)  ^ne  bewegliche  Multiplizitdt  t. 

VL   Der  ausserhalb   O/,,  OI2  und  L  liegende  Ursprung  eines 

isotropen  Zweiges  ft,  v)  mit  durch  I^  (I^gehender  Tangenie 

hat  für  a  =  Bgtg  V  —  l  (—  Bg  tg  K"^T)  eine  bewegliche 
Multiplizitdt  v. 
VIL  Der  auf  01^  (OIj)  ausserhalb  OundI^{Iy)  liegende  Ursprung 
eines  isotropen  Zweiges  (t,  v)  mit  durch  /|  {I^  gehender 

Tangente  hat  für  a  =  Bgtg  V  —  l  (—  Bg  tg  V  —  l)  eine 
bewegliche  Multiplizitdt  t-\-v. 
VIII.  Der  Ursprung  eines  asymptotischen  Zweiges  {t,  v)  mit  nicht 
durch  O  gehender  Asymptote  oder  eines  parabolischen  Zweigee 
hat  für  a  =  O  eine  bewegliche  Multiplizitdt  t 

IX.  Der  Ursprung  eines  asymptotischen  Zweiges  {t ,  v)  mit  durch 
O  gehender  Asymptote  hat  für  a  =  O  eine  bewegliche  Mul- 
tiplizitdt t-^v, 

X.  Der  in  /|  (J^)  fallende  Ursprung  eines  zirkuldren  Zweiges 
(tj  v)   mit  nicht  durch   O  gehender  Asymptote  hat  für 

oc  =  Bgtg  V  —  l  (—  Bg  tg  1/ ~T)  eine  bewegliche  Mulii' 
plizitdt  V. 
Weiter  hat  man  noch: 

XI.  Der  Ursprung  eines  zirkuldr-parabolischen  Zweiges  (t,  v) 
hat  für  einen  gewissen  von  90°,  O  und  ±  Bg  tg  V  — 1  ver- 
schiedenen  Wert  von  cc  eine  bewegliche  Multiplizitdt 
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ZWEITER  ABSCHNITT. 
Zwe'iqe  der  Polarkurven,  die  hit  Zweigen  der  ursprüng- 

LICHEK   KURYE  K0RRE8P0NDIEREK. 

In  allem  Folgeoden  treffen  wir  die  naohstehende  beschrfin- 
kende  YoraasBetzung : 

Wir  nehmen  an,  dasB  die  gegebene  Kurve  keine  zirkul&ren 
Ztceige  mit  durch  O  gehender  Asymptote  und  keine  sdrkuldr" 
parabolischen  Zweige  hat 

Ich  habe  aber  auch  für  die  hiermit  auBgesohlossenen  Falie 
die  Untersnohung  ganz  durchgeführt,  die  ich  aber  der  gros- 
seren Eomplikationen  wegen  hier  unterdrüoke.  Diejenigen 
Besultate^  die  auch  ohne  die  genannte  Beschrdnkung  ihre 
GüUigkeit  heibehalten^  werden  wir  durch  die  Hinzufügung 
allgemeingültig  andeuten, 

§6.    Feste    Polarkurye   (K,). 

Die  feste  Polarknrve  K,  ist  der  Ort  der  Rotationszentra  als 
Punkte  der  festen  Ebene.  Das  Rotationszentnim  R  wird  gefnnden 
als  der  Schnittpunkt  der  Normalen  in  O  und  P  auf  die  Gerade 
OP  resp.  die  gegebene  Kurve  C;  fallt  doch  die  Oeschwindig- 
keit  von  O  (als  Punkt  der  sich  bewegenden  Figur)  auf  OP, 
die  Oeschwindigkeit  von  P  auf  die  Tangente  von  G.  Aus 
dieser  Eonstruktion  für  den  Punkt  R  geht  unmittelbar  bervor: 

ZuHachen  den  Punkten  der  Kurven  G  und  K^  besteht  eine 
ein-eindeutige  Beziehung ;  G  und  Ki  eind  aleo  gleichen  Qeachlechtes. 

Die  beweglichen  Schittpunkte  von  K,  mit  einer  durch  O 
gehenden  Qeraden  m  lassen  sich  leicht  angeben.  Dazu  ziehen 
wir  durch  O  senkrecbt  auf  m  eine  Gerade  Z '),  die  C  in  n —  T 
beweglichen  Punkten  P  schneidet ,  wenn  n  die  Ordnung  von  C 
und  T  die  Ordnung  von  O  als  Punkt  von  C  ist^).  Die  Nor- 
malen von  C  in  diesen  Punkten  schneiden  die  Gerade  m  in 
n  —  T  der  festen  Polarkurve  angehörigen  Punkten  R.  Wir 
finden  also: 


')    D.  i.  die  dch  um  O  drehende  Gerade  der  sich  bewegenden  Fignr. 
*)    Ist  O  kèln  Funkt  Ton  O,  so  ist  r=Q. 


880 

Satz  1.  —  lat  G  n^  Ordnung  mit  einem  Punkt  T^  Ord- 
nung  in  0^  so  achneidet  eine  durch  O  gehmde  Qerade  dia  Kurva 
Kx  in  n-T  beweglichen  Punkten.    (Allgemeingültig). 

Bei  besonderer  Lage  von  m  werden  ein  oder  mehrere  beweg- 
liche  Schnittpuokte  in  O  falleo,  sodass  O  ein  Punkt  Ton  K^ 
sein  wird.  Die  Ordnung  7,  von  O  als  Punkt  von  Ei  mius 
SU  n  —  T  addiert  werden  um  die  Ordnung  ir,  Yon  E,  zu  be- 
kommen.  Um  T,  zu  bestimmen  haben  wir  zu  untersuchen 
welche  Zweige  von  C  einen  Zweig  von  E,  geben,  der  seinen 
ürsprung  in  O  bat,  und  die  Ordnungen  dieser  Zweige  von  Ei 
aufzuBuchen.  Weil  wir  mehrmals  auf  derartige  Fragen  stossen 
werden,  werden  wir  erst  dafQr  das  Material  sammeln  und  Ton 
allen  Zweigen,  die  C  in  der  gemachten  Annahme  nur  haben 
kann,  den  entsprechenden  Zweig  von  Ej  auf  ürsprung,  Tan- 
gente,  Ordnung  und  Elasse  untersuchen. 

Dazu  haben  wir  erstens  die  Anzahl  zusammenfallender  beweg- 
licher  demselben  Zweig  angehöriger  Schnittpunkte  von  Ei  mit 
einer  durch  O  gehenden  Geraden  m  zu  bestimmen;  diese  Anzahl 
ist  gleich  der  der  zusammenfallenden  Schnittpunkte  Yon  O  mit 
der  Normalen  Mn  O  auf  m.  Wenn  man  zweitens  die  Oerade  m 
einen  kleinen  Winkel  erster  Ordnung  um  O  dreht  und  die 
Ordnung  der  Yerrückung  aufsucht,  die  die  Schnittpunkte  mit 
E|  dadurch  erfahren,  ist  man  in  vielen  F&Uen  unmittelbar  im 
Stande  Tangen  te,  Ordnung  und  Elasse  des  korrespondierenden 
Zweiges  von  E,  anzugeben.  In  dem  achten  und  den  folgenden 
Paragraphen  wird  dies  naher  erl&utert  werden. 


§7.    Bewegliche    Polarkurve   (E^). 

Die  bewegliche  Polarkurve  K^  ist  der  Ort  der  Rotations- 
zentra  R  als  Punkte  der  sich  bewegenden  Ebene.  E^  wird 
also  gefunden  indem  man  die  bewegliche  Figur  mit  dem 
Dreieck  POR  immer  nach  einer  bestimmten  Position,  der  IniUal' 
poaUion^  zurückfuhrt.  Sei  Pq  die  Initialposition  von  P  und 
Iq  die  der  sich  um  O  drehenden  Geraden  l  der  sich  bewegenden 
Figur.  Das  Dreieck  POR  wird  dann  in  seiner  Ebene  so  ge* 
dreht,  dass  P  in  Pq  und  O  auf  einer  durch  Pq  gehenden 
Geraden  Iq  zu  liegen  kommt.  lat  Q  die  neue  Position  von  O 
und  S  die  von  R,  so  ist  Ei  der  Ort  der  Punkte  8. 
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Das  ÜberfQhren  des  Dreieoks  POR  kann  aber  auf  swei  yer- 
schiedene  Weisen  geschehen ,  nftmlich  so  dass  Q  auf  Iq  auf 
der  eineo  oder  der  andren  Seite  von  P^  zu  liegen  kommt  Die 
beiden  Positionen ,  die  8  dabei  annimmt ,  liegen  Bymmetrisch 


Q  Q' 


Fig.  i. 


SU  Po»  d«  h.  Pq  halbiert  die  Yerbindungsstrecke  dieser  beiden 
Pnnkte  8.  Weil  aber  bei  einer  algebraischen  Behandlung 
der  8ache  diese  beiden  Arten  des  Überführens  sioh  im  allge- 
meinen  nicht  rational  trennen  lassen,  werden  beide  Punkte  8 
derselben  algebraischen  Eurve  angehören. 

Der  Punkt  O  teilt  die  Oerade  l  in  zwei  Halbstrahlen  F  and 
{%  deren  Initialpositionen  wir  l^'  und  l^'^  nennen.  Bei  be- 
stimmter  Wahl  von  C,  O,  P  nnd  l  kann  die  Bewegung,  wenn 
P  einen  Zweig  Yon  C  beschreibt,  noch  zweierlei  sein,  nSm- 
lich  so  dass  V  oder  so  dass  Z^  auf  O  ruht ;  im  ersten  Falie 
wird  Q  auf  loj  im  zweiten  Falie  auf  Iq'  zu  liegen  kommen , 
sodass  die  durch  8  in  den  beiden  Fallen  beschriebenen  Zweige 
symmetrisch  zu  Pq  liegen. 

Am  deutlichstoA  sieht  man  den  algebraischen  Zusammenhang 
beider  Bewegungen  in  dem  Fall,  dass  die  Eurve  G  einen  end- 
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lichen  durch  O  gehenden  Zug  hat.  Durchl&uft  P  den  gansen 
Zag,  80  hat  die  Bewegungsart  sich  geaodert  wenn  P  in  dea 
Anfaogspunkt  zurückgekehrt  iet,  sodass  O,  f  alk  ersioh  ureprüag- 
lich  aof  V  befand ,  am  Ende  der  Bewegung  auf  V  liegt ;  ea^ 
wenn  P  den  Zug  zweimal  durchlanfen  hat  iet  8  wieder  in  seine 
Anfangslage  zurückgekehrt  und  hat  dann  einen  Zug  beeohrieben, 
der  in  Pq  einen  Mittelpunkt  hat  >). 

In  Spezialfftllen  kann  es  aber  sein,  dass  die  beiden  Bewegmigs- 
arten  ratioual  trennbar  sind  und  die  zugehörigen  beweglichen 
Polarkuryen  zwei  verschiedene  (symmetrisch  zuPq  liegende)  alge- 
braische  Eurven  bilden  >}.  In  solchem  Fall  werden  wir  jedoch 
immer  unter  Ej  die  Gesamtheit  dieser  beiden  Euryen  veratehen. 

Aus  dem  Yorhergehenden  folgt: 

S  a  t  z  2.  —  2)i6  InitiaVposition  Pq  von  P  ist  ein  Mittelpunkt 
der  Kurve  K^.    (Allgemein guitig). 

Und  weiter: 

Zunschen  den  Kurven  G  und  £,  besteht  eine  zwei^ndeutige 
Korreepondenz ,  d,  h.  jedem  ürsprung  eines  Zweiges  von  C  ent- 
eprechen  zwei  symmetriach  zu  Pq  liegende  Ureprünge  von  2koeigen 
von  iTa^),  jedem  üreprung  eines  Zweiges  von  J^  entspricht  nur 
ein  Ürsprung  eines  Zweiges  von  C. 

Allerdings  gilt  dies  nur  wenn  man  die  folgende  Annahme 
trifft,  was  wir  im  Folgenden,  wenn  nicht  das  Qegenteil  aoa- 
drücklich  gesagt  wird,  immer  tun  werden: 

Wir  nehtnen  an,  dass  C  inO  hein  Symmetriezentrum  hatf  d.  h. 


^)  lat  I.  B.  G  ein  durch  O  gehender  Ereis,  ao  WM  Kt  mit  C  xii«viiiiiao, 
w&brend  K,  ein  Xreis  mit  dem  doppelten  Radiub  iat ,  der  aein  Zentmm  in  P«  hat. 

Ist  C  eine  Gerade  und  a  der  Abstand  dea  Punktea  O  von  C,  ao  wird,  wann 
man  Po  ala  ürsprung  und  Iq  ala  d^-Achae  einea  rechtwinkligen  Systema  nimmt, 
die  Gleichung  tod  Kg : 

Dieae  Kurve  beateht  aus  zwei  nur  im  ünendlichen  zuaammeohangenden ,  aym* 
metrisch  zu  Pq  liegenden  Teilen.  DurchlAuft  P  die  ganze  Gerade  G,  wfthrend 
der  Halbatrahl  T  auf  O  ruht ,  ao  beachreibt  das  Botationazentrum  auf  der  beweg- 
lichen Ebene  nur  die  H&lfte  der  Eurve  Ka ;  die  andere  Hftlfte  gehort  der  Bewe- 
gung an,  wobei  T  auf  O  ruht. 

')  Dieaer  Fall  tritt  z.  B.  ein  bei  der  inveraen  Bewegung  der  in  der  Aufgabe 
no.  106  dea  Wiskundig  Genootactiap  {9^*  Deel)  genannten;  da  iat  O  «ine 
Parabel  und  O  der  Brennpunkt.  In  %  25  werden  wir  auf  die  Frage  des  ZeriUlena 
von  Kg  zurQckkommen. 

t)  Wohl  aber  kann  C  eine  endliche  Anzahl  von  üraprüngen  von  Zweigen 
haben,  denen  nur  ein  Ürsprung  einea  Zweiges  von  Kg  entspricht;  der  Bjmmetrie 
wegen  mnsa  der  letztgenannte  Uraprung  entweder  in  Pq  oder  im  ünendliehan 
liegen  (aiehe  %  24). 
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doM  es  nicht  mögUch  ist  die  Kurve  G  bei  Drehung  urn  O  eines 
Winkels  <  860®  mit  eich  aelbet  zur  Deckung  sni  bringen. 

Die  Anzahl  der  beweglichen  Schnittpuokte  von  E2  mit  einer 
senkiecht  aaf  l^  Btehenden  Qeradeo  /  lasst  sich  leicht  bestim- 
men.  Ist  Q  der  Sohnittpunkt  tod  /  und  /q,  bo  giebt  eia  Punkt 
P  von  C  einen  aui  f  liegenden  Punkt  S ,  wenn  OP  =  QPq  ist 
Diese  Punkte  P  werden  auf  C  von  einem  Elreiae  eingeschnitteni 
der  sein  Zentrum  in  O  nnd  QPq  als  Halbmesser  hat.  Weil 
dieser  Ereis  in  der  gemachten  Yoraussetzung  (8.  829)  die  Eurve 
C  in  den  Ereispunkten  nicht  berührt ,  so  &llen  €  Schnittpunkte 
in  die  Ereispnnkte,  sodass  die  Anzahl  beweglicher  Schnittpunkte 
mit  dem  genannten  Ereis  2n  —  e  betrSgt.  Mit  jedem  dieser 
Punkte  korrespondieren  zwei  Punkte  8,  von  denen  aber  nur 
einer  auf  /  zu  liegen  kommt.    Man  hat  also : 

8atz  8.  —  Die  bewegliche  Polarkurve  mrd  von  einer  senk- 
recht  auf  l^  Btehenden  Geraden  in  2n  — e  beweglichen  Punkten 
geachnitten,  toorin  t  die  Summe  der  Ordnungen  beider  Kreia- 
punkte  al8  Punkte  von  G  ist  >). 

Die  Ordnung  n^  von  E^  wird  daraus  gefunden ,  indem  man  zu 
2n  —  c  die  Ordnung  des  unendlich  fernon  Punktes  E  der  Geraden 
/als  eines  Punktes  Ton  E^  addiert. 

Die  Zweige  von  E2  können  n&her  untersucht  werden,  indem 
man  die  Oerade  f  eine  kleine  Parallelverschiebung  erster  Ord- 
nung ausflhren  Iftsst  und  die  Ordnung  der  Yerrückung  der 
Schnittpunkte  mit  Ej  aufsucht,  wie  in  den  nachsten  Paragraphen 
naher  erklart  werden  wird. 

Es  giebt  noch  ein  zweites  Büschel  Yon  Strahlen,  deren 
bewegliche  Schnittpunkte  mit  E2  leicht  anzugeben  sind,  namlich 
das  Büschel  der  durch  Po  gehenden  Geraden  h,  Soll  S  auf 
einer  bestimmten  Geraden  h  zu  liegen  kommen,  so  muss  der 
Winkel  OPR  («  <J  QPqS)  einen  bestimmten  Wert  und  Drehsinn 
haben,  Hieraus  folgt,  dass  die  beweglichen  Schnittpunkte  yon 
h  und  E2  aus  den  beweglichen  Fusspunkten  der  durch  O 
gehenden  die  Eurve  C  unier  einem  gegebenen  Winkel  schnei- 
denden  Geraden  entstehen  ^),  für  deren  Anzahl  wir  in  §  5 ,  IV 


^)  Hat  O  zirkulflre  ZwAige  mit  durch  O  geheoden  Asymptoten,  so  wird  die 
^nxahl  beweglieher  Schnittpunkte  2»  — f  ~y;  hierin  wird  y  gefunden  indem 
man  fdr  jeden  dieser  Zweige  die  kleinste  der  Zahlen  t  und  v  bildet  und  dieso 
erhaltenen  Zahlen  addiert 

*)  Das  sind  diejenigen  Fusspunkte,  die  sicb  b^i  Ab&nderun^  des  gegebenen 
Winkels  aber  festem  O  bewegen. 
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gans  allgemein  i-f-w  —  i-.<y— T—  V gefiinden  haben ; jeder 
dieser  Fasspuokte  gtebt  aber  zwei  aaf  h  liegende  Punkte  S , 
sodass  man  bat: 

Satz  4.  —  Di$  Kurve  K^  u>ird  van  einer  durch  P^géhenden 
Oeraden  in  2(&  +  n  — c  — «f  — T—  F)  beweglicJ^m  Punkten  ge- 
achnitten;  hierin  ist  k  die  Klasse  von  C,  9  die  Klasse  der  unendr 
Uch  femen  Oer  aden  l»  und  V  die  Summe  der  Klassen  der  durch 
O  gehenden  isotrapen  Oeraden  01^  und  OI2  als  Tangenten  von 
(7.  (Allgemeingültig). 

Anch  hieraus  kann  die  Ordnung  Yon  E,  bestimmt  weiden , 
indem  man  zu2(i  +  n  —  «  —  9  —  T—  F)  die  Ordnung  von 
Po  als  Punkt  von  E2  addiert. 

Die  Geraden  h  liefern  in  Yerbindung  mit  den  Oeraden  /  ein 
zweites  Mittel  um  einen  Zweig  von  E^  naher  zu  unter- 
Buoben.  Dazu  snohen  wir  die  Anzahl  der  in  den  ürsprung  S 
dieses  Zweiges  £EtIIeuden  Sohnittpnnkte  mit  SQ  (oder  f)  ood 
mit  SPo  (oder  h).  Sind  beide  Zahlen  yerechieden ,  so  iat  die 
kleinere  die  Ordnung,  ihre  Differenz  die  Elasae  des  Zweigee, 
wahrend  die  Gerade  mit  der  grosseren  Anzabl  zusammenfallender 
Scbnittpunkte  Tangente  ist.  Sind  beide  Zahlen  einander  gleioh , 
BO  ist  dies  (jedenfalls  wenn  /  und  h  versohieden  sind)  die 
Ordnung  des  Zweiges ,  wfthrend  keine  der  beiden  GFeraden 
Tangente  ist. 

In  einigen  Ffillen  kann  man  diese  Methode  yerwenden  om 
den  Ürsprung  des  korrespondierenden  Zweiges  von  E^  an&a- 
suohen.  Giebt  nftmlich  ein  Punkt  P  von  C  sowohl  auf  einer 
Geraden  f  als  auf  einer  Geraden  h  einen  korrespondierenden 
Punkt  Yon  E,  so  muss  dieser  korrespondierende  Punkt  der 
Sohnittpunkt  Yon  f  und  h  sein  (siehe  z.  B.  S.  853). 

NiCHT-ISOTROPB  ZWBIOE. 

§  6,    Nicht-isotroper  Zweig  mit  ausserhalb  0I|  und 

01,  liegendem  Ürsprung  und  nicht  durch  O 

gehender  Normalen  und  Tangente'). 

Mit  dem  Ürsprung  P  des  Zweiges  (f»  v)  korrespondiert  in  Ej 


>)  Die  in  den  tfberaohriften  genannten  Zweige  sind  Zweige  ^'  Ordnung 
v^  Klftflse  Ton  C,  deren  korrespondendierende  Zweige  (^xt  ^x)  und  (ft«  't)  "^f^^ 
Ki  und  Kfl  untersueht  werden.  In  BetrefT  der  Benennnngen  nicht-ieotrope 
Zweige,  ieotrope  Zweige  u.  e.  w.  eiehe  8.  SS0-*821. 
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ein  im  Endliohen  aafwerhalb  O  liegeoder  Puokt  R,  ürsprung 
eines  Zweiges  (t^^  v^).  Die  Oerade  OP  (oder  t)  schneidet  den 
Zweig  (tj  t)  in  t  Punkten  P,  sodass  die  Gerade  OR  (oder  m) 
den  Zweig  (t^ ,  r,)  in  i  Pankten  R  schneidet. 

Dreht  man  m,  und  also  auch  die  senkrecht  auf  m  stehende 
Oerade  2,  einen  kleinen  Winkel  erster  Ordnung,  so  lost  sich 
der  Schnittpunkt  P  in  (  Punkte  P^  auf,  derart  dass  PP  erster 
Ordnung   ist.    Die    Normale   yon   C   in   P'   schliesst   mit  der 

Normalen  in  P  einen  Winkel  —     Ordnung  ein  i). 

Wir  haben  non  zwei  Falie  v<^t  und  v^tza  unterscheiden. 
Ersier  Fall :  v<it.    Bei  der  Drehung  yon  OP  erleidet  der 

pin 

Winkel  OPR  eine  Anderung—    Ordnung.     Die  Anderung  von 

t 

OR  (d.  h.  OR'  —  OR,  wenn  R'  der  mit  F  korrespondierende 

Pankt   Yon   E,    ist;   siehe   Fig.    1)  ist  also  ebenfalls  yon  der 

ff 

Ordnung  —  und  dies  ist  auch  die  Ordnung  yon  RR\    Hieraus 
t 

erfolgt,  daas  OR  in  R  Tangente  des  Zweiges  (^|,  v^)  ist,  weil 

aonst  RR'  erster  Ordnung  seiu  würde.    Ist  aber  OR  Tangente 

des  Zweiges  (^,,   v{)^   so   ist   RR'  yon  der  Ordnung  - — ^ — , 

M  +  ^i 

sodass  - — = —  =s  —  ist.    Da  nun  ,  wie  wir  gefunden  haben ,  OR 
r,  + 1?,        t 

den  Zweig  (/|  j  v^)  in  i  Punkten  R  schneidet,  so  hat  man  auch 

^,  -f-  9,  ar  t,  ijso  ti^f>j  Pi  =  t  —  f*    Wir  finden  also : 


>)    Bei  pAaaaader  Wahl  der  Koordinateiiachseii  wird  n&mlieh  die  Püinux'sehe 
EntwioUung  des  Zweiges  (f,  p): 

t  +  v 

t     . 
yz^aa  +  •  •  • 

Die  BiohtoBg  der  Tangente  findet  man  aoa: 

dy       r+r    T 

_£_  —  — L (UB      _i_ 

dm--     t  'T'" 

lat  nan  die  Bntfernong  dea  Berflbningapunktea  P  dieaer  Tangente  Yom  üir- 
apnmg  P  dea  Zweigea  (alao  auch  a)  erater  Ordnung,  ao  iat  der  Winkel  zwischen 
den  Tangenten  und  alao  anch  der  Winkel  swiaehen  den  Normalen  in  F  und  F  Ton  der 

Ordnung  —• 


386 

Satz  5.  —  Mit  einem  nicht'iaotropen  Zioeige  (i,  v)  (t  >v) 
von  G  mit  attóserhalb  OIi  und  OI2  liegmdem  Ursprung  und  mcht 
durch  O  gehender  Tangente  und  Normalen  korreapondicrt  in  K^ 
ein  Ztoeig  (v ,  t  —  t;)  mit  ausserhalh  O  liegmdem  Ursprung  und 
durch  O  gehender  Tangente. 

Um  die  beiden  mit  (t,  v)  korreBpondierenden  Zweige  (t^j  v^) 
▼on  Kj  zu  untersachen ,  bringen  wir  die  Dreiecke  OPB  and 
OP'R'  nach  ihren  Initialpositionen  QSPq  resp.  Q'S^Pq  über 
(siehe  Pig.  1).  Nun  iet  OP'- OP,  also  auch  QQ',  erster 
Ordnung ,  w&hrend  Q'S'  -  QS  =  OR'  —  OR  Yon  der  Ordnung 

V 

—  <  1   ist    HierauB  folgt ,   dass   QS   Tangente  des  Zweiges 

tn  v 

(^a>   *^a)>    ^^^   daraus  wieder,   dass — ; —  =  — ist     Weil  ein 

^a  "T  ^2        ^ 
durch  P   gehender  Kreis  mit  O  als  Zentrum  den  Zweig  (t^  v) 

in  t  Punkten  P  echneidet,  zeigt  die  Gerade  QS  ebenfiills  t 
Schnittpunkte  S  mit  dem  Zweige  {f2,  t^a)*  Bodass  t2  +  t>2  =  t 
ist,  also  t2=sv,  V2^t  —  V.  Da  mit  P  zwei  Punkte  S  korre> 
spondieren  finden  wir: 

Satz  6*.  —  Der  in  Satz  B  genannte  Zweig  von  O  giebt  in 
K2  ewei  Zweige  (v,  t--v)  mit  im  EndUchen  aueserhalh iQUegenr 
den  Uraprüngen  und  aenkrecht  auf  l^  atehenden  Tangenten  *). 

Zweiter  Fall:  v'^t.  Jetzt  ist  RR'  erster  Ordnung,  sodass 
OR  keine  Tangente  des  Zweiges  (f| ,  v^)  ist.  Weii  OR  diesen 
Zweig  wieder  in  t  Punkten  R  schneidet ,  hat  man  ^,  =  t  Die 
Klasse  Vi  des  Zweiges  Ifisst  sioh  aber  nicht  auf  so  einfache 
Weise  angeben  und  braucht  für  die  Bestimmung  der  Plügkbr' 
schen  Charaktere  von  K,  auch  nicht  bekannt  zu  sein.  Man 
hat  also: 

Satz  6,  —  Ein  nichtiaotroper  Zweig  (t,  v)  (t^v)  mitaueeer- 
halb  Oly  und  OI2  liegendem  Ursprung  und  nicht  durch  O  ge- 
hender Tangente  und  Normalen  giebt  in  JST,  einen  Zweig  tf^ 
Ordnung  mit  im  Endlichen  liegendem  Ursprung  und  nicht  durch 
O  gehender  Tangente. 

Weiter  find  man: 

Satz  6*.  —  Der  in  Satz  6  genannte  Zweig  giebt  in  K2  zwei 
Zweige  fi^  Ordnung  mit  im  Endlichen  ausserhalb  l^  gelegenen 
Ursprüngen  und  nicht  senkrecht  auf  Iq  stehenden  Tangenten. 


^)    Diese  beiden  Zweige  von  Kg  liegen  symmetrisch  xu  Vq.    Dies  gilt  immer 
wenn  mit  einem  Zweig  von  C  zwei  Zweige  von  Kg  korrespondieren. 
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§  9.    Nioht-iBotroper   Zweig   mit  ausserhalb  O 
liegendem  üraprung  and  durch  O  gehender 

Tangente. 

Weil  jetzt  die  Normalen  in  O  und  P^  dem  Ursprung  dee 
Zweigee  (f ,  9) ,  aai  OP  resp.  auf  die  Earve  C  parallel  sind , 
liegt  der  korrespondierende  Pnnkt  R  von  K|  im  Unendlichen. 
Da  nan  OP  den  Zweig  {tj  v)  in  t±v  Pankten  P  aohneidet , 
zeigt  aaoh  OB  t  -{-v  sasammenfallende  Sohnittpankte  R  mit 
dem  korreepondierenden  Zweige  (^, ,  9,)  von  E,. 

Dreht   man    OP  einen   kleinen    Winkel  ereter  Ordnnng,  ao 

lost   der   Scbnittpankt   P    sich  in  f  4  0  Punkte  P'  derart  aaf , 

t 
dass  PP'  von  der  Ordnang ist.     Die  Normalen  von  C  in 

P   and   P^   sohlieasen   einen  Winkel  ein,  der  hinsichtlich  PP' 

von  der  Ordnung —  (siehe  die  Note  von  S.  885),  aleo  hinsioht- 

t 

V  t  V 

lich  des  Winkels  POP*  von  der  Ordnung  —  •  = iet. 

t      t  +  V      t-^v 

Der  Winkel  OR'P'  (R'  ist  wieder  der  mit  P'  korrespondierende 

I,     ter 

Punkt  von  K,)  ist  also  ebenfalles  — —      Ordnung,  sodass  OU' 

von  der  Ordnung ist ').  Hieraus  folgt,  dass  OR  Asym- 

ptote   des  Zweiges  (f, ,  r,)  ist,  weil   OR'  -  !■*•'  Ordnang  sein 

wtirde ,  wenn  die  im  Endlichen  liegende  Asymptote  nicht  duroh 

O  ginge,    und   von  einer  Ordnuug  <  ~  1 ,  wenn  lao  Tangente 

des  Zweiges  (/| ,  9,)  wftre.    Nun  ist  aber,  wenn  OR  Asymptote 

t*                             tv 
ist,  OR'  von  der  Ordnang ^) ,  sodass = 

tl  +Vi  U  +  ^i      ^  i-v 

>)  Eine  Gröase  — p^  Ordnung  iat  einn  Unendlich  werdende*  Grosse,  deren  reii- 
proker  Wert  eine  unendlich  kleine  Grdsse  p^'  Ordnnng  ist. 

*)  Nimmt  man  die  Asymptote  des  Zwetges  {ti,  vi)  tls  y-Achae,  so  wird  die 
PuisBux'sche  £ntwleklung  dieses  Zweigee : 

_^ 
y^zao      •!  +  .... 

Ist  X   eine  kleine  Gbösse  erster  Ordnung,    so  iit  «  =  X^  eine  dureh  O  gehende 
Qende,  die  mit  der  Asymptote  einen  Winkel  erster  Ordnung  einschlieest ,  wfthrend 

man  letcht  ^det,  dass  die  y  des  Sehnittpunktes  —        , —      Ordnung  ist. 
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iflt ,  nnd ,  da  die  Asympiote  den  Zweig  in  f|  4- 1^  Punkteo  £ 
schneidet,  hat  man  ti+Pi^t-^-v.  Hierans  folgt:  t^ssp^  p^sst^ 
alflo: 

Satz  7.  —  Ein  nicht-isotroper  Zweig  (t^  v)  mit  au99erhalb 
O  liegendem  Ur9prung  und  durch  O  géhender  Tangente  giebt  in 
Ki  fXMn  asymptotiaclun  Zweig  (v,  {)  mit  durch  O  géhender 
emkrecht  auf  der  Tangente  dea  Zweigee  (^  v)  stehender  Asympiote. 

Mit  dem  Zweige  (/,  t)  korrespondieren  in  K,  zwei  anjm- 
piotische  Zweige  (fjt  v^^  deren  Asymptoten  senkrecht  auf  l^ 
stehen  auf  Abst&nden  OP  Yon  P^.  Da  ein  duroh  P  géhen- 
der KreiB,  der  sein  Zentrum  in  O  hat,  den  Zweig  {t^  v)  in  t 
Punkten  P  schneidet,  rucken  t  Schnittpunkte  mit  einer  senkreeht 
aof  Zo  Btehenden  Geraden  f  ine  Unenliehe  wenn  f  aich  der 
Asymptote  des  Zweiges  {t^ ,  v^  n&hert ,  sodass  v^^t  ist.  Ist 
nun  PP  und  also  auch  QQ'  erster  Ordnung ,  so  ist  der  Winkel 

ORT'  Ton  der  Ordnung  —  und  daher  Q'S^  Yon  der  Ordnung 

V  t 
.    Weil  aber  Q'S'  auoh  yon  der  Ordnung  —  -^  ist,  so  hat 

t  v^ 

man  —=»--,  also  L  =  r. 
V2       t 

Zu  demselben  Resultate  kann  man  auch  mittelst  der  zweiten 
in  §  7  genannten  Methode  gelangen  (siehe  S.  334).  Die 
ausserhalb  P^  liegenden  Schnittpunkte  von  E^  mit  PqE  *)  ent- 
stehen  aus  den  Fusspunkten  der  n  +  fc  —  f  —  ^  —  T  —  F  durch 
O  gehenden  die  Kurve  C  unter  einem  Winkel  NuU  schneidenden 
Geraden.  Die  Tangente  OP  zahlt  fur  v  dieser  Geraden ,  sodass 
P  zu  2t?  im  Unendlichen  liegenden  Schnittpunkten  Yon  K, 
mit  PqE  AnlasB  giebt ,  von  welchen  v  dem  eineu ,  v  dem  andem 
mit  {t^v)  korrespon  dierenden  Zweig  {f^y  v,)  angehören.  D.  h. 
lasst  man  eine  sich  um  Pq  drehende  Qerade  h  sich  der  Geraden 
PqE  nahern,  so  rücken  v  Schnittpunkte  mit  dem  Zweige  (f^»  f>%i 
ins  Uoendliche.  Da  nun  aber  PqE  keine  Asymptote  dieses 
Zweiges  ist,  so  hat  man  t^^v* 

Wir  finden  also: 

Satz  7*.  —  Der  in  Satz  7  genannte  Zweig  giebt  in  K^  zwei 
asymptotieche  Zweige  {v,  t)  mit  senkrecht  auf  Iq  stehenden 
Asymptoten. 


^}    E  iat  der  onendlich  feme  Punkt  aller  Geraden  ƒ. 
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§  10.    Nioht-isotroper  Zweig  mit   aasserhalb 

O   liegendem    Ursprung    and   durch   O 

geheoder   Normalen. 

Hiermit  korrespoDdiert  in  Ki  ein  Zweig  (^| ,  Vi)  mit  O  als 
Ursprung.  N&hert  eine  eich  um  O  drehende  Oerade  OP'  sich  der 
Euryennormalen  OP,  bo  n&hern  sich  t  Schnittpunkte  mit  dem 
Zweig  (tj  v)  dem  Punkte  P,  sodass  sich  t  Schnittpunkte  B' 
des  Zweiges  (^ ,  Vi)  mit  OR'  dem  Punkte  O  nahern  (Fig.  2). 
Hieraus  folgt ,  dass  die  Tangente  dieses  Zweiges  senkrecht  auf 
OP  steht  and  Vi=:t  ist. 


Fig.  2. 


Ist   der    Winkel   POP'  erster  Ordnung,  so  ist  PP"  ebenfalls 
erster   Ordnung   und  der  Winkel    der   Normalen  in  P  und  P' 

Yon  der  Ordnung  —  (siehe  die  Note  von  8. 385).  Hieraus  erfolgt , 

t 

dass  <  OFR'  fur  ^  >  r  von  der  Ordnung  —   und  also  OB' 
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denelben   Ordnuog   ist.    OB'   ist  aber  auoh  von  der  OrdDong 
—  »),  woraus  folgt  -i  =»  — ,  also  ^  =  «.    Daher: 

Vi  v^        t 

Satz  8  —  Ein nicht'XBotroper Zioeig  (t,  v)  (i  >t;)  mUau88er- 
haïb  O  liegendem  Uraprung  und  durch  O  geJiender  Normalen 
giébt  xn  Ky  einen  Zweig  {v,  t)  mit  deraelben  Normalen  und  tti 
O  liegeridem  Uraprung, 

In  Ea  giebi  {tjv)  zwei  Zweige  (^^  >  ^a)  ^^^  ^™  Endlichen  auf 
/q  auBserhalb  Pq  liegenden  UrsprüQgen  S.  Da  ein  durch  P 
gehender  Kreis,  der  sein  Zentrum  in  O  bat,  den  Zweig  (^,  v) 
(immer  für  den  Fall ,  daas  ^  >  t?  ist)  in  ^  -f  t?  Punkten  P  schneidet, 
80  zeigt  die  durch  S  gehende  (senkrecht  auf  2^  stehendej 
Gerade  /  t  +  v  Schnittpunkte  mit  dem  Zweige  (^,  v^.  Nun 
ist  die  Anzahl  in  S  fallender  Schnitpuakte  mit  P^S  gleich  der 
Anzahl  in  P  fallender  Fusspunkte  der  durch  O  gehenden  Nor- 
malen des  Zweiges  (^,  v),  also  (vermoge  §4,1)  gleich  n. 
Hieraus  folgt,  dass  die  Ursprungstangente  des  Zweiges  (i^j  ^ 
senkrecht  auf  Iq  steht  und  ^2  =  ^>  t^s-^  ist.    Also: 

Satz  8*  —  Der  in  Satz  8  genannte  Zweig  giebt  in  £^  gwei 
Zweige  (Vj  f)  mit  im  Endlichen  auf  Iq  ausserhalb  Pq  liegenden 
Ureprüngen  und  senkrecht  auf  l^  stehenden  Tangenten. 

Auf  ganz  fthnliche  Weise  findet  man  : 

Satz  9.  —  Ein  nicht-ieotroper  Zweig  (^  v)  (^^t;)  mit  aus- 
aerhalb  O  liegendem  Ursprung  und  Krümmungazentrum  und 
durch  O  gehender  Normalen  giebt  in  Z,  einen  Zweig  (t,  O  mit 
derselben  Normalen  und  in  O  liegendem  ürsprung, 

Satz  9*.  —  Der  in  Satz  9  genannte  Zioeig  giebt  in  K^  wwei 
Zweige  (i^  t)  mit  im  Endlichen  auf  Iq  ausserhalb  Pq  liegenden 
Ureprüngen  und  senkrecht  auf  Iq  stehmden  Tangenten. 

Etwas  anders  wird  die  Sache  wenn  v  =  t  und  O  Erümmungs- 
zentrum  des  Zweiges  (t,  v)  ist.  Wird  der  Zweig  yon  seinem 
ErummuDgskreis   in    2/ -f  A  Punkten  P  geschnitten,  so  korre- 


^)    Wfthlt  man  O  als  Ursprung  und  die  Tangente  als  d^-Acbse  eines  Ciriasi- 
Bchen  Systems,  so  wird  die  FuisBux*8che  Entwicklong  des  Zweiges  (fj^,  v^): 

tl      . 
y=zaa  4"*  •  ■  * 

Ist   X   eine   kleine   Grosse   erster  Ordnung,  so  ist  y  =  Xxp  eins  Gerede,  die  nut 
der  Tangente   einen  kleinen    Winkel    erster   Ordnung   einschliesst    Man  saigt 

leicht,   dass  die  w  dee  Schnittpunktes ,  also  auch  OB',  von  der  Ordnung  -^  ui» 
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spondiert  mit  diesem   Zweig  in  der  Evolute  Qin  Zweig  (A »  t)^ 

der  seinen  Ursprung  in  O  hat  (siehe  §  4,  III).    Hieraus  folgt, 

daas,    wenn    <    POP'  erster  Ordnung  ist,  der  Winkel  OP'R', 

t+  X 

iind  also  auch  OR'i  von  der  Ordnung ist.     Die  Ordnung 

* 

tl  t       t  +  X 

von  OR'  ist  aber  auch  — ,  eodass— ^=  — - — ist,  Daauchjetzt 

«1  t?i  t 

Vi  =  t  ist ,  findet  man  ^|  =  ^  +  X.    Man  hat  also  : 

8atz  10.  —  Ein  nicht^iaoiroper  Ztoeig  (t^  f),  der  semKrüm- 
mtmgsssentrum  in  O  hat  und  von  seinem  Krümmungskreia  in 
2t -\- X  zummmmfallenden  Punkten  geachnitien  mrd,  gieht  inK^ 
einen  Zweig  {t'\-X,  f)  mit  derselben  Normalen  und  in  O  liegen- 
dem  Ureprung. 

Urn  die  korrespondierenden  Zweige  von  E2  zu  untersuchen 
bemerken  wir,  daas  die  durch  8  gehende  Qerade  ƒ  den  Zweig 
(^  y  V2)  in  2t'\-X  Punkten  8  schneidet ,  weil  der  durch  P 
gehende  Ereis ,  der  sein  Zentrum  in  O  hat ,  den  Zweig  (^,  v) 
in  2^  +  X  Punkten  P  schneidet.  Da  weiter  OP  fïir  ^  +  X 
durch  O  gehende  Normale  von  C  zu  z&hlen  ist  (befindet  doch 
O  sich  im  Urspruog  des  ZWeiges  (X,  t)  der  Evolute),  schneidet 
P^  den  Zweig  {t^^  v^  in  ^-f  X  Punkten  S.  Hieraus  folgt, 
dass  die  Tangente  des  Zweiges  {t^^  v^)  senkrecht  auf  Iq  steht 
und  t2=^  t  -^X,  V2  =  t  ist.     Wir  finden  als : 

Satz  10*.  —  Der  in  Satz  10  genannie  Zweig  gieht  in  K^ 
zwei  Zweige  (^  +  X ,  f)  mit  im  Endlichen  ausserhalb  Pq  auf  2o 
liegenden  ürsprüngen  und  senkrecht  auf  lo  stehenden  Tangenten. 

§  11.    Nicht-isotroper  Zweig  mit  in  O  fallendem 

Ursprung. 

Mittelst  der  im  Vorgehenden  erlauterten  Methode  findet  man: 
Satz  11.  —  Ein  nicht-isotroper  Zweig  (^,  v)  it>v)  mit  in 

O  fallendem  Ursprung  giebt  in  Z,  einen  Zweig  {t  —  v,  v)  mit 

demselben    Ursprung    und    der    Normalen  des  ursprung lichen 

Zweiges  als  Tangente. 

Satz  11*.  —  Der  in  Satz  11  genannte  Zweig  giebt  in  K^ 

zwei  Zweige  (t  —  v,  v)  mit  Po  und  PoE  *)  als  Ursprung  und 

Tangente. 


B  ist  der  unendiche  fenie  Funkt,  dessen  Bichtung  senkrecht  auf  k  steht. 

22 
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8at2  12.  —  Ein  nicht-isotroper  2!toeig  (<,  v)  (t<:v)  mU  in  O 
faUendem  Ur^prung  giebt  in  Z,  einen  a8gmptoH8chen  Zweig 
{v  —  t,  ti  mit  der  Normalen  dea  ureprüngliehen  Zweiges  ab 
Aaymptote. 

8a tz  12».  —  Der  in  Saiz  12  genannte  Ztaeig  giebt  in  K^ 
zwei  aeymptotieche  Zweige  {v  —  t,  f)  tnit  der  Geraden  P^  als 
gemeinsamer  Asymptote. 

Satz  13.  —  Ein  nicht-isoiroper  Zweig  {t,  t)  mit  in  O  faUen- 
dem  Ureprung,  der  von  seinem  Kmmmungskreis  {der  sein  Zentnm 
in  einem  im  EndUchen  ausserhalb  O  liegendem  Punkt  M  haf)  in 
2t  +  X{X<()  zuscmmenfallenden  Punkten  geschnitten  urird,  giebt 
in  Z,  einen  Zweig  (X,  t  —  \),  der  OM  berührt  in  einem  Punkt 
R,  der  so  liegt  dass  M  die  Kitte  der  Strecke  OR  ist. 

Satz  13*.  —  Der  in  Satz  18  genannte  Zweig  giebtinK^ewei 
Zweige  (X,  <  — A),  die  die  Oerade  PqE  in  Punkten  S  berühren, 
die  so  liegen  dass  P^S  =  2  OM  ist. 

Satz  14.  —  Ein  Zweig,  der  sich  von  dem  in  Satz  13  ge- 
nannten  nur  dadurch  unterscheidet  dass  X'^t  ist,  giebt  in  Z, 
einen  OM  nicht  berührenden  Zweig  9^  Ordnung ,  dessen  TJrsprung 
so  auf  OM  liegt,  dass  OM^MR  ist. 

Satz  14*  —  Der  in  Satz  14  genannte  Zweig  giebt  in  K^ 
zwei  PqE  nicht  berührende  Zweige  fi^  Ordnung ,  deren  ürsprünge 
S  derart  auf  PqE  liegen ,  dass  PqS  =  2  OM  ist. 

§  12.    Nioht*i8otroper  Zweig  mit  auf  OIi  oder  01^ 
ausserhalb  O  liegendem  Ursprung. 

Seien  I|  und  I2  die  Ereispunkte  und  0I|  die  isotrope  Gerade, 
auf  welcher  der  ürsprung  P  des  Zweiges  {t ,  v)  liegt,  üm  diesen 
und  andere  F&lle,  wobei  eine  besondere  Lage  hinsichtlioh  der 
Ereispunkte  auftritt,  für  unsere  Betrachtungen  leichter  zug&ng- 
lich  zu  machen ,  wenden  wir  auf  die  ganze  Figur  eine  lineare 
Transformation  an,  die  die  Elreispunkte  in  zwei  im  EndUchen 
liegende  Punkte  (die  wir  ebenfalls  I|  und  I2  nennen)  transfer- 
miert.  Hierdurch  wird  man  in  die  Lage  versetzt  sich  auch 
diesen  Fall  durch  eine  reelle  Figur  (siehe  Fig.  3)  anschaulich 
und  klar  zu  machen.  Nur  hat  man  zu  bedenken ,  dass  zwei 
sich  senkrecht  schneidende  Gerade  in  zwei  Gerade  übergefahrt 
werden  y  deren  Schnittpunkte  mit  I|  I,  harmonisch  von  I|  und 
I2  getrennt  werden. 

Sei  P'  ein  Nachbarpunkt  von  P  (die  fiuchstaben  beziehen 
sich   auf  die  transformierte  Figur),    so  ist  PP'  sowohl  von  PI, 
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als  TOD  PI2  yerachiedeo.  Der  mie  F  korrespondierende  Punkt 
Bf  Ton  K|  wird  gefttoden  als  der  Schnittpunkt  der  Oeraden 
P'B',  die  durch  P'!,  uod  P%  harmonisch  von  der  Tangente  in 
F  getrennt  wird,  mit  der  Oeraden  OB',  die  durch  01,  und 
01^  harmonisch  von  OP  getrennt  wird.  Die  Oerade  FR'  ist, 
auch  bei  der  Limes,  yoq  0I|  verschieden,  wfthreod  die  Win- 
kel P'OI,  und  B^OI|  klein  uod  annfthemd  einander  gleich  sind. 


Fig.  a 

Hieraus  folgt ,  dass  zugleich  mit  P'  auch  B'  sich  dem  Punkt  P 
nahert,  sodass  der  Ursprung  B  des  korrespondierenden  Zweiges 
(^>  t^i)  ▼on  E]  ia  P  f&Ut.  Weiter  folgt  aus  der  Eonstruktion  y on 
OB',  dass  PP'  und  PB'  harmonisch  von  PI,  und  PF  getrennt 
werden,  wenn  F  der  Schnittpunkt  von  P'R'  und  OI2  ist;  bei  der 
Limes  werden  PP'  und  PR'  die  Tangenten  in  P  der  Eurven  C 
resp.  E, ,  wahrend  PF  zur  Oeraden  wird ,  die  durch  PI,  und  PI, 
harmonisch  von  der  Tangente  in  P  der  Eurve  C  getrennt  wird. 

22» 
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Für  die  ursprüogliche  Figur  heisst  dies: 

Die  Tangenten  in  P  der  Kurven  C  und  Z,  urn-den  van  PI^ 
und  der  Normalen  in  P  der  Kurve  G  harmoniscf^  getrennt  *). 

Die  Gerade  OF  schneidet  den  Zweig  {t^  v)  in  t  Punkten  P', 
sodass  OR'  den  Zweig  (f,,  V|)  in  t  Punkten  R'  schneidet. 
Weil  die  Limes  OP  von  OP'  keine  Tangente  des  Zweiges 
(^, ,  r,)  ist,  findet  man  t^  =  ty  also: 

Satz  15.  —  Ein  nichUiaotroper  Zweig  (ty  v)  mit  ausaerhcUb 
O  auf  einer  durch  O  gehenden  iaotropen  Geraden  liegendem  Ur- 
eprung  giebt  in  Ky  einen  nicht-iaotropen  Zweig  (^  Ordnung  mit 
demselben  ürsprung. 

Um  den  korrespondierenden  Zweig  (oder  Zweige)  von  K, 
zu  untersuchen,  suchen  wir  auf  welcher  Oeraden  ƒ  und  auf 
welcher  Geraden  A  der  Punkt  P  korrespondierende  Punkte  S 
bat  und  wieviele.  Der  Zweig  {t,  v)  wird  von  einem  Kreise 
mit  Radius  NuU,  der  sein  Zentrum  in  O  hat,  in  t  zusammen- 
fallenden  Punkten  P  geschnitten;  weil  jeder  Schnittpunkt  Yon 
C  mit  solch  einem  Kreise  einen  Schnittpunkt  yon  Ej  mit  der 
entsprechenden  Geraden  f  liefert  (siehe  §  7) ,  so  wird  Ej  von 
PqE  in  t  zusammenfallenden  mit  P  korrespondierenden  Punkten 
S  geschnitten.  Die  Gerade  OP  schneidet  den  Zweig  (^,  v) 
unter  einem  Winkel  ~  Bg  tg  K  —  1 ,  dessen  reprasentierende 
Gerade  OI,  ist  (siehe  §5,8.  323) ,  und  ist  fur  t  duroh  O  ge- 
hende  bewegliche  Gerade  zu  zahlen ,  die  (t ,  v)  unter  diesem 
Winkel  schneiden  (§  5,  Y);  weil  jeder  Fusspunkt  eiuer  durch 
O  gehenden  die  Kurve  C  unter  einem  Winkel  a  schneidenden 
Geraden  zwei  Schnittpunkte  von  K2  mit  der  entsprechenden 
Geraden  h  (die  mit  1q  den  Winkel  a  einschliesst)  liefert,  so  wird  E2 
von  PqIj  in  2t  mit  P  korrespondierenden  beweglicheo  Punkten 
S  geschnitten. 

Die  mit  P  korrespondierenden  Punkte  8  liegen  also  sowohl 
auf  PqE  als  auf  Pol,  und  fallen  daher  in  Po  *).  Weil  PqE  t 
in  Po  fallende  8chnittpunkte  8  und  P^l^  2t  in  Pq  fallende 
bewegliche  Schnittpunkte  8  (das  sind  Schnittpunkte,  die  Pq 
verlassen  wenn  man  P^I^  um  Pq  drebt)  zeigt,  so  wird  mit  (tj  v) 
in    K3  ein  Zweig  (^,  2t)  oder  zwei  Zweige  (it,  t)  mit  P^  und 


^)  Dies  (^It  auch  noch  daan  wenn  die  Tangente  in  P  von  C  darch  Ii  oder 
It  geht.  In  beiden  FAlIen  fallen  die  Tangenten  in  P  yon  C  und  X!|  zuaammen. 
In  allen  andrea  F&llen  ist  die  Tangente  von.  Kt  von  der  T-cmgente  von  C 
^erschieden  und  nicht  isotrop. 

*}    Was  auoh  daraus  folgt,  dass  PqQ  =  PO  =:  O  und  QS  =^  OB  =  O  ist. 
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PoT)  als  Urspning  und  Tangente  korrespondieren.  Isl;  t  unge» 
rade,  so  kann  nur  der  erstere  Fall  eintreten;  in  §  24  wird 
gezeigt  werden ,  daas  fur  gerade  t  immer  der  letztere  Fall 
eiQtritt.    Man  hat  also : 

Satz  15*.  —  Der  in  Satz  15  genannte  Zweig,  dessen  Ur- 
sprang  au  f  01^  (OJj)  liegt  y  giebt  in  Zj  einen  eimigen  Zweig 
(^  2  0  oder  zwei  Zweige  (\ty  f)  {je  nachdem  t  ungerade  oder 
gerade  isf}  mit  Po  als  ürsprung  und  Po  7a  {PqIi)  «te  Tangente. 

ISOTROPE  ZWKIGE. 

§  13.    Isotroper  Zweig  mit  ausserhalb  OIi  und  OT, 

liegendem  Ürsprung. 

Um  den  korrespondierenden  Zweig  (/,  ,  t?,)  von  E,  zu  unter- 
Buchen  wenden  wir,  wie  in  §  12,  auf  die  ganze  Figur  eine 
lineare  Transformation  an ,  die  I,  und  T,  in  zwei  im  Endlichen 
liegende  Punkte  transformiert  8ei  wieder  P'  ein  Nachbar- 
punkt  Yom  Ürsprung  P  des  Zweiges  (^ ,  t?) ,  und  B  und  R' 
die  entsprechenden  Punkte  von  Kj.  Ist  <y[  POP' ')  und  also 
auch  <2  ROR'  und  PF  erster  Ordnung ,  so  ist  der  Winkel  der 

Tangenten  in  P  und  P'  von  der  Ordnung  —  (siehe  die  Note  von 

8  335),  und  dies  ist  ebenfalls  die  Ordnung  des  Winkels,  den 
PR  und  P'R'  einschliesen.  Hieraus  folgt ,  dass  die  Limes  von 
RR'  (d.  h.  die  Tangente  des  Zweiges  (/j ,  v,)  in  R)  für  ^  >  9 
mit  RO ,  für  t  <C  v  mit  RP  und  für  t  =  v  mit  keiner  dieser 
beiden  Oeraden  zusammenfallt. 

Weil  OP  den  Zweig  (ty  v)  in  t  Punkten  P  sohneidet,  so 
schneidet  OR  den  Zweig  (^i,  t?,)  in  t  Punkten  R,  sodass 
^  +  t'i  =  ^  iBt  wenn  OR  Tangento  (also  ^  >  v) »  und  t^^t  wenn 
OB  keine  Tangente  (also  t^v)  ist. 

Da  die  Abstande  des  Punktes  R'  von  den  Geraden  RO  und 

RP  l»*«'re8p.7    Ordnung  sind,  ist  für  ^  >  i?    '         '  =  — ,  also 

t  tl  V 

(▼ermöge  /,  +  r,  =  t)  /i  =  r,    r,  =  ^  —  t? ;    für    t  <Cv  aber  ist 
'  =  — ,  also  (da  dann  /,  =  ^ist)  v,  =f?  -  t,  Mithin  finden  wir: 


')  Die   Buehstaben   bezieben  sleh   auf  die  transformierte  Figar;  sielie  Fig.  4. 
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Satz  16.  —  Ein  isoiroptr  Zweig  {i,  v)  (t > v) mU aueaerhalb 
0J|  und  OI2  liegendem  Ureprung  giebt  in  £j  dtne»  nicht-igoirapen 
Zweig  (t?,  t^v)  mit  au  f  der  iaotrapen  Tangente  de$  Zweiges 
(t,  V)  liegendem  Ureprung  und  durch  O  gehender  Tangente, 

Satz  17.  —  Ein  ieotroper  Zweig  (<,  v)  (t'^v)  mii  auaser- 
halb  OIi  und  OI2  liegendem  Ureprung  giebt  in  JT,  einen  Zvoeig 
fi^  Ordnung  mit  auf  der  ieotropen  Tangente  des  Zweiges  (t ,  17) 
liegendem  Ursprung  und  nicht  durch  O  gehender  Tangente.  Für 
t  =  v  iet  dies»  Tangente  van  der  des  ureprünglichen  Zweiges 
verschieden;  far  t<v  ist  es  ein  Zweig  (t^  v  —  f)  mit  dersethen 
ieotropen  Tangente. 


Figr.  4 

Um  die  korrespondierenden  Zweige  vod  E^  za  unienaoheii 
bemerken  wir,  dass,  weil  OP  *)  und  also  auch  QPq  endlioh  ist 
und     OP     die   Eurve  C  unter  einem    Winkel  Bgtg  V 1 

schneidet,  mit  P  in  Ej  zwei  yersohiedene  symmetrisch  zu  Pq 
auf  PqIi  liegende  Punkte  8  korrespondieren  (die  Tangente  in  P 
wird  als  durch  I|  gehend  vorausgeaetzt).  Eine  durch  8  gehende 
senkrecht  auf  /q  stehende  Gerade  /schneidet  den  Zweig  {t^^  v^ 


')    Die  BuohsUben  bexiehan  «ich  wieder  auf  die  unprOngliohe  Bignr. 
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in  t  Punkteu  8,  da  ein  durch  P  gehender  Ereis,  der  sein 
Zentrum  in  O  hat,  den  Zweig  (/,  t^)  in  t  Pankten  F  schaeidet 
Die  Gerade  PqS  aber  schneidet  den  Zweig  (f,,  v,)  in  v  Pankten 
S,  da  OP  für  v  die  Eurve  C  unter  einem  Winkel  Bgtg  y —  i 
Bchneidende  Oerade  zu  zahlen  ist  (^  5,  VI). 

HierauB  folgt,  dasa  Ine  t  y>v  die  Tangente  in  S  eenkreoht 
auf  Iq  steht  and  t^^v^  v^^t  —  v  ist ;  dass  f&r  < <  p  die 
Tangente  in  S  dnrch  Po  geht  und  t^^tj  V2^v — Met;  and 
dass  für  t  =  v  die  Tangente  in  S  nicht  senkrecht  anf  Iq  Bteht 
and  nicht  darch  Pq  geht  und  t^  =  t  ist.     AIso : 

Satz  16*.  —  Der  in  Satz  16  gmannte  Zweig ^  dessen  Tan- 
gente durch  lx  geht ,  giébt  in  K^  snvei  Zweige  (r ,  t  —  v)  mit  im 
Endlichen  aumerhalh  P^  auf  P^I^  liegenden  Ureprangen  und 
senkrecht  auf  1^  stehenden  Tangenten. 

Satz  17*.  —  Der  in  Satz  17  genannte  Zweig,  dessen  Tan- 
gente durch  7,  geht,  giebt  in  E^  zwei  Zweige  P^  Ordnung  mit 
im  Endlichen  ausserhalb  Pq  auf  Pq  J,  liegenden  ürsprüngen  und 
nicht  senkrecht  auf  Iq  stehenden  Tangenten  Für  t  =  v  gehen 
diese  Tangenten  nicht  durch  P^;  für  t<v  sind  es  zwei  Zweige 
(t^  V  —  O  mit  durch  Pq  gehenden  Tangenten. 


§  14.    Isotroper   Zweig   mit   aaf  01]    o  der   OI^ 

liegendem    Ursprung. 

Anf  ahnliche  Weise  wie  im  Vorhergehenden  finden  wir: 

Satz  18.  —  Ein  isotroper  Zweig  (t,   v)  mit  ausserhalb   O 

liegendem  Ursprung  und  durch  O  gehender  Tangente  giebt  in  Z, 

einen  Zweig  {t,  v)  mit  demselben  Ursprung  und  derselben  Tangente. 

Satz  18*.  —  Der  in  Satz  18  genannte  Zweig ,  dessen  Tangente 

durch  J,  geht,  giebt  in  K^  einen  einzigen  Zweig  (t  +  Vj  2  0  ader 

t  +  v 
zwei  Zfwenge  (-^— ,  O  U^  nachdem  t-\-v  ungerade  ader  gerade 

ist)  mit  Pq  und  Pq  I^  als  Ursprung  und  Tangente. 

Satz  19.  —  Ein  Zweig  (t,  v)  mit  auf  Qly  ausserhalb  Ound 
lx  liegendem  Ursprung  und  durch  Jj  gehender  Tangente  giebt  in 
Èi  einen  Zweig  (t,  v)  mit  demselben  Ursprung  und  derselben 
Tangente. 

Satz  19*.  —  Der  in  Satz  19  genannte  Zweig  giebt  in  K^ 
einen  einzigen  Zweig  (t^  ^t-^-^v)  oder  zwei  Zweige  (\t^  t  +  v) 
(je  nachdem  t  ungerade  oder  gerade  ist)  mit  Pq  und  Pq  I^  als 
Ursprung  und  Tangente. 
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Satz  20.  —  Ein  isotroper  Ztoeig  (t,  v)  mit  in  O  faUendem 
Ürsprung  giebt  in  Zj  einen  Ztoeig  {t ,  v)  mit  demselben  Ursprung 
und  deraelben  Tangmte. 

Satz  20*.  —  Der  in  Satz  20  genannte  Zweig  giebt  in  Kleinen 
eimigen  nicht-isotropen  Zweig  2t-\-v^  Ordnung  oder  zwei  nicht- 
isotrope  Ztoeige  t  +  lv^  Ordnung  {je  nachdem  v  ungerade  oder 
gerade  ief)  mit  in  Pq  fallendem  Ursprung  und  nicht  eenkrecht 
auf  l^  stehender  von  l^  verschiedener  Tangente^ 

ZWBIGB  MIT   IM   UnENDLIGHEK   LIEGENDEM  UrSPRüKG. 

§  15.    Asymptotischer  Zweig  mit  nicht  dnroh 

O   gehender    Asymptote. 

Nimmt  man  O  als  Ursprung  und  die  y-Aohse  der  Asymptote 
des  Zweiges  {ty  v)  parallel,  so  wird  die  PüiSEUx'sche  Entwick- 
lung  dieses  Zweiges: 

y  =  a{x  —  h)     '+.... 

Sei  P  der  (im  ünendlichen  liegende)  ürsprung  des  Zweigee. 
Drebt  man  OP  urn  O  einen  kleinen  Winkel  erster  Ordnung, 
so  lost  sich  der  Schnittpunkt  P  in  ^  Schnittpunkte  P'  auf, 
wahrend  OP'  (und  auch  die  y  von  Y)  von  der  Ordnung  —  1 
ist  *).     Weiter  ist: 

£-1-.  •  '+• 

dx  V  V  ' 

woraus  man  sieht,  dass  die  Tangente  in  P'  mit  der  Asymptote 

(und   also    auch   die  Normale  in  F  mit  der  Normalen  OR  auf 

t  4-9 
der  Asymptote)  einen  kleinen  Winkel  von  der  Ordnung  

einschliesst.  Weil  <J  ROR'  =  <I  POF  also  erster  Ordnung 
ist,  gilt  dies  auch  für  <2  ORT^  sodass  OR'  Ton  der  Ordnung 
—  2  ist.  Hieraus  folgt,  dass  der  Zweig  (^t»  ^i)  ^^  ^^^ 
unendlich  fernen  Punkt  R,    dessen  Richtung  senkrecbt  auf  der 


■)    Siehe  die  Kote  1  Yon  8.  387. 
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VOD    P   steht ,    die  unenlich  ferne  Gerade  laa  berührt  und  dase 
1^^  =  2  ist  *).     Da   OP    den    Zweig  {t ,   v)  in  t  Punkten  P 

und    also    OR   den    Zweig  (/, ,    Vi)  in  t  Punkten  R  schneidet, 
hat  man  f^=^t  und  mithin  auch  v^  =z  t  ^  also: 

Satz  21.  —  Ein  asymptotiècher  Zweig  (<,  v)  ntit nicht durch 
O  gehender  Asymptote  giebt  in  ^,  einen  parabolischen  Zweig 
(t,  f),  dessen  Asymptotentichtung  senkrechtaufderdesursprüng- 
lichen  Zweiges  steht. 

OR'  Q'8' 

^  ^^  np/a  ^  '*'**  f\'j>  a  ®^^'^®^  ^8*>  ^  berühren  die  beiden 

mit  (^,  v)  korrespondierenden  Zweige  (^21  ^a)  ^^^  ^a  ^^^  Gerade  l» 
in  dem  unendlich  fernen  Punkt  E ,  dessen  Richtung  senkrecht 

auf  /o  s^eht ,  und  ist =  2.     Rückt  eine  durch  E  gehende 

V2 

Oerade  f  ins  Unendliche,  so  nahem  sich  2t  Punkte  S'  dem  E, 

weil  ein  in  die  doppelte  Gerade  Zoo  zerfallender  Ereis  den  Zweig 

(tj  v)  in  2t  Punkten  P  scbneidet.  Für  jeden  der  beiden  Zweige 

(^2)  ^2)  hat  man  also  v^^ty  t^^^t 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  indem  man  die  Schnitt- 

punkte    mit  der   Geraden   f  in    Yerbindung  mit  den  Schnitt- 

punkten  mit  einer  sich  um  Pq  drehenden  Geraden  A  betrachtet. 

Nahert  sich   h  der  Geraden  PqE  ,  so  rücken  2t  auf  h  liegende 

Punkte  8'  ins  Unendliche  ,  weil  t  Fusspunkte  durch  O  gehender 

die  Eurve  C  unter  einem  Winkel  a  schneidender  Geraden  sich 

dem   P  nfthem,    wenn  cc  su  Null  wird  (§  5,  VIII),  und  jeder 

dieser  Fusspunkte  zu  zwei  auf  h  liegenden  Punkten  S'  Anlass 


^}    Wftre   lao    keine  Tangente  dei  Zweigea  (<,  .  «O,   so  würde  OB'  von  der 
OrdouDg —  1  sein,  wenn  die  Asymptote  des  Zweiges  (/i,  Vi)  nicht,  und  vonder 

Ordnung —  >  ^  i  ,   wenn   diese  è  symptote  wohl  dorch  O  ginge.    Die 

Tangente   in   R   moss  also  /«  sein.    W&hit  man  die  y-Acbse  durch  R,  so  wird 
die  Pui8Buz*sche  Entwicklung  des  Zweiges  Ui ,  «1) : 

ti  +  tfi 


y  rz  aa      ^i     +  . . . . 

Eine    Gerade    d;  =  Xy,    die    mit   OB   einen   kleinen    Winkel   erster   Ordnung 
einschliest  (sodass  auch  X  erster  Ordnung  ist)  scbneidet  den  Zweig  in  ti  Punkten 

R',  deren   Entfemung  von   O   von  der  Oidnun^  —  >  "J"    ■  ist,   woraus  folgt: 
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giebt.     Da    diese   2t  Punkte  S'  nch  über  zwei  Zweige  (/^f  ^a) 
verteilen  und  P^E  keioe  Tangente  ist ,  hat  man  ^  s=  ^. 

Auf  beide  Weisen  finden  wir  also: 

Satz  21*.  —  Der  in  Satz  21  genannte  Zweig  giebt  in  K^ 
zwei  parabolische  Zweige  {t ,  Q  mit  dem  unendlich  femen  Punkt 
E,  dessen  Richiung  senkrecht  auf  ^  steht,  als  gemeinsamem 
Ursprung. 

§16.    Zweig  mit  durch  O  gehender  Asymptote. 

Mit  demselben  Achsensystem  wie  in  §  15  wird  die  PüiSBUX'aehe 
Eotwickluog  des  Zweiges  (^,  v): 

y  =  ax     ^  +  ,  .  .  . 

Schneidet    man    diesen    Zweig  durch  eine  Gerade  x^-Xy,  die 

einen  kleinen  Winkel  erster  Ordnung  mit  der  Asymptote  ein- 

schlieest ,  so  wird  die  y  der  t  -i-  v  Schnittpunkte  F'  (also  aacb 

t 
OP')  von  der  Ordnung Die    Richtung   der  Tangente 

^  4-  f? 

in  P'  wird  gefunden  aus: 

i±? 
^=-a— a?"   '= LX^_±.x-i. 

€lx  V  V        X  V  * 

Die  RichtungskoefBzienten  der  Normalen  in  P'  und  O  auf 
C  resp.  OP'  sind  —  X  und  —  X ,   sodass  beide  Normale  einen 

Winkel  erster  Ordnung  einschliessen.  Da  OP'  von  der  Ordnung 

t                                                             t                    2^+9 
—  :; ist,  80  wird  OR'  von  der  Ordnung ; 1  = : — , 

sodass  (weil  diese  Ordnung  <  —  1  ist)  /»  Tangente  des  Zweiges 

(^1,  V,)  und  ^^-^  =  ?^^  ist   (siehe   die   Note  von  8.  349). 

Der  Zweig  {t ,  v)  wird  von  OP  in  t-\-v  Punkten  P ,  also  der 
Zweig  (^1 ,  r,)  von  OR  in  ^  + 1^  Punkten  R  geschnitten , 
woraus  folgt :  ^|  =  ^  +  v  ,  Vy^L     Daher  finden  wir: 

Satz  22.  —  Ein  asymptotischer  Zweig  (t,  v)  mit  durch  O 
gehender  Asymptote  giebt  in  Ki  einen  parabolischen  Zweig  (t  +  r,  O, 
dessen  Asymptotenrichtung  senkrecht  auf  der  des  ursprünglichen 
Zweiges  steht. 
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Auf  zwei  Weise  l&sst  sich^  fthnlioh  wie  in  §  15,  zeigen: 
8a tz  22*,  -    Der  in  Satz  22  geiMmnit  Zweig  giebt  in  K^ 

zwei  parabolisc?ie  Zweige  (t  +  v,  Q  mit  dem  Punkt  E  als  ge- 

meinsamem  Uroprung. 

§  17.     Parabolischer  Zwoig. 

W&hlen  wir  die  y-Achee  durch  den  uneadlich  fernen  Ursprung 
des  Zweiges  (^,  t?),    so  wird  seine  PuiSEUx'sche  Ëntwicklung : 

y  =  aa?   *  +  . . . , 

worauB   sioh   mittelst   der   in  den  beiden  vorigen  Paragraphen 
entwickelten  Methode  leicht  zeigen  l&sst: 

S  a  t  z  23,  —  Mn  parabolischer  Zweig  {f,  v)  giebt  in  Zi  einen 
paraboliscken  Zweig  (^  t-\-v)j  dessen  Asymptotenrichtung  senk- 
recht  auf  der  des  ursprumglichen  Zweiges  sieht. 

Satz  2S*.  —  Der  in  Satz  28  genannte  Zweig  giebt  in  K^ 
zwei  parabolische  Zweige  (t^  t-\-v)  mit  dem  Punkt  E  als  ge- 
meiiMam&n  Ursprung. 

§    18.    Zirkulftrer   Zweig   mit   nicht   durch   O 

gehender  Asymptote. 

Man  sieht  sofort,  dass  der  Ursprung  Ii  des  zirkularen  Zweiges 
(^,  v)  auch  Ursprung  des  korrespondierenden  Zweiges  (^i,  v{) 
Yon  E,  ist,  weil  die  Normale  von  C  in  I^  mit  der  Tangente 
in  II  zusammenfallt  ^)  und  die  Normale  in  O  auf  OIi  die 
Oerade  OIi  sebst  ist,  die  die  erstgenannte  Normale  in  I, 
sohneidet. 

Sei  P^  ein  Naohbarpunkt  von  I)  und  \{?\  also  auch  <}  IiOP', 
erster  Ordnuug  (dies  bezieht  sich  auf  die  linear  transformierte 
Fig^r;  siehe  Fig.  5).  Dann  ist  auch  <g[  I,OR'  und  daher  auch 
I,R'  erster  Ordnung,  sodass  <[  I,P'R'  und  <[  I,RT'  gleicher 
Ordnung  sind.  Weil  <I  I|P'R'  unendlich  klein  ist ,  so  ist  auch 
<}  IjRT'  unendlich  klein ,    d.  h.  bei  der  Limes  fallt  T,R'  auf 


i)    Diese    Tangente    Ut   nftmlich    zugleieh   Taagflnte  des    korrespondiereq^oq 
Zweig«8  d«r  Evolute  (dehe  %  4,  Yin,  IX  und  X). 
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die  YerlftDgening  yoh  IfP',  sodass  die  Zweige  (tj  r)  and  (t^ ,  r,) 

in  I|  dietselbe  Tangenie  haben. 
Da     luan     wieder     leicht     findet,     daas    OIj     den     Zweig 

(t^^  t^i)  in  i  Punk- 
ten  I,  Bchneidet, 
ist  ^,  =  t,  Nen- 
neo  wir  a  den 
Winkel,  deo  1,F 
mit  der  Tangeote 
in  I|  eioBchlieast, 
80  ist  der  Winkel, 
den  IiP'  mit  der 
Tangente  in  P 
bildet ,  ann&hemd 

V 

—  a.  Der  Winkel 
t 

IiFB'istalBoanch 

—  a  und  (da  IiP 
and   I,B'   annah- 


Fig.  5. 


erod  eiuander  gleioh  sind)  ebenfalls  der  Winkel  I]RT'.    Hieraas 

folgt,  dasB  der  Winkel,  den  T,R'  mit  der  Tangente  in  I,  bil- 

t "  2v 
det,  gleich  a   ist.    Daher   sind   die  Winkel,   die  I,P' 

und  IjR'  mit  der  Tangente  io  I|  einschliessen ,  fur  t^2v 
gleicher  Ordnung,  w&hrend  für  t  =  2v  der  letztere  Winkel 
böherer  Ordnung  ist,  woraus  weiter  folgt,  issstuTi^2v 
t;,  =  t?  ist,  für  f  =  2  I?  aber  t?|  >  v.    Mitbin  finden  wir  : 

Satz  24.  —  Ein  zirkuldrer  Zweig  {t,  v)  mit  nicht  durch  O 
gehender  Asymptote  giébt  in  Z,  einen  Zweig  fi^  Ordnung  mit 
demselben  üreprung  und  deraelben  Tangente,  Die  Klasse  des 
Zweiges  von  K^  ist  :=  v  oder  >  t; ,  je  nachdem  t^2v  oder 
tz=:z2v  ist. 

Nehmen  wir  fur  einen  Augenblick  an ,  dass  mit  dem  Zweig 
(tj  v)  nur  ein  Zweig  (<2,  Tj)  von  K^  korrespondiert.  Eine  ins 
ünendliche  rückende  senkrecht  auf  l^  stehende  Gerade  f 
Bchneidet  den  Zweig  (^^f  ^2)  ^^  ^  beweglichen  Punkten  S^  da 
ein  Kreis  mit  O  als  Zentrum  und  unendlich  werdendem  Radius 
den   Zweig   {t ,   9)   in    ^  beweglichen  Punkten  P'  schneidet  *). 


')    Die  Buchataben  beriehen  nch  wieder  auf  die  ursprQngUche  Figttr. 
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Ferner  wird  der  Zweig  (t^^  v^  von  PJ,  in  2v  Punkten  S 
gesobnitten ,  da  diese  Schnittpunkte  aus  deo  beweglichen  Fass- 
puakten  der  durch  O  geheadeo  die  Eurve  C  unter  einem  Win- 
kel Bg  tg  V  —  1  sohneidenden  Oeraden  entstehen  ;  r  dleser 
Fusspunkte  geboren  dem  Zweig  {t ,  t')  an  (§  6 ,  II)  and  diese 
geben    2v    dem    Zweig    {t^,  V2)  angehörige  Schnittpunkte  mit 

PoI|. 

HierauB   folgt,    daas   I,    Ursprung   des   Zweiges  (ti,  V2)  ist, 

ijBL   dieser  Zweig  sowobl  von  la>  als  von  PqIi  geschnitten  wird. 

Weil   die  Anzahl  der  in  I,  fallenden  Schnittpunkte  t  resp    2v 

betragt,  ist  fur  <  >  2  p    L  Tangente  und  /^  =  2  r,  r^  =  ^  —  2  e?, 

wahrend  für  ^  <  2  r    Poli  Tangente  und  t2  =  t,  f?a  =  2  1?  —  t  ist. 

Hieraus  siebt  man ,  dass  die  Annabme ,  dass  mit  dem  Zweig 

{t,    v)  nur   ein  Zweig  von  K,  korrespondiert ,  immer  dann  zu- 

treffen   muss   wenn   t    ungerade  ist,  w&hrend  in  §  24  gezeigt 

werden    wird ,   dass   diese    Annabme    nur   dann  zutrifft ,    und 

dass   also   für   gerade   t   mit   dem   Zweig   (t ,  v)  zwei  Zweige 

(r,    \t  —  v)    bezw.    (i^,  t?  —  i^)    korrespondieren.    Für    t:=2v 

liefert  der  Zweig  (/,  r)  in  K2  zwei  Zweige  v*^  Ordnung  mit  I, 

als   Ursprung  und    symmetriscb    zu   Pq   liegenden  von  /«  und 

PqIi  versobiedenen  Tangenten. 

Wir  finden  also : 

Satz  24*.  —  Der   in   Satz  24  genannte  Zweig,   der  seinen 

Ursprung  in  J,  hat,  giebt  in  K2' 

a.  für  t  <  2v  einen  einzigen  Zweig  (t,  2v  —  t)  oder  zwei  Zweige 

Wi  v  — èO  ije  nachdem  t  ungerade  oder  gerade  ia  f)  mit 

Ji  als  Ursprung  und  PJ[^  als  Tangente; 

h,  für  t>2v  einen  einzigen  2koeig  {2Vj  t  —  2v)  oder  zwei  Zweige 

(v,  it  — 17)  {je  nachdem  t  ungerade  oder  gerade  isf)  mit  J, 

als  Ursprung  und  lao  als  Tangente ; 

c.   für   t=^2v   zwei  Zweige  v^  Ordnung  mit  I^  als  Ursprung 

und  von  (»  und  P^^  verschiedenen  Tangenten. 

DRITTER    AB3CHN1TT. 

Plücker'schb  Charakterb  der  Eürve  e,. 

§  19.    Ordnung  n^  von  Ej. 

Auf  zwei  Weisen  l&sst  sicb  die  Ordnung  nj  der  festen  Polar- 
kurve  Ei  leicbt  bestimmen ,  namlicb  mittelst  der  Schnittpunkte 
mit  einer  beliebigen  durcb  O  gehenden  Geraden  m  und  mit- 
telst der  Sobnittpunkte  mit  /oo. 
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Eine  duróh  O  gehende  Gerade  schoeidet  E,  in  n  —  T 
bewegUchen  Puokteo  (Satz  1),  sodass  zur  Bestimmung  Yon  n^ 
noch  die  Ordnung  T,  von  O  als  Punkt  von  K|  gefunden  werden 
mu88.  Zweige  tod  K,  ,  die  ihreo  Uroprung  in  O  haben  ,  konnen 
nur  auB  Zweigen  von  C  mit  durch  O  gehender  ürspranganor- 
malen  entstehen ;  die  8&tze  des  Yorigen  Abschnittes  zu  Rate 
zieheud  findet  man ,  dass  hierbei  nnr  die  in  den  Sfitzen  8 ,  9, 
10,  11  und  20  genannten  Zweige  von  C  in  Betracht  kommen. 
Vermöge  dieser  Satze  findet  man  fur  die  Ordnung  T,  von  O 
als  Punkt  von  E| : 

JT,  =  23»  +  £^e  +  2,0 (<  +  ^)  +  2„  (^  -  t^)  +  2aoe. 

Hierin  bedeutet  z.  B.  291;  die  Summe  der  Klassen  aller  in 
Satz  8  genannten  Zweige  von  C. 

Diesen  und  derartige  Ausdrücke  werden  wir  immer  00 
umzuformen  suchen ,  dass  keine  Summierungen  stehen  bleiben , 
die  auch  in  dem  allgemeinen  Fall  (dass  C  keine  Punktsingu- 
laritaten  und  keine  besondere  Lage  hinsichtlioh  des  ünend- 
lichen  und  des  Punktes  O  hat)  auftreten.  In  dem  allgemeinen 
Fall  tritt  aber  in  dem  Ausdruck  fur  7\  nur  das  zweite  Glied 
auf,  das  dann  der  Klasse  der  Evolute  gleich  ist. 

Vermöge  der  in  §  4  genannten  Eigenschaften  betr&gt  die 
Klasse  der  E  volute  k-^n  —  c  —  <r.  Vergleicht  man  diese 
Anzahl  mit  der  der  durch  O  gehenden  Tangenten  der  Evolute , 
mit  ihrer  mittelst  des  Stolz— Shith  — HALPHEN'schen  Satzes 
bestimmten  Multiplizitat  in  Rechnung  gezogen ,  so  findet  man : 

k  +  n  -  €-(F  =  2g^^-2,e  +  X,o(^  +  A)  +  2„e-f-2:,^4- 
Nun  ist  die  Ordnung  von  O  als  Punkt  von  C: 

r=2„e  +  2,2e  +  2i3e  +  i:i4<  +  2aoe.   ...   6) 

und  die  Summe  der  Klassen  von  0I|  und  01,  als  Tangenten 
von  C : 

F  =  2,3f;+2^r, 7) 

sodass  wir  finden: 

iV  =  i  +  n  — € -(F- r—F=28t?  4- 2o<+  2,o(«  +  X)  .     8) 

Hierin  ist  N  die  Anzahl  der  durch  O  gehenden  nicht-isotropen 
Normalen  von  C  mit  ausserhalb  O  liegenden  Fusspunkten 
(siehe  §  4). 
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Für  die  OrdnuDg  tod  O  als  Punkt  von  E,  findet  man  also: 

hierin  ist  V  =  2,i  (^  —  r)  4-  S^^  vermöge  §  4  die  Summe  der 
Ordnungen  derjenigen  Zweige  der  Evolnte  von  C,  die  ihren 
Ursprung  in  O  haben  and  aus  Zweigen  von  C  entstehen ,  die 
eben&IlB  ihren  Ursprung  in  O  haben. 

Die  Ordnung  fi|  der  Kurve  Ei  wird  daher: 

w,=i  +  2n-€-.<r  —  2r-hï^-I^=JV+2^H-n-r.lO) 
Also  finden  wir: 

Satz  25.  —  Bi^  feste  Polarkurve  Zj   ist  von  der  Ordnung 

N+T^  +  n  —  T 

mit  einem  {N  +  T")  -  fachm  Punkt  in  O.  Ihre  Tomgenten  in  O 
8%nd  die 

JV  =  *  +  n  —  €  —  <r  —  r  —  F 

durch  O  gehenden  nicht-ieotropen  Normalen  von  G  mit  auaaerhalb 
O  liegendem  Fusepunkt  und  die 

r  =  ^,  (t  —  v)  +  ^^t 

Normalen  mit  in  O  liegendem  Fus^unkt  und  Kmtmmungezentrum^ 
jede  dieeer  leiztgenannten  Normalen  mit  einer  Multiplizitdt  gleich 
der  Ordnung  des  zugehörigen  Zweiges  der  Evolute  von  G  in 
Bechnung  gezogen;  d,  h.  T^  ist  die  Summe  der  Ordnungen  der- 
jenigen Zweige  der  Evolute  von  (7,  die  ihren  Ursprung  in  O 
haben  und  o^as  ebenfalls  ihren  Ursprung  in  O  habenden  Zweigen 
von  G  entstehen  O- 

Die  Ordnung  n^  yon  E|  lUsst  sich  auch  aus  den  Schnitt* 
punkten  mit  /»  leicht  bestimmen.  Unendiioh  ferne  Punkte 
yon  E,  können  nur  aus  den  in  den  SStzen  7 ,  12 ,  21 ,  22 ,  28 
und  24  genannten  Zweigen  von  G  entstehen.  Diese  Satze  zu 
Bate  ziehend  findet  man  : 


^)  Dieser  Bats  ist  allgemeingOltig  (d.  h.  auch  wenn  O  zirkulftre 
Zweige  mit  durch  O  gehenden  Asymptoten  und  zirkulftr-parabolische  Zweige 
hat),  wenn  man  nur  unter  T'  auch  die  Ordnungen  derjenigen  Zweige  der  Bvolute 
mitK&hlt,  die  ihren  Ursprung  in  O  haben  und  aus  zirkulftren  Zweigen  von  G 
entstehen.  Soich  ein  lirkulftrer  Zweig  muas  dann  ein  in  $  4,  X  genannter 
Zweigsein,  der  sein  Krümmungszentrum  in  O  hat).  Die  Bedeutung  von  H  bleibt 
dieeelbe.  der  Ausdruek  i-|-«  —  e  —  «r  —  T  ^  F  für  H  aber  muss  DOch  urn  ^  —  2t 
verkleinert  werden  fÜr  jeden  zirkulftren  Zweig  (/ ,  t)  von  O  mit  durch  O  gehender 
Asjmptote,  der  von  seinem  oakulierenden  Kreis  mit  O  als  Zentruminfizusammen- 
fallenden  Punkten  geschnitten  wird. 
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Nun  folgfc  auB  den  Schnittpunkten  von  C  mit  /<»  : 

n  =  Sai<  +  Saa^  +  ^{t  +  r)  +  S^^e, 
oder ,  weil  Ss^  t?  =  <t  and  ^t  =  c  ist : 

n  — €  — <T  =  Sa,^+Sa2^  + 2aj^        ...      11) 
w&hrend  aus  den  darch  O  gehenden  Tangenten  von  C  folgt : 

oder  vermöge  (6)  und  (7) : 

Yermöge   der  Beziehungen  (6),  (11)  und  (12)  findet  man  also 
für  Wj : 

fii=*:+2n— £  — <r  — 2r—  V+  2,,  (^  — ©)  +  Sao*» 

wie  wir  auch  oben  fanden. 

Weiter  hat  man  noch: 

Die  Ordnung  eines  jeden  der  Ereiapunkte  als  Punkte  von  Zj 
ist  dieselbe  als  die  Ordnung  dieser  Punkte  als  Punkte  von  C ,  d.h. : 

§  20.    Elasse  k^  der  Kurve  E,. 

Die  Klasse  k^  der  Eurve  K,  wird  aus  ihren  durch  O  gehen- 
den Tangenten  gefunden.  Weil  O  ein  mehrfacher  Punkt  yen 
E|  ist,  80  ist  dieser  Punkt  vermoge  der  S&tze  8,  9,  10,  11  und 
20  für 

28  (P  +  O  +  2:92^  +  2,0  (2t  +  X)  +  2„«  +  2^(^  4-  v) 

Berührungspunkte  durch  O  gehender   Tangenten  zu  z&hlen^). 
Die  Anzahl  der  ausserhalb  O  liegenden  Berührungspunkte  (die 


1)  Diea  Ut  nicht  mehr  der  Fall  wenn  C  zirkulflre  Zweig«  {t ,  t)  mit  durch  O 
^henden  i^symptoten  hat.  Wird  solch  ein  Zweig*  von  seinem  oekuliereodea 
Kreis  mit  O  als  Zentrum  in  fi  zusammenfallenden  Punkten  g^eschnitteo ,  so 
kommt  der  TJrsprung'  des  korrespondierenden  Zweiges  von  Kj  im  Endlichen  zq 
liegen  wenn  /<  ^  9f  ist ,  wfthrend  far  fi  <  3/  in  Kj  ein  Zweig  (Si  —  ft ,  fi  —  t) 
mit  demaelhen  Ursprung  und  derselben  Asymptote  entsteht 

*)  Ist  O  Ursprung  eines  Zweiges  (f,  ,  r,)  von  Kj ,  so  z&hlt  dieaer  Ursprung 
vermöge  des  in  $  2  besprochenen  Satzes  van  Stolz  ,  Halpbbn  und  Stbpbbn 
SifiTB  für  ty'\-Vi  der  ki  Berührungspunkte  der  durch  O  gehenden  Tangenten. 
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aii8   dén   in  den    S&fczen   6,    7,  12,  13,  16  und  18  genannten 
Zweigen  von  C  entsteheo)  betragt: 

Die  Klasse  von  K]  wird  daher : 

+  H,,^  +  ^i^  +  2i3  (^  -  A)  +  X,e  (t-v)+  Xiat?  +  X^^  (^  +  v). 

Diesen  Ansdruck  formen  wir  wieder  so  um,  dass  nnr  Sum- 
mieningen  stehen  bleiben ,  die  im  allgemeinen  NuU  sind.  Nnn 
treten  im  algemeinen  nnr  das  zweite  Olied  (das  dann  den  Wert 
k  hat)  und  das  yierte  Glied  (mit  dem  Wert  2A;4  2n)  auf, 
Bodass  wir  dazu  gefuhrt  werden  den  Ansdruck  fur  ki  mit  dem 
fQr  3A;  +  2n  zu  vergleichen.  Mittelst  der  Gleichnngen  (8)  und 
(12)  findet  man  dann: 

Ar,  =  3A?+  2n--  2€  -  2<T  -  ST—2r  +  j:^(t  -v)  +  ij{t  —  v)  + 
^^it- v)—J:^o\  +  X„  (^-  r)  +  X,a(^-  t^)  -  X,3X  -  Xu«  + 

+  Xio  (^  —  t?)  +  Xao^  —  XaaV. 

Nun  ist  vermöge  der  in'§  4  genannten  Satze  die  Ordnung 
T  von  O  als  Punkt  der  Evolute  von  C 

r  «  X,oX  +  X|,  (e  —  f))  +  Xao*  ==  X,oX  +  2^. 

Weiter  werden  wir  ^^v,  die  Summe  der  Klassen  der  asym- 
ptotischen  Zweige  mit  durch  O  gehenden  Asymptoten ,  W 
Dennen ,  wodurch  der  Ausdruck  ffir  k^  übergeht  in : 

kt  =3Jfe4-2tt-  2€— 2a— 3  T—  T'+2  r'-^2  F—  Tr+X5(^~t;)+X,(^— 1^)+ 

+X8(*-fc)+Xi2(^^t))-X,3X-X,4«+X,e(^-f).       '  •  ' 

TJm  diesen  Ausdruck  weiter  umzuformeu ,  benutzen  wir  die 
▼on  Halphen  ^)  eingeführten,  einander  dual  gegenüberstehenden 


^)  Liegt  O  auf  d«T  Tangente  al)er  nicht  im  ürspruBg  des  Zweiges  {ti ,  ti) 
TOD  "Ki ,  so  zAhlt  der  Urspruog  ^ermöge  des  ST0Lz-BiiiTB-HALPBEN*8chen  Batces 
Akr  91  BerabruDgspunkte  durch  O  gehender  Taugenten. 

*)  Sur  la  recherche  des  points  d'aoe  courbe  algébrique  plane ,  qui  satisfont  k 
une  condition  ezprimée  par  uue  équation  différeutielle  algébrique ,  et  sur  lee 
queetioDS  analogues  dans  réspace,  Jonmatde  Liouoille  (3)  /. 2  (1676)',  p.  267—290, 
371-409  (sp^.  p.  275). 

28 


_.j 
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Begriffe  ^effektive  SpUzen*^  uad  ^effèkiive  Jnftektumen^^^  die 
folgendermasseii  defiuiert  werden : 

Die  effekttpen  SpiUsm  sind  die  Ursprtinge  der  Zweigt ,  fsr  welehe 
die  Ordnung  t  gröseer  als  die  Klasse  t?  iet ;  aolch  ein  Ur»prtmg 
iet  für  t  —  V  effektive  Spitzen  zu  rechnen. 

Die  efféktiven  Inflektionen  eind  die  Ureprünge  der  Zweige, 
für  welehe  v  >  t  iet;  eolch  ein  Uraprung  iet  fürv  —  t  effektive  Inflek- 
tionen zu  rechnen. 

Für  eine  Kurve  mifc  nar  PLüCKBR*Bchen  SiDguIaritaton  ist 
die  Anzahl  der  efféktiven  Spitzen  gieich  der  der  Spitzen,  die 
Anzahl  der  efféktiven  loflektionen  gieich  der  der  Inflektionen. 

Die  Glieder  ^^{t  —  9),  £g(^  —  v)  and  £,q(^  —  v)  beziehen 
Bich  aaf  Zweige ,  für  welehe  ^  >  1;  iet ,  and  sind  also  Anzahlen 
effektiver  Spitzen.  Das  O  lied  D,  (^  —  v)  aber  bezieht  nch  auf 
Zweige  mit  darch  O  gehenden  nicht  isotropen  Tangenten,  sowohl 
für  tZ>v  als  für  t<iv.  Für  dieses  Glied  schreiben  wir 
2',  (^  —  ^)  ^  ^%(*^~0»  ^ö  ^'1  wch  auf  Zweige  bezieht, 
für  welehe  ^  >  1;  ist,  £'\  aaf  Zweige ,  für  welehe  ^  <  9  iat.  Nao 
ist  aber 

die  Anzahl  der  aasserhalb  0I| ,  OL^  and  l  liegenden  effektiyen 
Spitzen  yon  C,  welehe  Anzahl  wir  k  nennen.  Weiter  ist 
£'^,  (v— ^)  + £i2(r— O  die  Anzahl  der  im  Endlichen  liegenden 
efféktiven  inflektionen  mit  duroh  O  gehenden  nicht-isotropea 
Tangenten  (mit  Inbegriff  des  Falies,  dass  O  Ursprung  der 
Inflektion  ist);  diese  Anzahl  nennen  wir  (.  Schreiben  wir 
schliesslich  q  für  ^^^  -h  i;,^^,  so  finden  wir: 

S  a  t  z  26.  —  Die  KJMee  ky  der  Kurve  K^  iet  gieich : 

A,=8ft  +  2n+ic'--2€  — 2<F— ST— r  +  2r^  — 27— TT— 5— n-lS) 

Hierin  iet  T'  die  Ordnung  von  O  ale  Punkt  der  Evolute  van  C, 
W  die  Summe  der  Klaesen  aller  asymptotiechen  Zweige  von  G 
mit  durch  O  gehenden  Asymptoten ,  k^  die  Anzahl  ihrer  ausser- 
halb  Olif  OI2  und  {»  liegenden  efféktiven  Spitzen,  Z  die  Anzahl 
ihrer  im  Endlichen  liegenden  efféktiven  Inflektionen  mit  durch 
O  gehenden  nicht-isotropen  Tangenten  und  n  eine  Abkürsung  für 

\Veiter  sieht  man  aus  den  Satzen  des  vorigen  Absohnittes  sofort: 
Die  Klasse  ai  von  l»  als  Ta/ngente  von  Zj  ist: 

(Tl  =n  — €         (allgemeingüUig}. 
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Klassen  von  01^  und  01^  als  Tangenten  von  Z,  eind  gleieh 
den  Klassen  dieser  &eraden  als  Tangenten  von  C,  also: 

r,  =  r. 

§  21.    Spitzen  und  übrige  Singularitaten  von  E|. 

Die  Anzahl  ic,  der  Spitzen ,  denen  die  Singularit&ten  Yon  E| 
Squivalent  zu  setzen  eind  (siebe  §  3),  wird  gefunden  indem 
man  ti  —  1  far  alle  Zweige  von  K,  Bummiert.  Sind  die  Singa- 
laritftten  von  C  k  Spitzen  equivalent ,  so  ist  vennöge  der 
S&tze  des  vorigen  AbBchnittes: 

oder  mit  den  Bezeichnungen  des  vorigen  Paragraphen : 

S  a  t  z  27.  —  Die  Amahl  iC|  der  Spitsen ,  denen  die  Singula- 
riidkn  von  £j  équivalent  eind,  iet: 

K,  =  ic— ic  — r+r+TF+j  +  n,    .    .  .  14) 

worin  k  die  Amahl  der  Spitzen  iet,  denen  die  Singularitdtm 
von  C  dquivalent  eind. 

Das  Oeschlecht  ^i  der  Kurve  E,  ist  vermöge  (4) : 

^,  =  4(*l-^«l)-^l  +  l, 

oder  wenn  man  auf  die  Gleiohungen  (10),  (13)  und  (14)  achtet: 

9i^i{k+K)-n+l=^g, 

eine  Tatsaohe,  die  aoa  der  ein-eindeutigen  Eorrespondenz  der 
beiden  Eurven  C  und  E,  vorherzusehen  war. 

Weiter  findet  man  mittelst  der  PLücsER'schen  Gleichangen 
(1),  (2)  und  (3)  fïlr  die  Anzahlen  i,,  S,  und  r,  der  Inflektionen , 
Doppelpunkte  und  Doppeltangenten ,  denen  die  Singularit&ten 
Ton  E,  Sqniralent  eind: 

«,=6ft+K+2K'-3t-3<T-4r-2r+3r'-3r-2TF-2?:-2.,,.  15) 

28,  =  (ifc  +  2n— t-  <t  —  2T+T"—  F)»  -  4/fc  —  4n  -  Sic  +  2ic'+ 

+  3f  +  3<T  +  8r-2T'— 31"'  + 37-21^—2?:— 2i,,.  16) 

2t,  =  (3*  +  2fi  +  ic'—  2f  -  2ff  -  3r-  T  +  22*  -2V—W— 

—  l-  ,)»_  22k—in  -  3ic  —  7ic'+ 126  +■  12a+  1774- 

+  TT—l2r'+l2V-\-7W+lZ  +  ln    .    .     17) 

23* 
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§22.    Ordnaag  n,  tod  E,. 

I 

^  Attf  drei  Weisea  lasst  sich  die  Ordnuog  der  beweglicheo 
Polarkurye  leicht  beatimmen ,  n&mlich  1^.  mittelst  der  Schnitty 
punkte  mit  einer  Beokrecht  aaf  Iq  etehenden  Geraden,  2^.  mittelBt 
einer  durch  Pq  gehenden  Geraden ,  3^.  mittelst  l^. 

Yermöge  des  Satzes  3  schneidet  eine  bewegliche  senkrecht 
aaf  l^  stehende  Gerade  /  die  Eurve  E,  in  2»  —  €  beweglicben 
Punkten.  Der  im  Uneodiichen  liegende  gemeinsame  Pankt 
E  aller  Geraden  f  ist  aber  ein  mehrfacher  Punkt  von  E^, 
sodasB  man  zu  2n  —  c  noch  die  Ordnnng  von  E  als  Punkt  von 
E^  zu  addieren  bat  um  die  Ordnung  n^  von  E,  za  finden. 
Die  S&tze  des  zweiten  Abschnittes  zu  Rate  zieheód  findet 
mfmi  dass  nur  mit  den  in  den  Satzen  7,  12,  21,  22  uni 
is  ^)  genannten  Zweigen  von  C  Zweige  von  E^  korrespon- 
dieren ,  die  ihren  ürsprung  in  E  haben ,  und  zwar  giebt  jeder 
dieser  Zweige  Yon  C  zwei  dnroh  E  gehende  Zweige  von  E,. 
Für  die  Ordnung  T2  ▼on  E  als  Punkt  Yon  Ej  finden  wir  also : 

Ta  =  2  V  +  2S,j  (r  -  O  +  2S,,r+  22^  (^  +  v)+  2^i, 
öder  yermöge  der  Gleichungen  (6),  (11)  und  (12): 

ra=:2*:  +  2n-2€-2cF -4T+2T'-2F,     .    (18) 
worin  T*  die  in  8atz  26  angegebene  Bedeutung  bat. 
Für  die  Ordnung  von  E^  findet  man  also: 

if^  =  2&+4n-8€  — 2cF  — 4r4-2ï^  -2F=2ft,-6-  (19) 

Diese  Ordnung  kann  auch  bestimmt  werden  aas  den  Schnitt- 
punkten  mit  einer  beweglicben  durch  Pq  gehenden  Geraden  A. 
Die  Anzahl  der  beweglicben  Schnittpunkte  ist  vermöge  des 
Satzes  4  gleich  2(i  +  n--£  —  <t—  T—  F);  dazu  fügt  aich 
noch  die  Ordnang  2*2  ▼on  Pq  als  Punkt  von  E2.  Nun  ent- 
stehen  die  Zweige  yon  E2,  die  ihren  Ürsprung  in  P^  haben , 


^)    Die  gleich  aummerierten   aber  mit  *  gezeiehneten  Sfttze  beschretben  die 
küirespondierenden  Zweigen  van  Kg. 
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nur  auB  den  in  den  S&tzen  11,  16,  18,  19  and  20  genannten 
Zweigen  f  on  C.  Yermoge  der  gleioh  nnmmerierten  aber  mit 
*  gezeiohneten  S&tzen  hat  man  also: 

r,  =  i:„2(^  -  i;)  +  X,5^  +  X,8  (^  + 1^)  +  2,9^  +  ^{2t  +  V)  «). 

Weil  die  Anzahi  der  im  Endliohen  liegenden  Schnittpunkte 
von  C  mit  den  beiden  durch  O  gehenden  isotropen  Geraden 
2n—  t  betrSgt ,  hat  man : 

2ii  — €  =  2T+2,5^  +  2i8(<+t?)+5:,9*+Xaor,    .    (20) 
also 

r,  =  2n  —  e  —  2  r  +  22:,  1  (e  —  f?)  +  2  Sao* , 
oder  . 

ï^a  =  2n  — €  — 2r-r2r' (21) 

Hieraus  findet  man  fur  tij: 
tfjj=:2(i  +  n~6-a—  T—  F)  +  2n  ^€-2r+2ï^, 

in  Übereinstimmnng  mit  der  Oleichung  (19). 

Drittens  kann    n2  aus   den  Schnittpunkten  mit  ^oo  bestimmt 
werden.    Man  findet  so 

W3=25:,f7+22,a  {^-  O  +  42,,^  +  2Xjj  (2t+v)  +  22^,  i2t+v)  +j:^t , 

was  man  wieder  leicht  zu  (19)  nmformt. 
Wie  flnden  also: 

Satz  28.  —  Die  bewegliche  Polarkurve  K^  ist  von  der  Ordnung 

«a=2ft  +  4n  — Bé  — 2<F  — 4r+2r'^-2F=2ni  — I 

mit  einem 

rj,  =  2*  +  2n  — 2€  — 2<r  — 4r+2ï"'  — 2F=2r,— 2r- 

fachen  Punkt  in  dem  unendlich  femen  Punkt  E,  dessen  Bichtung 
senkreeht  au  f  Iq  stekt  ^  und  einem 

ra  =  2n  — €  — 2r  +  2r''- 

fachen  Punkt  in  P^.  Ihre  Schnittpunkte  mit  2»  sind  nur  der 
Punkt  E  f  der  für  2n,  —  2e  Schnittpunkte  zdhlt ,  und  die  Kreis- 
punkte ,  deren  jeder  für  ebensaviele  Schnit^nkte  mit  Ic  z&hlt 
als  seine  Ordnung  als  Punkt  von  G  betrdgt. 


^)    Hierbei  ist  ee   offenbar  einerlei  ob  die  in  den  S&tzen  15 ,  18 ,  19  und  SO 
genannten  Zweige  Ton  C  zu  einem  oder  zu  zwei  Zweigen  von  K|  Anian  geben. 
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Yermöge  des  Satzes  24*  findet  man: 

Die  Summe  der  Ordnungen  der  Kreiepunkte  ale  Punkte  von 
£a  ^^  gleich 

tvorin  p  mne  Ahkarzwng  fut  2941  {t  —  2t7)  iet 

§23.    Klasse  k^  von  K^. 

Die  Klasse  k^  der  Kurve  K2  wird  bestimmt  aas  ihren  senk- 
recht  auf  /q  stehenden  (oder  durch  den  unendlioh  femen 
Punkt  E  gehenden)  Tangenten.  Weil  E  selbst  eia  Tj-fiusher 
Punkt  Yon  K^  ist,  failen  yermöge  der  S&tze  7*,  12*,  21%  22* 
und  28*  YOQ  den  k^  Berührongspunkten 

21:,  (1?  +  O  +  22,jjt;  +  4£ai*  +  2222  (2^ -I- «^)  +  22»  (2f  +  r) 

in  E;  vermoge  (11)  and  (12)  wird  diese  Anzahl: 

4fc  +  4n  —  46  —  2<F  -  4T  -  4F -  2Tr+  2J:j{t  -  ü)  — 

--42ii»  —  2X12!;  —  42:,,^  —  i^xit. 

Die  Zweige  von  K29  die  einen  ausserhalb  E  liegenden  ür- 
sprung  und  eine  durch  E  gekende  Tangente  haben,  sind  die 
in  den  Satzen  5*,  8»  9*,  10*  11*,  13*  16*  und  24*6  genannten, 
sodass  die  Anzahl  der  ausserhalb  E  liegenden  Berühruog»- 
punkte  der  durch  E  gehenden  Tangenten  von  K2 

225 (e  —  r)  +  228^  +  229e  +  22,0^  +  22,, t>  ±  22i2  (<  -  A)  + 

+  22,e(^-t))  +  2»4*(^— 2t7)*) 

betragt,  oder  yermöge  (8): 

2i;-f-2ii— 26-2a— 2r-2F+225(^-i;)+22eO— t>)-22ioX-f22„i>+ 

+  22,3(^—  A)  +  22ie  (^-t?)  +  2M*  {t-2f>). 

Für  die  Oesamtzahl  der  BerühruQgspunkte  oder  die  Klasse 
Ar^  Ton  K2  findet  man  daher: 

ikj  =  6/fc  +  6n-6€-4a— er— 6F-2Tr+225(^-f?)+22T(«-»)-h 

+  228  it—v)  —  22,oX  —  22„»  —  22,2t?  -  22,3  ^*  +  A)  —  42,4*  + 

+  22„(e-t?)+2g4*(^-2r). 


^)    Hierbei  ist  es  wieder  einerlei  ob  auB  dem  in  Bats  24*^  g«naniiton  Zwaig 
Yon  O  ein  einziger  oder  zwei  Zweige  von  Ks  eatateben. 
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Wenn  wir  wie  in  §  20 

Sa(e-r)+2,(^~r)-h28(^-t^)+S.,(e-f?)  +  Sie(*-t^)-«'-?^ 
setzen  und  auoh  die  übrigen  Bezeichnungen  der  Yorigen  Para- 
graphen  benutzen ,  fioden  wir  hieraas  leicht : 

8  a  t  z  29.  —  Dia  Kurve  K^  iet  von  der  Klasse 

fc^s:  6*+ 6n+2ic'— Öf— 4<T  -  8r-2r+ 42'''- 6  F- 2  TT- 2J— 2iï+ p 
«2*, +2n  — 2e-2r— 2F+p; (22) 

hierin  iet  p=  Ssm  (t  —  2v) ,  todhrend  die  übrigen  Qröeem  eehon 
in  früheren  Sdtzen  definiert  eind. 

Weiter  sei  noch  bemerkt : 

JKe  Klaeee  van  P^E  als  Tangente  von  K^  iet  22'  — 2r*  — 2i| 
{allgemeingüUig),  die  Klasse  von  2»  ist  2n  —  2€-f-P' 

§24.    Spitzen   und   übrige  Singularitaten  Yon  K,. 

Yermöge  der  mit  *  gezeichneten  Sfitze  des  zweifen  AbschiiitteB 
findet  man  fiir  die  Anzahl  k,  der  Spitzen ,  denen  die  Singu- 
larit&ten  von  E2  aquivalent  sind: 

.C2=252(«'-l)  +  S«2(^--l)+S,2(f;~l)+S82(r-l)+2,2(*-l)+ 
4-S,o2(*  +  A-l)4-S„2(*-r-l)+S,a2(r-<-l)+Sï,2(A--l)+ 

+  2i42(e.-l)+S,5(*— 1  oder^--  2j+  ^^^2(v—l)+^,,2{t''l)  + 

+  S18  (^  -h  t>  -   1     oder  <  -f  r  —  2)  +  S,o  (^  -   1   odor  <  -  2)  + 

+  2:ao(2^+r—  1  oder2^  +  r— 2)4-  Sa,2(^—  l)+^2{t-{'V—l)+ 

+  Sa32(<  -  1)  +  284«(^  -  1  odere  -  2)  + 

+  2w*(2t?  -  1  od  c2f?  -  2)  +  ^f^(t  -  2). 

Hierin  bedeutet  z.  B.  2] 5(^  —  1  oder  t  —  2),  dass  t—l 
gewihit  werden  muss  wenn  der  Zweig  Ton  C  mit  nur  einem 
Zweig  Yon  K2  korrespondiert,  t  —  2  wenn  aus  dem  Zweig  Yon 
C  zwei  Zweige  von  K2  entstehen.  Beim  Beweis  das  Satzes 
15*  hat  sioh  nicht  gezeigt  wann  der  erste  und  wann  der  zweite 
Fall  eintritt ;  darüber  werden  wir  aber  sofort  Auskunft  erhalten. 
Dasselbe  gilt  für  die  Satze  18*,  19*,  20*  und  24*;  immer 
muss  man  unter  dem  Zeichen  2  die  erste  oder  die  zweite 
iSahl  lesen,  je  nachdem  der  Zweig  Ton  C  einen  einzigen  oder 
zwei  Zweige  von  K2  giebt. 
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Yergleicht  man  den  Ausdniok  fur  «^  mit  dem  entspreehen- 
den  Ausdruck  jFÜr  k^  i  so  findet  man : 

ica-  2ic,  —  Si5(^  —  1  oder  ^)_  2,g(<_t7  -  1   oder  t  —  v)  — 
-  SioC^—  lo^löJf  O  +  22o(«  +  1  oder  i;)  —  Ss4«  (^  —  1  oder  t)  — 

—  224* (2<  -  2t?  -  1  oder  2t  -2v)  -'luct     .     .     (23) 
Für  das  Geschlecht  g^  von  E^  findet  man : 

2sr2  =  A,+  ica~2iia  +  2, 
oder  vermögo  der  Gleichuagen  (19) ,  (22)  und  (23): 
25fj  =  45f— 2+ 2n  —  2r— 2,5(^—1  oderQ  — S^g(*  +  v- 1  oder 
*-hv)— 2,9(^—1  oder  O— S2o(»~  1  oder  t?)-|- 2^4  (^  -  loderQ.  (24) 

Die  SummieruDgen  2|,  (^  —  1  oder  f)  u.  s.  w.  beziehen  sich 
auf  Zweigen  Ton  C,  die  bewegliche  Schnittpunkte  mit  einar 
durch  O  gebonden  isotropen  Geraden  aufweisen,  wenn  man 
unter  beweglichen  Schaittpunkten  diejepigen  versteht,  die  aich 
bewegen  wenn  die  Sekante  sich  um  O  dreht.  Die  erete  Zahl 
unter  dem  Zeichen  2  ist  immer  die  Anzahi  der  zusammen- 
fallenden  beweglichen  Schnittpunkte  mit  01]  oderOIa-  Nonnen 
wir  diese  Zahl  ^ ,  so  fiodet  man  : 

25^2  =  45r  —  2+  2n  -  2r  —  2i5(Sodera—  l)  -  :&^^(^  oder»  -  1)  - 
—  2,9(:ï  oder  ^  _  1)  —  2^0  (^  oder  &  -  1)— 2,4  (d  oder  &— 1).  (25) 

Weil  ^2  ganz  ist,  muss  das  zweite  Gliod  dieser  Gleichuug 
eine  gerade  Zahl  sein.  Ist  d  ungerade ,  so  korrespondiert  mit 
dem  Zweig  von  C  nur  ein  einziger  Zweig  von  Kj,  weil  aonst 
Ordnung  oder  Klasse  (oder  beide)  der  korrespondierenden  Zweige 
von  E2  gebrochene .  Zahlen  werden  würden  (siehe  die  S&tze 
15*,  18*,  19*,  20*  und  24*);  dann  muss  aber  die  zweite  Zahl 
unter  dem  Zeichen  2, also  d  —  l,  gewahlt  werden,  die  gerade 
ist..  Nun  wird  im  allgemeinen  für  joden  Zweig ,  der  von  OCt 
oder,  OI2  in  beweglichen  Punkten  geschnitten  wird ,  ^  gleich 
Eins,  also  ungerade,  sein;  das  zweite  Glied  der  Gleichaog 
(25)  wird  dann ,  wie  es  sein  muss ,  gerade*  Was  nun  die 
Zweige  angeht ,  für  welche  d  gerade  ist ,  kann  man  immer  einen 
Fall  konstruieren  ,  worin  die  Eurve  C  nur  einen  solchen  Zweig 
hat;  dann  muss  aber  für  diesen  Zweig  die  erste  Zahl  unter 
dem  Zeichen  2,  also  d,  gewahlt  werden ,  weil  sonst  jfa^gebro* 
chen  sein  würde.    Nun  hat  sich  aber  gezeigt,  dass  immer  dann 
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die  ente  Zahl  ünter  denl  Zeiohen  S  genommen  werden  muBs, 
wenn  mit  dem  Zweig  von  G  zwei  Zweige  von  E^  korrespon- 
dieren  ,  BodasB  letzteres  der  Fall  sein  muBS  wenn  der  Zweig  von 
C  Ton  OIi  oder  OI2  in  einer  geraden  Anzahl  bewegiicher 
Punkte  geschnitten  wird  und  der  Zweig  der  einzige  dieser  Art 
ist.  Weii  aber  die  Anzahl  der  mit  dem  Zweig  von  C  korre- 
spondierenden  Zweige  von  E^  nur  von  diesem  Zweig  von  G 
und  nicht  von  der  etwaigen  Anwesenheit  anderer  Zweige 
abhangen  kann ,  muss  die  Anzahl  der  korrespondierenden 
Zweige  yon  E,  immer  zwei  sein  wenn  d  gerade  ist.  Wir  finden 
also: 

8  a  t  z  80.  —  Mit  alkn  Uraprüngen  von  Zweigen  von  G  kor- 
respondieren  zwei  Ureprünge  von  Zweigen  von  K2,  auagenommen 
mit  den  Zweigen  von  (7,  deren  üreprung  au  f  einer  durch  O 
gehenden  ieotropen  Geraden  liegt  und  die  von  dieser  Geraden  in 
einer  ungeraden  Anzahl  zusammenfallender  bewegiicher  Punkte ') 
geschnitten  werden.  Mit  einem  Zweig  von  G  korrespondiert  nur 
dann  ein  einziger  Zweig  von  K^ ,  wenn  man  sonst  für  Ordnwng 
oder  Klasse  der  Zweige  von  K^  eine  gehrochene  Zahl  finden 
würde.    (Allg emeingültig). 

In  der  Gleichung  (24)  oder  (25)  muBs  also  unter  dem  Zeiohen  2 
immer  die  gerade  Zahl  gew&hlt  werden.  Hat  nun  die  Eurve  C  /3 
Zweige ,  die  Yon  einer  durch  O  gehenden  isotropen  Geraden 
in  einer  ungeraden  Anzahl  bewegiicher  Punkte  geschnitten 
werden  (und  für  welche  also  d  ungeradc  ist)  ^),  so  muss  bei  sklien 
Summierungen  zusammen  im  ganzen  /3-mal  die  erste  Zahl 
(d.  h   d  —  1)  gewahit  werden.     Man  findet  dann : 

2g^  =  ig-  2+2n-2r+i3  -X,3^-  2:,3(^-ht;)-i:,,e-  2:^t?-i:^e, 
oder  vermöge  (20): 

g2  =  ^9  -  l+i3,.     .....    (26) 

woraus  weiter  folgt : 


^)  Daa  sind  Schnitcpunkte ,  die  sich  bewegen  wenn  sich  die  Sekante  am  O 
dreht ,  sodass  ihre  Anzahl  «  ist  fÜr  einen  isotropen  Zweig ,  der  seinen  Ursprung 
in  O  hat. 

*)  lm  allgemeinen  ist  /3  =2ii;  weil  die  Geeamtzahl  der  beweglichen  Sebnitt- 
punkte  mit  OIi  and  01,  gleioh  2n^iT  (also  gerade)  'st^  muss  3  immer  eine 
gerade  Zahl  aeln. 


V.-'. 
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Sats  31.  —  Dié  SingularÜdten  von  K^  «tnd 
ici  =  2k  -  2k'  +  22»  +  2r+  2Tr+  2J  +  2,  _  p  +3  _  2» 
=  2ic, +22'+2F  — p  +  0— 2n (27) 

SpUzm  Oquioaimt;  die  Kurve  K^  iat  vom  QeachUcM 

y,  =  2y- 1+4/3. 

Hierin  iat  g  das  Qeachkcht  von  O  und  /3  die  Amahl  der  Zweige 
von  Gf  die  von  einer  durch  O  gehenden  isotropen  Geraden  in 
einer  ung eraden  Amahl  beweglicher  Punkte  geschniiten  werden  \ 

Die  einfache  Beziehung  zwischen  g^  and  g  ist  eine  unmittel- 
bare  Folge  der  zwei-eindeutigeo  Korrespondenz  der  Euryen  G 
undKsCsieheS.  882).  Daza  hat  man  den  folgenden  toii  Zeuthek^ 
herrührenden  Satz  (die  eine  Erweiterung  der  GeBchleohtagleich- 
heit  bei  ein-eindeatiger  Korrespondenz  ist)  zu  benutzen : 

Beateht  zwiechen  den  Punkten  P,  einer  Kurve  O,  vom  Geechlechi 
9,  und  den  Punkten  P^  einer  Kurve  0^  vom  OÏsechkcht  g^  eine 
derartige  algebraische  Korrespondenz,  dass  einem  beUebigen 
PunM  P,  o^  Punkte  P2  und  einem  beliehigen  Punkt  P,  Oi 
Punkte  P,  entsprec?ien ,  so  hat    man  die  Beziehung: 

6,  —  62  =  2aa (gr,  —  i;  —  2a,  0^,-1), 

tvenn  b,  die  Anzahl  der  Koimidenzen  zweier  demselben  Pj  ent- 
sprechender  Punkte  P,  und  b^  die  Anzahl  der  Koimidenzen 
zweier  demselben  P,  entsprecliender  Punkte  P2  ist. 

Hierbei  hat  man  unter  einer  Eoinzidenz  das  Zosammenrücken 
zweier  demselben  Zweig  angehöriger  Pankte  zu  verstehen. 

Nehmeo  wir  für  Ci  unsere  ursprüngliche  Kurve  G  und  fur 
C2  die  bewegliohe  Polarkurye  K2,  so  ist 

flh  =1  ,  02  =  2,  jf,  =Sf,  6|=0, 

wahrend  ^2  ^^^  Anzahl  der  Zweige  von  G  ist,  mit  denen  nar 
ein  Zweig  von  K,  korrespondiert  (wobei  also  die  zwei  korre- 
spoDdierenden  Punkte  von  K,  auf  demselben  Zweig  von  K, 
zusammengerückt  sind);    62  ist  also  nichts  andres  als  die  oben 


^)    Siehe  die  Noten  Ton  S.  966. 

*)    Nouvelle  démonstration  de  théorèmes  Bur  les  sériee  de  points  ooiTMpondanti 
sur  deux  courbes ,  MatA,  Annaien  Bd.  3  (1870) ,  8.  160—160. 
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eingefölirte  Orösse  0,  sodass  die  ZBüTHüir'sche  Oleiohung 
üb«rgeht  in: 

-/3  =  4(j;r_l)_2G^a-l). 

in  Ubereinstimmang  mit  (26). 

Für  die  Anzahlen  4,  £2»  ^2  ^^^  Inflektionen ,  Doppelpunkte 
and  Doppeltangenten  ,  denen  die  SiogaiaritMten  yoq  Ka  aqui- 
Yalent  sind,  findet  man  mittelst  der  PLüCKER'schen  Oleichongen : 

Ij,  =  12ik  +  4n  4  2ic  4-  V  —  9€  -  6<f  -  \2T  —  42"  -^ 

+  ar'  -  107  —  4Tr—  4j  —  4ii  +  2p  +  0  = 

=  2£^ +  4n  -  8e  — 4r  — 4r  +  2p  +  0,   .     •     (28) 

285,  =  (2i  +  4n-  Sf— 2<t  — 4r+ 2r'' -27)»- 8i  — 4n— 6lc  + 
4-  4/  +  9^  +  öa  +  1 22*  —  4r  —  er^  + 

+  2F-4Tr-4?:  — 4iï  +  2p  — 3/3,  .     .     .    (29) 

2rj=r (6*  +  6n  -H  2ic'  —  6€  -  4<t  —  BT— 2r 4-47''-  6F-  2W— 
-  2?  -  2i|  +  p)»  -  44*  -  22fi  -  61c  —  Uk'  + 

+  866  +  24<F  +  töT  +  14r  -  247^  +  38F  -f  14TF  +  14?  + 

+  14„  -  7p  -  80 (30j 

Bemerkt  sei ,  dass  diese  Formeln  itire  Gültigkeit  verlieren , 
wenn  O  ein  ƒ  zahliges  Symmetriezentram  yoq  G  ist ,  d.  h.  wenn 

QOAO 

die   KurYe    G    bei   einer  Drehung  yoq  — r-  um  den  Punkt  O 

mit  sich  selbst  zur  Deckung  kommt.  Dann  liefern  immer  j 
symmetrisch  um  O  liegende  Punkte  yod  G  dieselben  zwei 
Punkte  Yon  E,,  aodass  £2  ^^^^  ^^^  J  zuBammenfalleQden 
Teilen  besteht  and  also  jeder  Punkt  yoq  E,  als  einen  Doppel- 
punkt  und  jede  Tangente  als  eine  Doppeltaogente  zu  betrachten 
ist  and  die  Formeln  (29)  uad  (30)  daher  ihroQ  Sian  Yerlieren. 
Die  Gleichungen  (19)  und  (22)  behalten  aber  ibre  Gültigkeit 
bei,  wahreud  die  Gleichungen  (26),  (27)  und  (28)  abgegndert 
werden  mussen.  Hierauf,  sowie  auf  die  Frage  naoh  den 
PLüCKER'schen  Gharakteren  der  Teilkurven  Yon  E^ ,  werden  wir 
in  §  27  zorückkommen. 
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§25.    Besteht   K,  aus  eioer  einzigen   oder  aas 
zwei   a  Igebraisohen   EurvenP 

In  dieBem  und  dem  folgenden  Paragraphen  nehmen  wir  an, 
dass  O  kein  Symmetriezentrum  von  C ,  also  j  =  l  ist 

In  §  7  haben  wir  gesehen,  dass  einem  beliebigen  Punkt 
Yon  C  zwei  symmetrisch  zu  Pq  liegeode  Pankte  yon  K^  eot- 
sprechen,  und  die  Frage  liegt  nahe  ob  diese  beiden  Punkte 
einer  einzigen  Eurve  (die  dann  in  Po  einen  Mittelpunkt  hat) 
oder  zwei  verschiedenen  algebraischen  Eurven  (die  syoime- 
trisch  zu  P^  liegen)  angehören.  Hierbei  werden  wir  natorge- 
mass  annehmen ,  dass  die  Eurye  C  selbst  nicht  zerfallt. 

In  §  24  sahen  wir,  dass  die  Eurve  G  fi  Ursprünge  yon 
Zweigen  hat,  deren  korrespondierende  Punkte  au  f  demselben 
Zweig  van  K^  zusammenfallen.  Dies  ist  aber  nur  moglich 
wenn  die  beiden  mit  einem  Punkt  ven  C  korrespondierenden 
Punkte  Yon  Ej  derselben  algebraischen  Eurve  angehören , 
welcher  Fall  also  immer  dann  eintritt  wenn  /3  von  Null 
verschieden  ist.  Ist  aber  P  =  0,  so  werden  mit  jVdem  IJj- 
sprung  eines  Zweiges  von  C  zwei  symmetrisch  za  Pq  lie- 
gende Ursprünge  verschiedener  Zweige  von  Ea  korrespon- 
dieren.  Die  Eurve  E,  kann  dann  in  zwei  getrenute  (sym- 
metrisch zu  Po  liegende)  algebraïsche  Eurven  zerfallen,  aber 
dies  braucht  nicht  der  Fall  zu  sein  ;  aus  dem  Umstand ,  dass 
E2  in  Po  einen  Mittelpunkt  hat  ohne  dass  es  Zweige  von  E, 
giebt ,  die  in  sich  selbst  symmetrisch  zu  Po  sind ,  kann  man 
n&mlich  nicht  zum  Zerfallen  von  E^  schliessen  '). 

Wir  finden  also : 

Satz  32.  —  Besteht  C  avs  einer  einzigen  algebraüchen 
Kurve^  die  in  O  kein  Symmetriexentirum^)  hat^  so  wird  K^ 
zu  einer  einzigen  algebraischen  Kurve  ^  die  in  Pq  einen  Mittel- 
pvnkt  hat^  wenn  C  aaf  einer  durch  O  gehenden  isotropen 
Oeraden   mindestens  einen  Urspnmg  eines  Zweiges  hat^  der 


^)    Die  Dicht  zerfallende  Kurve 

(a?«  — 1)  (y«  — 1)— a!y  =  0 
hat  im  TTraprung  des  EoordinatenBystems  einen  Mittelpunkt,  aber  keinen  Zweig, 
der  dem  symmetriseh  liegenden  Zweig  identiach  iat. 

*)    Siehe  S.  967. 
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von  dieser  Oeraden  in  einer  imgeradm  Anzahl  beweglieher 
Pwnkte  O  geêchnitten  wird ;  hat  C  einm  derartigm  Zumg  nichi , 
90  hann  K^  m  zwei  êymmefriech  zu  Pq  Hegende  algebroMche 
Kurven  zerf allen.    {AllgemeingüUig). 

Aas  diesein  Satz  geht  hervor,  welohem  ümstande  es  zosa* 
schreiben  ist,  dass  in  der  Anfgabe  108  des  Wiskundig  OenooU 
schap  (Teil  9)  die  Eurve  Kj  ')  in  zwei  gefcrennte  Teile  zerfSIIt. 
Dort  iflt  namlioh  O  eine  Parabel  uod  O  der  Brennpunkt ,  sodaaa 
Olt  und  01,  Tangenten  von  C  sind  und  also  jede  dieser  Oeraden 
nnr  zwei  zusammenfallende  demselben  Zweig  von  C  angehörige 
Schnittpankte  aufweist. 


§26.    Reelle   Züge   yon  E,. 

Fassen  wir  einen  reellen  geschlossenen  Zug  von  C  ins  Auge 
und  lassen  wir  den  Pnnkt  F  der  beweglichen  Figur  den  ganzen 
Zug  durchlaufen  bis  der  Punkt  in  den  Anfangspunkt  zurück- 
gekehrt  ist,  wofur  eventuell  einen  Durchgang  durch  das 
ünendlich  nötig  ist  Der  korrespondierende  Punkt  S  von  Ej 
beschreibt  dann  ebenfalls  einen  reellen  Zug.  Zwei  Falie  können 
nun  eintreten :  der  Punkt  O  befindet  sich  nach  dein  Durch- 
laufen des  Zuges  von  C  auf  demselben  oder  auf  dem  erganzenden 
Halbstrahl   der  Geraden  {  der  beweglichen  Figur. 

lm  ersten  Fall  ist  auch  S  wieder  in  seine  Anfafigslage 
zurückgekehrt.  Man  kann  sich  dann  noch  eine  zwei  te  Be  we* 
gung  denken ,  wobei  P  ebenfalls  den  ganzen  Zug  von  C  be- 
schreibt, aber  so  dass  P  sich  ursprüoglich  auf  dem  erganzenden 
Halbstrahl  von  l  befindet;  bei  dieser  zweiten  Beweguog  (die 
mit  der  ersten  keinen  reellen  Zusammenhang  hat)  beschreibt 
der  Punkt  S  einen  zweiten  mit  dem  ersten  symmetrisch  zu  Pq 
liegenden  Zug  von  E^,  sodass  dann  mit  dem  einen  Zug  von 
C  zwei  Züge  von  E2  korrespondieren. 

lm  zweiten  Fall  kommt  8  in  einen  mit  dem  Anfangspunkt 
symmetrisch  zu  Pq  liegenden  Punkt ,  sodass  P  den  Zug  von  G 


.^)    Siehe  die  Not«  1  Ton  8  365. 

*)    In  dieaer  Aufgabe  ist  die  Ebene  von  C  beweglich ,  die  andere  Ebene  fe«t 
^oraiiflgetetzt,  sodass  dort  Ks  die  feste  Polarkurve  ist. 
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noch  einmal  daroUaafen  muBS  bevor  8  in  den  Anfangspankt 
snrückgekehrt  ist ;  der  Pankt  S  hat  dann  einen  Zug  beschriebeD 
der   in   O   einen    Mittelpunkt   bat. 

Es  ist  leioht  zu  seben  wie  der  Zug  von  C  beschaffen  sein 
muss  um  einen  oder  zwei  Züge  von  Ea  zu  liefern.  Der  Pankt  O 
kann  n&mlich  nur  dann  von  dem  einen  auf  den  anderen  Halbstrahl 
von  l  übergehen  wenn  F  den  Punkt  O  oder  das  XJnendlicbe 
passiert ,  woraus  man  sofort  sieht ,  dass  mit  einem  Zug ,  der 
nicht  durch  O  gebt  und  sioh  nicht  ins  Unendliche  erstreckt, 
zwei  Züge  von  K,  korrespondieren.  Passiert  P  den  Punkt  O 
auf  einem  Zweig  {t^  o)^  so  siebt  man  aus  der  Oestalt  des 
Zweiges ,  dass  O  auf  demselben  Halbstrahl  bleibt  wenn  t  gerade 
ist  (Spitze  oder  Schnabelspitze) ,  fur  uogerade  t  (Zweig  ohne 
augenfallige  Singularitat  oder  Inflektion)  aber  auf  den  erg&nzen- 
den  Halbstrahl  übergeht. 

Passiert  P  das  Unendliche ,  so  giebt  dies  zwar  in  der 
Bewegung  der  Figur  eine  Diskontinuitat,  aber  dies  ist  nichts* 
destoweniger  kein  Hinderniss  wenn  man  sich  von  der  Bewe- 
gung abstrahiert  und  nur  auf  die  geometrische  Ronstruktion 
des  Punktes  S  achtet,  Statt  von  dem  Punkt  P  kann  man 
sich  die  Gerade  l  dann  auch  von  O  in  zwei  Halbstrahlen 
zerlegt  denken  und  OP  auf  l^  in  der  einen  oder  der  anderen 
BichtuDg  abtragen,  je  nat^hdem  P  auf  dem  einen  oder  dem 
anderen  Halbstrahl  von  l  liegt.  Passiert  nun  P  das  Unend- 
liche auf  einem  asymptctischen  Zweig  (t,  v),  so  folgt  aus  den 
gestaltlichen  Yerhaltnissen ,  dass  P  dann  und  nur  dann  auf 
demselben  Halbstrahl  (in  dem  neuen  Sinne)  bleibt,  wenn  f 
gerade  ist,  wahrend  bei  einem  parabolischen  Zweig  dafur  ^-|-f 
gerade  sein  muss;  d.  h.  beim  Passieren  des  Unendlichen 
bleibt  P  auf  demselben  Halbstrahl  oder  nicht  je  nachdem  der 
betreffende  Zweig  von  G  von  /«  in  einer  geraden  oder  einer 
ungeraden  Anzahl  Punkten  geschnitten  wird.  Hat  nun  der 
Zug  eine  gerade  Anzahl  von  Zweigen ,  bei  denen  P  auf  den 
anderen  Halbstrahl  übergeht ,  so  wird  sich  P  beim  Durchlaufen 
des  ganzen  Zuges  wieder  auf  dem  ursprünglichen  Halbstrahl 
befiaden,  sodass  dann  mit  dem  Zug  von  G  zwei  Züge  von  E, 
korrespondieren. 

Ist  der  Zug  von  C  ein  paarer  oder  unpaarer,  so  ist  die 
Anzahl  seiner  asymptctischen  oder  parabolischen  Zweige,  die 
eine    ungerade    Anzahl    von  Schnittpunkten  mit  /«  aufweisen , 
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gerade  besw.  uogerade.  lat  O  ein  Paukt  gerader  oder  ungerader 
Orduuog  des  Zages ,  so  ist  die  Anzahl  seiner  Zweige  UDgerader 
Ordnung ,  die  in  O  ihren  ürsprung  habeu ,  gerade  be2w.  unge- 
rade.    Uieraus  folgt: 

S  a  t  z  33.  —  Mit  einem  geschlossenen  reelkn  Zug  van  G, 
der  von  evaer  durch  O  gehenden  Oeraden  in  einer  geraden 
Anzahl  beweglieher  Pwnkie  gesehniiien  wird  '),  karreepondieren 
vwei  tymmetriech  zu  P^  liegende  Züge  van  K^^).  Mit  einem 
Zug ,  der  van  einer  dureh  O  gehenden  Oeraden  vn  einer  vmge- 
raden  Anzahl  beweglieher  Pwikie  geechnitien  wird '),  karreepan- 
diert  ein  einziger  Zug  von  K^^  der  Pq  als  Mittelpunkt  hat. 

HieraoB  folgt  wieder: 

Hat  die  nicht  zerfallende  Kwrve  C  mindeetenB  einen  Zug , 
der  van  einer  durch  O  gehenden  Oeraden  in  einer  ungeraden 
Anzahl  beweglieher  Punkte  geechnitien  wird,  ea  besteht  K^ 
aue  einer  einzigen  algebraiechen  Kwrve. 

Dieser  Fail  triti  immer  ein  wenn  die  ganze  Eurve  G  von 
einer  durch  O  gehenden  Geraden  in  einer  ungeraden  Anzahl 
beweglieher  Punkte  gesohnitten  wird;  daas  E^  dann  nicht 
zerfallt,  folgt  auch  aus  den  Betrachtungen  des  vorigeu  Para- 
graphen ,  weil  es  dann  immer  Zweige  von  C  geben  muss ,  die 
yon  einer  durch  O  gehenden  isotropen  Geraden  in  einer  unge- 
raden Anzahl  beweglieher  Punkte  geschnitten  werden.  Weiter 
sieht  man  aber ,  dase  die  Beding  ung  des  Zerfallens  des  vorig  en 
Paragraphen  eine  notwendige  aber  keine  hinreichende  ist  ^).  Es 
ist  namlich  möglich ,  dass  die  Kurve  C  dieser  Bedingung  genügt , 
aber  Züge  hat,  die  von  einer  durch  O  gehenden  Geraden  ia 
einer  ungeraden  Anzahl  beweglieher  Punkte  gesohnitten  werden, 
in  welchem  Falie  E,  nicht  zer&llen  kann^). 


^}    Paarer  Zag  mit  O  als  Fiinkt  g^erader  Ordnung  oder  unpaarer  Zog*  mit  O 
als  Pankt  ungerader  Ordnang. 

'j    Diese  können   noch   einer  einzigen  oder  zwei  verdchiedenen  algebraiechen 
£urvea  angehören. 

';    Paarer  Zog  mit  O  al«  Punkt   ungerader  Ordnung  oder  unpaarer  Zug  mit 
O  als  Punkt  gerader  Ordnung. 

*)    Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  des  Zerfallens  7on  K^  weias 
ich  nicht  anzugeben. 

*)    Ein  fieispiel  davon  liefert  die  Kurve 

(«•  +  y'  —  2«)  (d>*  +  y»  — 2y)  -t-  (a^  — y)»  {2^  («  +y)  — /»»«yj  =  0. 

i*ür  /i  =  O  zer&llt  die  Kurre  in  zwei  Kreise  mit  den  Schnittpunkten  (O,  0) 
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§27.    Der    Punkt   O   ist  ei  n  >- zahliges 
Symmetriezentrum    yon   C. 

Hat  die  Kurve  C  in  O  ein  ^-z&hliges  Symmetriezentrum  ^), 
80  liefern  immer  /  Zweige  von  C  dieselben  zwei  Zweige  yoq 
E, .  Bodass  E,  in  j  zusammenfallende  Kuryen  K'2  aasartet 
Zwischen  den  Kurveo  C  und  E'^  besteht  dann  eine  {2yjy 
Eorrespondenz ,  d.  h.  einem  beliebigen  Punkt  von  C  entspre- 
chen  2  Punkte  von  E'2 ,  wahrend  einem  beliebigen  Punkt  Ton 
E'2  i  Pnnkte  von  G  entsprechen. 

Die  Gleichungen  (19)  and  (22)  fur  n^  and  A-^  behalten  aucb 
jetzt  ihre  (^ültigkeit  bei,  weil  samtliche  S&tze  des  zweiten 
Abschnittes  richtig  bleiben ;  nur  könnten  möglicherweise  die 
SStze  11*  12»,  20*,  22*  und  23*  falU  der  Zweig  von  C  in 
P  ein  Symmetriezentrum  hat ,  dahin  abgeandert  werden  müsaeni 
daes  der  Zweig  von  K^  in  mehrere  Zweige  zerfSllt ,  wobei  aber 
die  Samme  der  Ordnungen  und  Elassen  dieser  Zweige  dieselbe 
bleibt.  Dennoch  hat  man  dabei  zu  bedenken ,  dasa  die  Glei- 
chungen (19)  und  (22)  sich  auf  die  Totalkurve  E,  beziehen , 
und  dasB  man  also ,  um  Ordnung  und  Elasse  von  E'^  zu  finden , 
die   Ausdrücke   fur  v^  and  k^  noch  durcb  j  zu  dividieren  hat 

Am  einfachsèen  sind  die  Yerhaltnisae  wenn  die  Eurve  C 
keine   Zweige   hat ,    die   Bymmetrisch   zu   O   sind ,  abo  keine 

Zweige,    die    bei  Drehung  eines  Winkel  von  ^  360^  (ƒ'  <ƒ) 

3 
mit   sich   selbst   zur   Deckung  kommen.    Dann  sind  samtliche 

Satze    des  zweiten  AbBchnittes  unge&ndert  guitig,  sodass  man 

nur  die  Ausdrücke  für  g^ ,  k^  und  «^  durch  j  zu  dividieren  hat 

um   die  entsprecheaden    Grossen  g\^  K2  und  t^  för  die  Eurve 

1L\  zu  finden ,  wahrend  ^\  und  t\  dann  aus  den  PLüCEER'schen 

Gleichungen    bestimmt    werden ;    man  findet  dann  Ausdrücke , 

die  sich  von  den  Ausdrücken  für  ^  und  r^  nur  dadurch  unter- 


ond  (l ,  1).  Ist  p  klein ,  so  ist  die  G^stalt  der  Kurve  nor  wenig  geAndert ;  Ae 
Punkte  (O,  0}  und  (1,1)  eind  Doppelpunkte  geblieben,  aber  die  Eurve  lerftllt 
nicht  mehr.  Die  Eurve  wird  daher  iwei  paare  durch  O  (O,  0)  gehende  Züg« 
haben ;  jedem  dieser  Züge  entepricht  nur  ein  Zug  von  E,  ,  sodaas  Kg  niobt  ler- 
f&Ut  Man  überzeugt  sich  aber  leicht,  dass  trotzdem  die  durch  O  gehenden 
iflotropen  G-eraden  Tangenten  der  Kurve  sind  und  also  die  notwendige  Bedingung 
von  §  25  des  Zerfallens  erfüllt  ist. 
')    Siehe  8.  367. 
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scheiden ,  dass  die  linearea  Glieder  durch  j ,  die  (juadratischon 
Glieder  durch  j^  dividiert  erscheinen. 

Eomplizierter  wird  die  Sache  wenn  C  Zweige  hat ,  die  ia  O 
ein  Symmetriezentrum  haben.  Derartige  Zweige  können  nor 
sein:  1^.  nicht-isotrope  Zweige  mit  in  O  fallendem  Ursprung, 
2^.  asymptotische  Zweige  mit  durch  O  gehender  Asymptoten 
3^.  parabolische  Zweige,  4^.  isotrope  Zweige  mit  in  O  fallendem 
ursprung,  5^.  zirkulare  Zweige  mit  durch  O  gehender  Asymp- 
tote  und  6^.  zirkular-parabolische  Zweige.  In  den  ersten  drei 
Fallen  kann  O  nur  ein  2-zahliges  Symmetriezentrum  (Mittelpunkt) 
sein;  bei  einem  nicht-isotropen  Zweig  muss  dazu  t  ungerade 
V  gerade ,  bei  einem  osymptotischen  Zweig  t  und  v  beide  unge- 
rade und  bei  einem  parabolischen  Zweig  ^gerade  v  ungerade  sein. 
In  den  drei  letztgenaunten  Fallen ,  von  welchen  wir  wie  in 
der  ganzen  Untersuchung  nur  den  ersten  in  Betracht  ziehen 
werden,  kann  O  auch  ein  mehrzahliges  Symmetriezentrum  des 
Zweiges  sein. 

Ein  nicht-isotroper ,  asymptotischer  oder  parabolischer  Zweig 
mit  O  als  Mittelpunkt  kann  nur  auftreten  wenn  ƒ  gerade  ist. 
Durchlauft  P  diesen  Zweig,  so  geht  P  (wie  aus  der  Gestalt 
des  Zweiges  unmittelbar  hervorgeht)  beim  Passieren  des  Ur* 
sprungs  des  Zweiges  auf  den  erganzenden  Halbstrahl  über, 
woraus  erfolgt,  dass  der  korrespondierende  Punkt  S  von  E^ 
einen  Zw.eig  beschreibt,  der  in  P^  einen  Mittelpunkt  hat ; 
durchlauft  P  den  Zweig  von  C  noch  einmal ,  aber  so  dass  P 
sich  ursprünglich  auf  dem  anderen  Halbstrahl  yon  l  befindet, 
so  beschreibt  S  einen  Zweig ,  der  mit  dem  ersten  symmetrisch 
zu  Pg  liegt ,  und  also  mit  diesem  identisch  ist.    Da  es  im  ganzen 

» 

--  symmetrisch   um  O  liegende  Zweige  von  C  giebt;  die  die- 

selben  zwei  zusammenfallenden  Zweige  von  K,  liefern ,  tritt 
der  durch  S  beschriebene  Zweig ,  wie  es  sein  muss ,  /-mal 
in  E^  und  einmal  in  E',  anf.     Also  finden  wir: 

Mii  emem  nic&t-isofropen ,  (uymptotièchen  oder  parabolischen 
Zweig  von  C,  der  in  O  einen  Mittelpunkt  Juit^  korreepondiert 

ntcr   ein   Zweig   von   K'^^  der   in  P^  einen  Mittelpunkt  Jiat, 

• 

wahrend  mit  dieeem  Zweig  von  K\  -^  Zweige  von  G  korreepon" 

dieren. 

Aus    dem    Yorhergehenden    sieht    man    weiter ,    dass    der 

24 
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Umstand ,  dass'  O  Mittelpunkt  des  Zweiges  von  C  isi^  au  f  die 
Satze  11»,  12*,  22*  und  23*  keinen  anderen  Einfiuss  übt ,  ah 
dass  die  beiden  dem  Zweig  von  C  entsprechenden  Zweige  von 
Kt  zusammenfallen.  Ein  derartiger  Zweig  von  C  wird  daher 
die  Gleicbungen  (26) ,  (27)  und  (28)  für  g^ ,  r,  und  t^  nicht 
storen. 

Betrachten  wir  jetzt  einen  isotropen  Zweig  (t ,  v)  von  C ,  der 
O   als   XJreprung  und  v-zahliges  Symmetriezentrum  bat,  vrorin 

V  ein  Faktor  von  j  oder  j  selbst  ist.  Man  beweist  leicht,  dass 
dies   nar   möglich  ist  wenn  2t  +  v  durch  v  teilbar  ist  i).     Hit 

V  verschiedenen    Paukten    des   Zweiges   korrespondieren  dann 

immer   dieselben   zwei    Puokte    von  K^t    sodass    der  Satz  20*^ 

dahin  abgeandert  werden  muss,  dass  in  Kj  mit  dem  Zweig  von 

2<  +  p  *•' 
C   ein  v-mal  zahlender  Zweig Ordnung    oder   zwei  v- 

V 

mal  zahlende  Zweige  — - —      Ordnung    korrespondieren  ;    weil 

2v 

« 

die  Kurve  G  —  symmetrisch  urn  P^   liegende  Zweige  bat,  die 


*)    Sei  Dfimlich 

y=.ix  ^  OW     *    4-  .  .  .  . 

die    PuiSBDX*sche    Entwickluog-   des   isotropen    Zweiges.     Die    Drehun^    ein*» 

360 

Winkels  a  =  giebt  die  folgende  Substitution : 

V 

y  =  y*  cos  n  +  ^  sin  a  , 

d;  =  «'  cos  a  —  y'  sin  a , 
wodurch  die  Bntwicklung  Qbergeht  in : 

y*  cos  a  4-  JC*  sin  a  =  fV  cos  a  —  iy*  sic  a  +  a  [af  cos  a  —  y'  sin  a)    '    +  .  .  .  . 
oder  weil  angen&bcrt  y'  =  m'  ist : 

ri      860  360  \     < 

i^  =z  ix' •\- ax'         (cos —  fsin---  +.... 

Der  Zweig  kann  bei  dieser  Drehung  also  nur  dann  mit  sich  selbet  znr  Deckung 

kommen,  wenn 

2/+» 

860  860  \    < 


oder 


/        860  860\    t 

I  cos —  f  sin 1         =  1 , 

\  V  V    ' 

f      860  d60\8/+v  360  860 

(cos •  sin 1         =  cos  (2/  +  9) « sin  {2/  +  ») =  l » 


also  2t  +  v  durcb  v  teilbar  ist. 
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dieselben  Zweige  von  K,  liefern  ,  80  sind  die  geoannten  Zweige 
in  K2  V.  —   =  /-fach  uod  in  K'^,  wie  es  sein  muss,  einfaoh.   Mit 

V 

dem    Zweig    von    C    korrespondiert    also    in    K'2    ein    Zweig 

2t  -f-  V  ter  2t  +  V  *•' 

Ordnung  oder  zwei  Zweige  -  -  - —     Ordnung,  wahrend 

umgekehrt  mit  solch  einem  Zweig  Ton  K'2-       Zweige    von  G 

V 

korrespondieren.     Der    erete    Fall    tritt    notwendig  ein    wenn 

2t  +  v 
~   -  -  ungerade    iat ,     und    es    lasst   sich    zeigen ,    dass  der 

zweite  Fall  immer  dann  eintritt  wenn gerade    ist.     Der 

Satz  20*  muss  also  für  den  Fall ,  dass  O  Symmetriezentrura 
ist )  folgendermassen  modiiiziert  werden : 

Satz  20**.  —  Ist  O  ein  j-zdhliges  Symmetriezentrum  von  C, 

80  korrespondieren  mit  den        kongrv^nten  isotropen  Zweigen 

(^,  v)  von  C,  die  O  als  Ursprung  und  vzdhliges  Symmetrie- 
zentrum haben^  in  der  Kurve  K'.^  (einer  der  j  zusammenf  allenden 
Kurven ,  in  die  K^  zerfdllt)  ein  einziger  nicht-isotroper  Zweig 

--     Ordnung    oder    zwei    ntchi-isotrope    Zweige    ^ 

Ordnung  {je  nachdem ungerade  oder  gerade  ist)  mit  in 

Po  fallendem  Ursprung  und  nicht  senkrecht  auf  Iq  stehender 
von  Iq  verschiedener  Tangente. 

Urn  das  Geschlecht  g'^  der  Kurve  K'2  zu  bestimmen  wenden 
wir  die  ZEUiHEN'sche  Beziehung  von  S.  366 

6,  -  62  =  2flf2  {g,  -  1)  -  2a,  (g^  -  1) 

an,  wobei  wir  für  C,  unsere  ursprüngliche  Kurve  C  und  für  Ca 
die  Kurve  K'^  nehmen.     Dann  ist : 

9\  =9i  9i=9\y  "2  =  2,  ö,  =j. 

Weil  jetzt  a,  >  2  sein  kaon ,  können  mehrere  demselben  P, 
entsprechende  Punkte  P|  zuBammenfalleD.     Auf  diesen  Fall  ist 

24» 
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dio  ZEUTHEN'scbo  Beziehung  tod  H alphen  ')  aasgedebnt  worden ; 
dio  Gleichung  bleibt  dabei  dieselbe ,  nar  diubb  eine  Koinzidenz 
von  u,  demselben  P,  entsprechenden  (demselben  Zweig  Yon  C, 
angehörigen)  Punkten  P,  für  t/,  —  1  Koinzidenzen  und  eben* 
falU  die  Koinzidenz  von  Uj  demselben  P,  entsprechenden 
Pankten  P,  fur  14,  —  I  Koinzidenzen  gezablt  werden.  In  der 
HALPHEN'schen  Form  lautet  dann  die  Gleichang : 

2^2  (i7i  —  1)-  2a,  (jr,  -  1)  =  S(«,  —  Uj) , 

wobei  die  Summierung  über  alle  Paare  korrespondierender 
Ursprunge  von  Zweigen  aasgedebnt  werden  muss. 

Betrachten  wir  wieder  den  Ursprang  eines  Zweiges  von  C , 
der  O  als  v-z&hiiges  Symmetriezentrum  bat  (für  den  Fall,  dass 
O  kein  Symmetriezentram  des  Zweiges  ist,  ist  v=  1  zu  setzen). 
Korrespondiert  mit  diesem  Zweig  nur  ein  Zweig  von  K'^^  so 
ist  fur  dieses  Zweigepaar  u,  =r  y ,  u^  =  2.  Korrespondieren  mit 
dem  Zweig  von  G  zwei  Zweige  von  K'29  ^  kann  man  den 
Zweig  von  C  auf  zwei  Weisen  mit  einem  Zweig  von  K'2  za 
einem  Paar  korrespondierender  Zweige  vereinigen ,  and  beide 
Male  ist  t/,  =  v ,  ti^  =  1.  Die  HALPHEN'sche  Oleichung  giebt  also: 

4((/-l)-2/(y;-  l)--=S»(v-2)+2M2v~2),.  .  (31) 

wobei  die  erste  Sammierang  über  alle  ürsprünge  von  Zweigen 
von  C  auszudehnen  ist,denen  ein  Zweig  von  Kj  entspricht , 
die  zweite  Summierung  über  alle  Zweige,  denen  zwei  Zweige 
von  K'2  entsprechen. 

Für  einen  nicht-isotropen ,  asymptotischen  oder  paraboliscben 
Zweig  von  G ,  der  in  O  einen  Mittelpunkt  bat ,  ist  v  =  2 ; 
weil  mit  einem  solchen  Zweig  nur  ein  Zweig  von  K'^  korre- 
spondiert (und  der  Zweig  also  der  ersten  Summierung  unter- 
zuordnen  ist),  fallen  derartige  Zweige  aus  der  Gleicbung  fort 
und  haben  daher ,  wie  schon  bemerkt ,  auf  das  Oescbleoht  von 
K'2  keinen  Einfluss.  Also  bleiben  in  den  Summierungen  nur  die 
Zweige  mit  ausserhalb  O  auf  OT,  (oder  01,)  liegendem  Urspruog, 
die   von    01,  (bezw.    OI^)   in   oiner  ungeraden  A.nzahl  zusam- 


')  Sur  les  correspondances  entre  les  pointe  de  deux  courbes ,  £iUl,  dê  la  Soc 
Math,  de  Franco  t,  5  (1876),  p.  7—18.  Wfthrend  Zbuthbn  eeine  Oleichung 
nur  für  Eunren  mit  PLt3oKBR*8chen  SingularltAten  abgeleitethat,  zeigt  Halphbn, 
dasa  die  Formel  auch  für  Kurven  mit  höheren  8tngular«tAten  richtig  ist. 
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menfallender   Punkte  geschnitten    werden  (erote  Sammiernng, 
V  =:  1) ,  und  die  isotropen  Zweige  mit  ia  O  fallendem  Ursprung 
steben. 
AuB  der  Gleiehang  (31)  findet  man  dann  leicht: 

Satz  34.  —  Ist  O   ein  j-zahliges  Symmetriezentrum  von 
C^  90  ist  doB  Oeichlecht  der  Kurve  K\: 

„,  _4y  — 4  +  2;  +  /3^+2ir— jV 
9^- 2/ 

Hierin  ist  /3'  die  Anzahl  der  aueeerMlb  O  auf  OIx  (oder 
OI2)  liegendenden  Ureprünge  von  Zweigen  van  G,  die  van 
OIi  {bexw.  01^  ia  evner  ungeraden  Amahl  zueammenfallender 
Ptmkte  geechniUen  werden,  ir  die  Anzahl  der  ieotrapen  Zweige 
von  C  mit  in  O  fallendem  üreprrmg  vnd  9  die  Antahl  der 
mit  den  letzigenannten  Zweigen  korretpondierenden  Zweige  van 
fa.  Die  Anxahl  der  Spitzen ,  denen  die  Singulairitaten  van 
K2  iUivmaUnt  md»  iet: 

Die  übrigen  Charaktere  (i'^t  ^2  und  ra)  von  K',  werden  dann 
weiter  mittelst  der  PLuCKER^scben  Gleichungen  bestimmt. 
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SUR  LES  TRANSFÜRMAÏIONS  PE  (JÜNTACT 


PAR 


W.  KAPTEYN. 

(utrecht). 


Quand  on  applique  une  traosformation  de  contact  quelcoDque 

y  =  hi^y^^v'i) 

k  une  équatioD  différentielle  d'Ampère 

1)  .  .  .  Hr  +  2Ks  +  L^  +  M  +  N  (rt  —  s^)  =  O, 

oü  H,    K,    L,  M,   N  représentent  des  fonctiotiB  arbitraires  de 
X  y  z  p  q,  on  est  conduit  è.  une  équation  de  la  méme  forme 

2)  .  .  H V  +  2K's'  +  L'r  +  M'  +  N'  {r'f  —  s'^)  =  0. 

En  appliquant  d'autre  part  la  méme  transformation  a  un 
système  de  caractéristiques  de  Ia  première  équation  (1)  on  sait 
que  Ton  obtient  un  système  de  caractéristiques  de  Téquation 
transformée  (2). 

Nous  nous  proposons  dans  les  pages  suivantes  de  démontrer 
ce  théorème  fondamental  sans  faire  usage  de  considérations 
géométriques. 

La  transformation  de  contact  exige  qu'on  ait 

dz  —  pdx  —  qdy  =  p  (dz'  —  p'dx'  —  q^dy') ; 
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par  auite  les  fonotions  /t,  /i,  /j,  /4,  /s  doirent  remplir  certaines 
conditions.    En  posant 

d/ï_       è/ï_       d/ï_       d/ï_       ifi 
ïx>  ~  "''  èy' -  *' '  d^*  "  "'  èp'  -  *'''  V  =  ^' 

on  aura 

dx  =  a^dx'  4-  6|rfy'  +  c^dzt  +  rf,rfp'  -}-  tf,dj', 

rf^f  =^  aada?'  +  b^dy*  +  ^3^^'  -t-  d^dp'  +  ^3^3'? 
ce  qui  donne  les  conditions  suivantes 

—  9P*  =  ^^3  —  fêflx  —  /a«2 

—  pj'  =.  63  —  A^  —  h\ 
(3)  ....  ^  p  =  C3  —  /iCi  —  /ica 

O  =  rf3  -  M  -  A^2 
O  =  ^3  —  /4f,   -  /s^a 

Pour  transformer  Téquation  (1),  il  nous  faut  déterminer  r ,  s,  ^ 
en  fonction  de  x\  y\  z\  p\  g\  r',  «',  <'.  Rempla^ons  pour  cela 
dans  les  relations 

dp  =  rdx  +  sdy ,  dj  =  «da;  4-  tdy 

dx^  dy^  dp,  dq  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  dz',  dy\  dz\ 
dp\  dq*  et  introduisons  en  même  temps  les  yaleurs  de  dz\  dp\ 
dq'  en  fonction  de  dx'  et  dy'  au  moyen  des  équations 

dz'  =  p'dx'  +  q'dy'j 
dp'  =  r'dx'  +  s'dy'j 
dq'  =  8'dx'  +  t'dy'. 

De  cette  maniere  on  obtient 

a^dx'  +  My'  +  c^ip'dx'  4-  j'rfy')  +  d^(rdx  +  sdy')  +  e^{s'dx'  +  t'dy')  = 
=  r[aidx'+b,dy'+c,(p'dx'^-q'dy')^'d,{r'dx'+s'dy')'i-e^{8'dx'+t^^^^  + 
+  s  [a.dx'+  b2dy'+  c^{pdx'^  q'dy')  +  d^{r'dx'-^8'dy')\e^{s'dx'-\-t'dy')] 

a^dx'  4.  My'  4-  c^Cp'da;'  +  q'dy')  4-  rf^ (r'da?'  4-  »'dy')  4-  r,(«'daj'  +  i'dy')  ^ 

==«[a,da;'+J,dy'+c,(p'dx'4-j'dy04-rf,(r'rfa:'=s'dyO  +  ^i(«'^«'4-<Vy')]4- 
4-  / [a^dx'  +  b^dy'  +  c^ip'dx'^q'dy')  4-  d2{r'dx''\-s'dy')^-e^{s'dx''^t'dy')Y 
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d'oü  Ton  déduit  leB  quatre  relations  suivaDtes 

bi+c^q'+d^s'+e,t'  =(6,  +c,?'+rf,s'+^,^>  +  {ba+c^q'+d^s'-^e^ty. 

En  écrivant  ces  équations  dans  la  forme 

A4  =  A,r  +  Ajj8, 

B4  =  Bjf  +  Ba^, 

A5  =  A,«  +  Aj^ , 
B,  =  B,«  +Bae, 


on  aura 


^  _  ^A  —  AjB^ 


4)    ....<«  = 


^  = 


A1B2  —  A2B1 

A1B4  —  A4B,         A5B2  —  AjB, 


AfB^  —  A2B1         '^fBj  —  AaBi 
A,B,  -  A.B, 


A]B2  —  AjB, 

Arrétons  nous  maintenant,  avant  d'étudier  la  transformée  de 
1'équation  (1) ,  pour  faire  voir  que  les  deux  déterminations  que 
nous  avons  trouvées  pour  s  sont  identiques. 

Le  premier  numérateur  A1B4  —  A4B,  se  reduit  k 

j  («1*4)  +  (Vi)p'  +  (01^4)?'  i-  (Mi)r'  +  [(64^1)  +  («.^4»'  + 
(A)     ^  ia,€,)t^  +  {c,d,)p'8'  +  (c,f4)l>r  +  Mi)9V  +  (<^4^i)9'«'  + 

(  +Kf4)(^'^' -«'•). 

tandis  que  Ie  second  A562  —  A^B,  prend  la  forme 

(   («562)  +  {b2C,¥  +  («5^2)2'  +  (M5y'  +  [(^2^5)  +  («5^2»'  + 
(B)        +  (a5«2)^'  +  icA)P's'  +  (C5^2)P'^'  +  M5)?V  +  (C2«5)?'S'  + 

1  +id,e2){r^t'-s^). 

Or,  en  remarquant  que  d^après  la  définition 

d(i4      063 
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OD  dédnira  aisement  des  deux  premières  conditions  (3) 

et   de    mème   en    éliminant   de    toutes   maaiëres   possibles  les 
qnantités  qui  porteot  rindice  8,  on  obtiendra  ces  autres  relations 


,  op        do 

dp 

Ml)  +  (Oidt)  =—9  —  p'k~. 

Cx 


/» 


Vi)  +K^a)  =  — / 


d(7'' 


V 


.dp 


dp 
cWi)  +  Ma)  =  jT-; , 


Ctei)  +(^2)  =  :,^,» 


02' 


^4^1)  +  (^5*2)  -  O- 

Eq  introduisant  ces  conditions  la  valeur  de  (B)  —  (A)  se 
reduit  aisement  k  zéro ,  ce  qui  prouve  Tidentité  des  deux  numé- 
ratenrs  de  8, 

Partons  maintenant,  pour  Ia  démonstration  que  nous  avons 
en  Tue,  d'une  équation  d'Ampère  dont  un  systëme  de  caractéristi- 
ques  est  donné  dans  la  forme  suivante  qui  embrasse  tous  les 
cas  possibles 

!Adx  +  Bdy  +  Cdp  +  Ddq  =  O , 
A'flb  4-  B'dy  +  G'dp  +  D'rfj  =  O , 
dz  —  pdx  —  qdy  =  O  , 

A,  B,  C,  D,  A',  B',  C',  D'  étant  des  fonctions  quelconques 
de  Xy  tfy  ZjPy  q.  Si  on  remplace  dans  les  deux  premières  de  ces 
équations   dp   par   rdx  +  sdy   et  dq  par  sdx  +  tdy ,  puis  qu'on 
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...  <^y 

óliniine  Ie  rapport  -—  entre  les  deux  relations  aiosi  obtenues,  on 

ax 

aboutit  a  une  équation  de  la  forme  (l) 

(6)  ( AB'  +  (B'Cjr  +  [(B'D)  +  (AC')]s  +  (AD')<  +  (CD')  (rt—  s») = 0. 

En   appliquant   la   transformation  de  contact  au  système  (5) 
on  obtient  d'abord 

(Aa,  +  Boj-I-  Co«4-  Da5)«te'+  (A6,+Bfc»+C«4-f  Dft,)^^  + 

+  {Ae,  +  B«a  +  Ce^  +  T[)e^)dq  =  0. 

(7)  ...{  (A'a,+B'ff.,+C'a4+D'a5)rf»'+(A'6,+B'6j+C'64+D'i5)<iy'+ 
+  (A'c,  +  Bc»  +  C'c^  +  T)%)d2'  +  (A'rf,  -\-  B'rf»  +  C'rf«  + 

+  D'rf,)rfp'  +  (AV,  +  BV,  +  C'«4  +  D'e^W  =  O, 
dz'  -  p'dx'  —  q'dy'  =  0. 

Si  Ton  écrit  les  deux  premières  de  ces  équations 

Pdx'  +  Qdy'  +  Rdz'  +  8dp'  +  Tdq'  =  O, 
P'dx'  +  Q'rfy'  +  R'rfa-  +  S'dp'  +  Tdq'  =  O, 

l'équation  d' Ampère  correspondant  au  système  de  oaraotéristiques 
(7)  prend  la  forme 

(PQ')  +  (RQ')p' + (PR')?'  +  [(SQ')+  (SR')2 ']»•'+ 

8) ...  I  ^  [(PS')  +  (TQ')  +  (RS)/  +  (TRYJs'  + 

+  [(PT')  +  (RT)p']t'  +  (ST')  (r't'  -  s'»)  =  O, 

oü  les  coefficients  ont  les  valeurs  suivantes 

(PQ')  =      (AB')  (a,*,)  -h  (AC)  (a,h)  \-  (AD')  (a, b,) 
+  (BC)  (a,6,)  +  (BD')  (a,6,)  +  (CD')  (a«6,), 

(RQ')  =      (AB')  (6,c,)  +  (AC)  (Vi)  +  (AD')  (6,c,) 
+  (BC)  (Vi)  +  (BD')  (6,c,)  +  (CD')  ihct) , 

(PR')  =      (AB')  (a,c.,)  +  (AC)  (ff,c«)  +  (AD)  (a,r,) 
+  (BC)  (a./4)  +  (BD')  (a,cs)  +  (CD')  (a,c^) , 

(SQ')  =      (AB')  (Ml)  +  (AC)  (M.)  +  (AD-)  (M.) 
+  (BC)  (b.ri^)  +  (BD')  (6,^,)  +  (CD')  (6,^4)  . 

(SU')  =      (AB')  (cA)  H-  (AC)  (c^rf.)  +  (AD')  (c,rf,) 
+  (BC)  (cA)  +  (BD')  (erf,)  +  (CD')  (^4) . 
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(PS')  -      (AB')  (a,rf,)  -\-  (AC)  (a,(/«)  -[■  (AD')  (a.d,; 
+  (BC)  (ff,rf«)  H-  (BDO  (M5)  -i  (CD')  (a,rf,l 

(TQ')  =       (AB')  (Vi)  +  (AC)  (V,)  +  (AD')  (V, 
+  (BC)  (i^f,)  +  (BD')  (6,,«,)  4-  (CD')  (è,*,; 

(TR')  =      (AB')  (c,e,)  +  (AC)  (v.)  +  (AD')  (c,«, 
+  (BC)  (c^e^)  +  (BD-)  (c,<r2)  +  (CD')  (c^e,] 

(PT')  =      (AB')  («,?,)  +  (AC)  (a,*«)  +  (AD')  (a,f,: 
+  (BC)  (a^et)  +  (BD')  («,?,)  +  (CD')  (o*'*] 

(ST')  =      (AB')  (d,.,)  +  (AC)  (d,««)  +  (AD')  (rf,«, 
+  (BC)  (rf,^)  +  (BD')  (rf,e,)  +  (CD')  (d,f, 

II  nous  reste  è  démontrer  que  cette  équation  (8)  est  identique 
è.  réquation  que  l'on  obtient  en  appliquant  directement  la 
transformation  de  contact  k  Téquation  (6). 

Or,  d^après  les  relations  (4),  on  a 

A4B2  —  A2B4  ^  T, 

"  N' 


r  = 


A,B,  -  A,B, 


_  A,B«  —  A4B, 
'       A.B,  -  'A,B, 


A5B2   —  A2B5  T2 


rt 


2         '"2"^l  A1B2  —  A2B, 

.  _  A,B,  —  A^B,  _  T3 
A,B2  ~  A2B,  "'  N  ' 
par  suite 

_  (A4B2  -  A2B4)  (A,  B,  -  A,B, )~  ( A,  B,- A4B, )  (A,B 


s^  = 


2 


A,B,) 


(A,B,-A,B,)^ 

_  A4BJ  —  A5B4  _  T^ 
~A,B.,-AjB,  ~   N  ■ 
L'équation  tranaformée  s'écrit  donc 

(9)  (AB')N  +  (CB')T,  +  [(DB')  +  (AC)]T,  +  (AD')T3  +  (CD^T^  =  O, 

oü 

N  =    (ff,  è,)  +  ( v,)i/ + (fl.O?'  -]  (M.)»-' + [(V.) + («i*'»)]»'  ^- 

+  (c2f,)5'«'+(rf,f,)(r'<'-s'»), 

T,  =      (046,)  +  (V4y  +  («4^2)?'  +  (Mi)»-'  +  [(«««'a)  +  (V«)ls'  + 

+  ip^e^Y  -\-  (c^d^W  +  (cte^p't'  +  (c^dt)q'r'-\ 
+  {c^e^)q'8'  +  (^4^,)  {r't'  -  s'\ 
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T,  =^      (O56,)  +  {\e^)p'  +  (a5«5j)g'  +  (6,rf,)r'  +  [(a,d,)  4-  (Vs»'  + 

+  (a,^«)<'  +  M,¥«'  +  (Va)?'''  +  M»)?'»-'  + 
+  (ca«5)?'8'  +  («/««ï)  (r'f'  -  «"), 

=    («.64)  +  (V.);»'  +  {oicM'  +  (Ml)'-'  +  KV,)  -I-  {atdi)y + 

+  («i^X'  +  (c,d>V  +  (c,^)pr  +  (ctd,)q'r'  + 
+  (Vi)3'«'  +  (rf,«4)(rr -«-»). 

T,  =     (a,  65)  +  (V.)!»'  +  («iC»)?'  +  (és**!)»^  +  [(ffirf,)  +  ( V.)]«'  + 

+  (ffi'sX'  +  (C|rf5)p'«'  +  (Ci^)l»'«'  +  (<^di)q'r'  4- 
+  (c5e,)2V  +  (rf,«,)(rr-«'«), 

T«  =      (aih)  +  {f>^r^)p'  +  (a«05)5'  +  (M4)'-'  +  [(V4)  +  C»*'',)]*'  + 

+  («4'sX'  +  (c4rf5)pV  +  (C4f»)p'f  +  {c^d^)q'r'  + 

+  (C,«4)?'«'  +  (rf4'5)  (r'«'  -  O- 

Ed  réunissant  enfin  les  coefficients  des  mêmes  quotiento 
différentiels  on  se  convainora  aisément  que  cette  éqaatioo  est 
identique  aveo  Téquation  (8) ,  e.q  .f.d. 


0  6  e. 


8ÜR  LES  F0N0TI0N8  CYLINDRIQÜfiS  DE  PREMIÈRE  E8PÈCË 


PAK 


J.  G.  RÜTGER8. 

(Alkmaar). 


Le  théorème  de  Caucht  sur  la  multiplication  de  deux  séries 
ioGDieSy  appliqué  daas  le  sens  inverse,  nous  permet  de 
déduire  d'une  maniere  tres  simple  plusieurs  résultats  connus 
dans  la  theorie  des  fonctions  de  Bessel,  ce  que  nous  ferons 
yoir  dans  ne  mémoire.  Ensuite  nous  nous  proposons  de  donner, 
en  appliquant  cette  même  methode ,  de  nouveaux  résultats , 
parmi  lesquels  se  trourera  la  formule  suirante : 

ö 

V  et  p  étant  des  nombres  arbitraires,  dont  la  partie  réelle  est 
plus  grande  que  —  1. 

Cette  formule  a  été  déj^  démontrée  par  M.  W.  Kapteyn, 
supposant  cependant  v  et  p  entiers  positifs  >)  L'idée  qu'elle 
existerait  aussi  pour  toutes  les  valeurs  indiquées  de  p  et  de  p , 
a  été  jttstement  le  point  de  départ  pour  les  recherches  suivantes. 

1.  Symboliquement  le  théorème  de  Caucht,  dont  il  s^agit, 
s'écrit  ainsi 


00  QB  OD  « 


1).  .  .  .  2      2   ^(n,  m)=  J:      I:    ^{p,  s—p)^ 


oü,  en  posant 


2    #(n,  m)  =  yf,{n). 


OD 


£    ^(n,  m)  et    £   yff{n)  sont  des  séries  absolument  convergentes. 


*)    Mémoiret  de  la  Socié'é  royale  des  Sciences  de  Liége,  3a  férie  t.  VI,  1905. 
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Une  expression  de  la  forme  du  second  membre  de  Téquation 
(l)  peut  doDC  «tro  remplacée  par  celle  du  premier  membre,  si 
les  séries  infinies  correspondantes  sont  absolunient  convergentes, 
laqueile  condition  est  remplie  dans  tous  les  cas,  dont  nous 
nous  occuperen  s. 

2.     En  développant  en  série,  nous  avons: 

"  x^  sin^  é 

cos(a?sin^)=   2  (-1)'-——^, 

tandisque 

1        *  /  2^    \ 

a)  .     .     .   8in2'^=  — —    1,   up{-  m  cos  2/;^, 

oü  €^  =  1  et  €i^  "=  2  pour  ^  >  Ü , 
par  conséquent: 

*  I  xV     '  ,  cos  2pé 

cos  {x  sin  ^^)  =  1  (-  ly  ~]    ^  .8,  (^  1  > rrrr-^,  1 

OU,  en  appliquant  roain tenant  1'in verse  de  (1): 

/|.  \Sm  +  9u 


C08  (a;  ein  *)  =    i  tu  cos  2nA  >^  — . 

et  en  introduisant  la  fonction  cylindrique  de  première  espèce 


00 


2) cos  {x  sin  0)  =    i;  eu  hni^c)  cos  2w^. 

if  =  0 

Nous  trouvons  cgalement: 

,  =  0  (2s-i-l)! 

tandis  que 

b)  .  8in«'  + 1  ^  =  -^     i^  ,,,^i  (_>  |2^«  +  n  ^;^  (2;,  _^  j)^^ 

par  conséquent  d'après(l): 

/  .T  \2*  +  i    '  sln(2p  f  1)A 

sin  (^  sin  0)  =  i:  (-  1>   -  i:  .s,  + 1  (-  1>  — i^£--^^^  = 

Sm  +  S»  +  1 


CIS  « 


=    H  es.  +  i  sin(2n+ 1)0  ^   — ^ — ; — -- 

«=o      ^  rri  «»ïr(m  +  2w-f  2) 
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OU 


3)    .  .  .    sin  {x  sin  ^)  =  ii  69«+i  Is^+i  {x)  sin  (2n  +  1)  0. 

fi=0 

De  ces  formules  on  déduit  aisément  la  première  integrale  de 
Bbsbel  pour  la  fonction  cylindrique  de  première  espèee: 

1    /'» 
4) -  -  ƒ    cos  (iw0  —  X  sin  <f)  d^  = 

o 
1     *       ^  ,  ^  C^^^         cos         _     I        pair       ^   ,  ^ 
7  n=o  J     BID  8in  i     impair 


o 


m  étant  un  nombre  entier  positif  quelconque. 
On  obtient  également: 

l    /•» 
5) -  /    cos  (a?  sin  0)  cos  2m^d^  == 

^  J 
o 

1     *  r*^ 

=  —  2  f3«  Un  {x)  I     cos  2w^  cos2m0r/0  =  lïTO  (a:) 
ir  n=.o  J 

o 

1     r» 
6) —  1     sin  (jjsin  0)  8in(2m  +  l)^rf0  = 

ó 
=  —  £  f2«+i  Wi  (a?)  ƒ     sin  (2?!  +  1)  ^  sin  (2m  +  1)  ^rf^^  l2».+i(^j 

ir    „o  J 

O 

Posons:  «'^  =/,  il  resulte  daprès  (2)  et  (3),  en  substituant: 


e^^  -  e-  '^        1    /  1  \ 

♦-         27         "  2ïr""  Ti' 


sin  ^  = 


cos  2n#  « ^^ =  --  (^-  +  :^) , 


et 


«i,  (2n  +  1)«  = ^ï =  -2i  (^""'  "  1^)  "• 

, «  V      </  _  cQg  ^^  gin  0)  _{_  I  ain  (^^  gin  ^^  j- 


00 


n  CS  O 
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OU 


«» ^     '>  =-. Io(a;)  +  <I, ix)  +  W,Car)  +  ...+<•  I.(ar)  +  ...  - 
-^I,(x)+-^ !,(«)-.  .  .  + -tli^  I.  (as)  _  .  .  . 

par  conséquent,  en  introduisant  les  résidus  de  Caucht: 

3.     D'après   Ie    paragraphe    precedent  il    est   dair   qua  des 
expressioQB  comme  (a)  et  (b)  font  Ia  base  de  aos  recherches. 

Si  nous  partons  de  la  suivante: 

" (:-r=x;!('-^r. 

il  résultera,  en  multipliant  les  deux  membres  par 


(-0'( 


X  \2*+v 

2 


8!r(s  +  v  +  i) 

et  en  prenant  la  somme  de  O  è   oo : 


^ (t)'^ 


I  Z   \ 

(-  '>  (y) 


OU  d'après  l'équation  (1),  appliquée  dans  Ie  sens  inverse: 

V ,  2  et  o;  étant  des  nombres  arbitraires. 
Un  autre  résultat  connn  donne  {d),  A  nous  introduisons : 


r(8+ 


v+i)    r(i^+p+i)r(s-p+v-p)y 
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Après   une   légere  réduotion,    on  obtieat^    en  appliquant  de 
nouveau  TinTerse  du  théorëme,  exprimé  par  (1): 


(t)' 


IvW- 


o 
OU,  en  posant 

v  =  Ai  +  p4-l,  a  =  sin* ^  et  g'  =  a?  +  y*: 


9)    .     .     .      ^ 


;7^-^+,+iW+i(»^:«^4.y>)  = 


ir 

=  j  ^  lp  (o;  sin  ^)  I^(y  oos  ^)  8in'^+^  f  cos'*"*"^  ^cf^, 
o 

Al  et  p  étant  des  nombres  arbitraires,  dont  la  partie  réelle  est 
plus  grande  que  —  l ,  d'après  Tintroduction  de  Tintégrale 
d'EuLBB  —  ,  ce  que  nous  écrirons  dans  les  paragraphes  suiyants 
ainsi:  R(^)>  — 1,  R(p)  >— 1. 

4     En  posant  dans  Téquation  (a) :  ^  =  — ,  il  vient : 

■  *  m^  ,4ï(»-p)i(»+p)! 

Après  la  multiplication  des  deux  membres  par 

et  après  la  sommation  de  O  ^oo,  on  en  déduit,  en  appliquant 
l'inverse  de  (1): 


'=0  V2/      ^i8-p)l{8+p)l 

j.  .la-l-lii 


=!.-(-•)■  E  L.""*'* 


00 


»=0  ^  »«!  r(i»  +  2n  +  l)' 

25 


1 
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OU 


(/-  i  Sa -f.  Sm 

x_i;.««(_i).  >'  tl = 


.%m-\-%% 


SmH-SH-I 


^  /  ^  .  Si.      «        (       ^)"  \   2  ) 

or,  en  sabstitaant  Buocesaivement : 


1  i 


r  (m  -»-  2n  +  2p4-  3)     (2n)!  F  (m  +  2p  +  2) 

o 

et 

1  1 


r(m  +  2n  +  2/>4-3)    (2n-|-l)!r(m4-2p-hl)i  ^         ^ 

o 

et  en  introduisant  la  fonction  de  Bessel,  on  obtient: 

ƒ1  /p  _  r^  _  /p 

Is^+  xixVa) cos  —  ( 1  - a) . a'Kada  =  j  \^{xVa)%\VL —{\ --a).afia= 

o  o 

=  5^ ^     2  €2.(-l)»f2M(a?)-ca8a?  , 

a?        f  n=:0  ' 

p  étant  un  nombre  entier  positif  quelconque  d'après  Tintégrale 

d'  EüLER. 

De  réquation  (7)  on  pent  aussi  déduire  successivement: 

(X  \**  ƒ  X  \'* 

t)    -  (-%) 


co8a;+Io(a?)=2  i: 


fn=30         f» !  é^     (2n  4-  m)  ï 

»=o 


]C     (2n 


<-"-(ir^'-KT)' 


2  :er  m!  ^    (2n  +  m)! 


m=l  fi=30 
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=.  2  cos X  7 7 

2         ^     r(w+2)      ;s  n2»t-»-w4-2)' 


m=0  ^       '      '        MsaO 

et 

cos  a?  4-  lo  («)  = 


/  a;  \2-«+2  /  X  \*'+i 

,    ,     .  .    ^<-'Kt)    ^ <-')-(t) 

=  2  cos ir  sin Vx  7 7 

^co.  2        a-B      2^;;^       r(«  +  3)      ^r(2«+»»  +  3) 

on,  en  sabstitaant: 

l 


^TiirWA"^'-"^** 


r(2»  +  ♦»  +  2) 

o 

et 

1  1-1 

r(2n  +  m4-3)  ""  m!(2n  +  1)!  j  «"* O  —  «)^'^^^«^ 

o 

on  aura  respectivement : 

ƒ1          __         ar                 rfa        2        it       1               1 
Ii(a?V^a)  cos  —  ( 1  — a) .  -— :  =  —  cos — Io(a:) cos  a?. 
2                 Ya       X        2       X        _^    X 

o 

ƒ!  _  a;  dcf 

Ia(a?k^a)  sin  -ji\-a).—r^ 

o 

1  .     a?         2  a?         1 

=  —  cos  x  +  8in  — cos  - --  H L  {x), 

X  .2         a?  2        X 


5.     De  I'équation  (b)  on  déduit  pour  ^  =  -— : 


'/).••     :;; 


2*+i  -^ «,+1 

(8-p)! 

p~0 


(28+1)!        2<(8-;))!(«  +  p+l)! 

25* 
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Eq  multipliant  ici  les  deux  membres  par 


( 


-  '^  (f)' 


et  en  continuant  également  oomme  dons  Ie  paragraphe  precedent, 
on  trouve  aisément  les  formules  suivantes: 


13) 


.     .     .  r  1^+2  (a?  Ka)  cos  ^  (1  -  a) .  cr'+i  ia  = 
o 

=  ƒ    I^+i  (x  Va)  ain  ^  (1  —  a)  .  a'  Vaia  = 

o 

= i   £  «2*1+1  (— l)' Ia.+i  (a?)  —  sin  a?  [ , 

X         \  11=0  1 

—  p  étant  un  nombre  entier  positif  qaelconque;  dans  la  pre- 
mière integrale  aussi  la  yaleur  j[>  =  —  1  est  admissible,  d^après 
1'intégrale  d*ËULER  qu'on  a  introduite  — 
et: 

ƒ1          X                    da         2          X        1 
I, (xVa)  sin—  (1  —  a)  .  —^=r  =  —  m» sin x. 
Q                       »*                   V  a       X          £        X 

Des  intégrales  (10)  et  (13)  on   déduit  encore  les  intégrales 
suivantes : 

/^  /.—         xa 

l^pixV a)  cos  —  .  a^da  = 


o 


=Li£  jsin^  +  ain  Y]£^€a.(— l)M2«(a?)-co8|-^fai^i(— l)-Ia.+i(j) 


«ssO  nsiO 


16) 

O 


ƒ1  _^  <p^ 

I^{xVa)Bin  —  .  af  ia  = 


p-i 


=^ L  cos  -r-  —  COS  —  V€2»(-l)'*l2»(a;)-8in  „  y^«a.+i  (-  l)'l2«+i  f^) 


(-1).)  X        -     -^^(_i)nr,(,^i„| 

n  _        xa 

17) y  I)^+i(a?Ka)cos— .a'Kaia  = 

o  ^ 

,(zi^  j  cos  |-  ]^«a.(  -  1)-Ia.(a;)  +8in  ~  ]^€a.+i  (-D'  Wi(*)  -  «»  ^ 

*       '  ««dO  «=0 
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18) ƒ"'      ■  •    '« 


.    I*+i(« Va)  sin  -—  .  a'Vada  = 
o  2 


(-lyj .  X 


I    V   1  /W  J" 

V  I  ''"  2" S'2H<~  l)'*l2n(a?)~C08|  5^€2n+l  (-1)'*  l2n^l{x)  +  Sm  ^  L 

p  étant  UD  nombre  en  tier  positief  quelcooque. 
Egalemeot  on  obtient  d'après  (11)  et  (14): 

19). y  I.(*V^«)«OB-.p^----cos-jl+I„(.)j. 
o 

20) . l\ixVa)mn'^  .  ^  =  i-sin|- jl  _  Io(x)j . 

O 

6.  Aussi  en  partant  des  formuleB  déj&  eonnues  dans  la 
theorie  des  fonctions  de  Bessbl,  on  peut  obtenir  des  expres- 
sions  de  la  forme  suivante : 

*) 2:  ♦(s,i>)  =  ^(s), 


dont  se  déduisent  de  la  maniere  indiquée  de  nouyeaux  résultats. 
Par  exemple,  de  la  formule: 

J  Vw        («*  +  yy+*     lR(v)>-i 

o 

on  déduit ,  en  remplagant  x  par  ix  et  en  posant  y  =  1  H ,   Ia 

4 

soiyante : 

i  v^*    (i— ^P' 

et  en  substituant: 

/  X  \2«+v 

^n!r(n  +  v  +  l) 


')  NwLHEN  ,  Handbuch  der  CylindeTfunktionen ,  1904;  p.  196,  (11). 


S94 
et 


-tt 


*=z 


^My) 


m\ 


firn 


riBtégrale  s'écrit: 


o» 


(ir  ^<-')-(j 


Z^n]r(n-^v+\)  Z^         ml         ' 


o 


OU  d'après  (]): 

,a.+v    '      (-l/ixa*— /)-l-2i»  +  l)    • 


^p!(«-p)!r(s-p  +  v-M)' 


tandis  que  Ie  aecond  membre  sera  pour  —  <  1 : 


i"^-  ^"  .t  *^  V  c^-±ii±ii(-f-r ■*"•', 


y,    r(s  +  2v-t-l)  IxV' 
45     «!r(2v+l)   Uj 


l^ir      *5;      «  •  n2v  +  1) 
par  conséqueot,  en  égalant  les  coëfficieots  de  —  au  même  degré: 

)  ••Z^^!(s  — ;>)!r(5— ;?4-v+l)  "  r(2v  +  1)^^  '         »! 
d*après  la  propriétó  suivante  des  fooctions  F: 

/)....    22*-!  r  («)  r  (« -f  i)  =  r  (2^)  K7. 

En  substituaot: 
r(2,  -.p+  2.+  l)=?:<?i±i^^4i>  /•'«2,^H-^''(l-ay*^da, 

r(p-Hp-fi)    ; 

o 
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et  CD  maltipliant  les  deux  membres  de  l'idensité  {k)  par 

jp  \a.+v+p 

2_^ 

r(2s+2v  +  pf2)' 

il  résulte ,  après  Ia  sommation  de  O  è  oo : 


^''        ^   8!r(2a+2v  +  p  +  2)\2/ 


2«+H-^ 


et  alors  d'après  I'inyerse  de  (1)  et  en  introduisant  les  fonctions 
de  Bsssel: 

21)  .  •  ƒ  Iv  (ara)  lp  (ia:  Ka  (1  -  a))  a*'"' 2  (1  —  a)2  da  = 
o 

^         V  /     ly       r(g+2v+l)       /^\2*+v+p    /R(v)>-i\ 

r^ (»'+*)  rif     _^s!r(25+2v+p+2)\2/  '  \r(p)>-.i;- 

Cette    formule    douDe   plusieurs   résultats   pour   des   yaleurs 
spéoiales  de  v  et  de  p. 

1*.     En    posant    successivement    p  =  2v    et    p  £=  21^  —  1 
1'expression 

r  (g  +  2»  + 1)     /  X  \2*+v+p 

r(2s  +  2i;  +  p  +  2)  \YJ 
se  reduit  d'après  (/)  respectivement  k 

X  \2*+3v— i 


/  X  \2*+3v                                      /  X  \ 
-: .-^r r—  -        et       - —  .  . - 


2v+i    r  («  +  2v  +  J)  2--1    r  (s  +  2i.  +  4) 

par  conséquent  on  déduit  de  (21): 

22)   .    .  ƒ   ly  (ara)  Ijv  (ta;  Ka  (1  -  a))  (1  -  «)-  rfa  = 
o 

t'-V^Tar"-*   ,       '/a!\      ,„,  , 
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23)  ..ƒ'!..  (««)  l2,_i  (♦•«  Va(l-  «))  (l  -  «r-t  V«  .  rf«  = 

O 

En  posant  dans  (22)  auocessivement  v  =  O  et  v  =  i ,  et  dans 
(23)  V  =  4  et  V  =  1 ,  on  obtient ,  en  appHquant  les  formules 
connues: 

I| (y)  =  |/^ -in y  et  If(y)  =  |/^ (^^ " «» y)  = 

- 2         X 

24).  .ƒ   Io(xa)Io(ipl^a(l  — a))da=— ainy 


25).  .  ƒ  I,  (irKa(l-a))8in(xo)l/— ^da=0O8-  — — Bin- 


26)  .  .  ƒ*  lo  («iP  l^a  (1  —  a))  sin  (ara)  da  =  sin 


•  ■ 

27).  .ƒ  I,(a?a)l,(ixVa(l— a))!^^!— a)rfa  =  -8iD-— -C08-. 

2**.  8i  Ton  poee  v  =  O  et  saccesaiTement :  p  ■=  2m  et 
p=s2m+  1,  IN  étaDt  un  nombre  entier  positif  quelconque,  on 
déduit  de  (21): 

28)    .    .  ƒ ^  lo  («  a)  Ita  {ix  KJ^TÏ^IÖ)  (—7^)*  <^  «  =■ 


,TJ  r(28  +  2m  +  2)  ~frl    r(2«+i) 


397 

—  a\-+* 


29)  .  .    f\(xtt) Ita+i [ixVa  (1  -  o))  (- 


da  = 


(_  ,)..■  ^  (-  ')-(t)      ..  1  ^ '-  "-(t) 

i        'Sf    r(2<  +  2i»+3)       ■>  ^,         (2.)! 


2         X         .    ^«-'Hy) 


a-»«^i 


r 


««  °°'  2        "»•   ^  (2«)! 

7.    De  la  formule 


l  ifVx^  +  y*     •         \R(v)>-ly/ 


X* 


on  dédoit ,  en  remplaf ant  x  par  ta;  et  en  posant  y  =  1  + 
Ia  soivante: 

et  en  continoant  également  comme  dans  Ie  paragraphe  prece- 
dent, on  trouvera  Tautre  identité: 

«^       V    (-iyr(2i.-j>4-v-H) 

-)  •  •  ^  ^T(7Z7)-!irv^7T;;^  1)  =  1 '  (Rw>-i)- 

En  Bubstitnant  maintenant: 

r(;>+P+l)    { 
et  en  mnltipliant  les  deux  membres  de  (m)  par 


r(2a  +  v+p  +  2) 


M    NiUBBM,  loe.  eit.  p.  186,  (13). 
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il   résoltera ,   après   la  sommation  de  O  è  x. ,  et  en  appliquant 
(1)  daDS  Ie  sens  inverse: 


30) 


.   .   .   ./    lv{Xa)\p(ixVa(l-^a))U -jUa=^ 


Posoos  successiyement  p  =  2m  —  v  et  p  =  2m  —  v  —  1 , 
m  étant  un  nombre  entier  positif  queleooque,  nous  trouverone 
respectivemeat : 

V 

31)  .  .    j    lv(a:a)Ijm-v(urVa(l  -  a))  [— ^-°-|        c/a  = 


a;  \2*+2« 


f-D' 


«"     ^    r(2«  +  2m  +  2)  —  tv  -^     (2s  +  1) ! 

1(2  a;        ■^^  \  2  /    ') 

_   _gin  .2^  ,  (2m+l>R(y)>-l). 

t"  \  X  2        Tio     (2«  +  1)  '•     1 

32)  .   .    ƒ  U(a;a)l2«-1  (txKo  (1  -  a))  (  -^  j  da  = 

.(-1)'—  »<-i>'hr 

tv  + 1  "è.     r(2s  -h  2m-\-  i)     '      t-  + 1  ^,  (2«) ! 


8.     L'identité : 

1  1  1 


s'écrit ,    en    développant    les   fonctions    pour    aj<  1    eii    séries 
absolument  convergentes : 


I 
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OU  d'après  (1): 


r  (v -t- O  r  (p -I- i)  ^  ^  r(8  +  >  +  p  +  i) 


af 


7^0       f^o  pHs-p)^- 


par  conséquent,  en  égalant  les  coefBcients  de  x  au  méme  degré: 

.  r(v4-i)r(p  +  i)    r(8  +  v+p  +  i)  _ 

"^  •    •     "r(v  +  p+i)     •  si  ~ 

^  y*  r(p-\-v  +  i)r{s-  p  +  p  +  i) 
ff,"  pM^-pY- 

En  substituant  maioteoant  d'après  (/): 

^  ^     22-1  r  (2  +  i) 

on  aura: 

r(«+i)r(p-i-i)     r(2s  +  2i,  +  2p  +  2) 


n')    .  . 


2r(i)r(v  +  p4- 1)  *  «!r(s4-v4-p  +  i) 


-^^      r(2p  -I-  2i;  -Hl)  r  (28  -  2;>  +  2p  +  L) 

,^  p! («-;')!  r(p 4- v-h  i)r(«-p+p  + !)■ 


En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par 


( 


r  (2s  -h  2v  -I-  2p  -h  2) 
et  en  substituant: 

r(2i>J-2i;-f  l)r(2s  — 2o4.p  4-1)        ri 


o 
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il  réraltera,   après  Ia  sommation  de  O  è  oo,  en  appliqaant  (1) 
dans  Ie  eens  inTerse: 

r(v44)r(p  +  i)  ^   ^    ^^U;  _ 

2r(i)r(v  +  p+i),-^  sir(»+v  +  p  +  j) 

èr        n!r(n  +  v+l)        •  èï    «!r(m  +  p  +  l)  •«"(»-«)"'« 

OU,  en  iotroduisaDt  les  fonctions  de  Bbssel,  et  après  une  légere 
réductioo  : 

2>+Pr(v  +  0r(p  +  j)  /  X  \»+c+*  T 

= ƒ'  iv(x  -  ^)  i,(^)(a;  -  0)v^prf^ ,  pj";  >  -  M. 

o  *»  (p)  >  —  i/ 

Posons:  p=si,  alors  nous  obtiendrons: 

34)  •27^Wi(^)=/ Wa'-0)(«n/3)(a;-^)vd/3,  (R(v)>-i). 


9.    Eu  égard  &  la  formule  de  transformation  pour  la  série 
lijpergéometrique  de  Kümmer  ') : 

J») F(a,  j3,  2/3,  a;)  = 

*    .F  «,a-/3  +  i,  ^+è.  '  ^ 


1  +  V^l— « 
qoi  dans  Ie  cas  particulier  a  =>  /3  —  ^  s'écrit  : 

/  2  \^-  ' 

p')     .     .    PO-i,  0,  2^,  x)  =  /-^— ^ 

1'identité: 


1  — t^l— a;\  '\ 

1  +  Kr^j  /' 


^) 


( 


i  +  Ki-x/  \i  +  i^nr^/     \i  +  v^iTri, 


M    Jounial  für  Ifathenuttik  Bd.  If,  p.  77;  1886. 
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noofl  donne  la  saivaiite: 


F 


(v  +  e   v  +  p  +  i      ,     1  1    ,\ 


En  Bubstituant  l'expressioD  connae: 

l  .  <y  1.2.7(y+l) 

r(7)     V"  r(«+b)r(«  +  /3)  ^  ^  ,^ 

2.  — 7TF7rr7r- ('<i) 


r(a)r{/3)  ,^0     » !  r  (« -h  7) 

on  obtient 


r(v+p4-i) 


i:E 


.-(,+il±£)r{.+^±|±i) 


i'  +  P\„/v  +  p+L   -^-'  sir(«-|-v  +  p+t) 


x'  = 


-n'H-^i^)  -- 


_     r(v+i)     ^^('•+i-)^(«  +  ^) 


V 


r(p4- 1)       •     I       2 '   V         2    ' 


-  af"X 


+  1>   2.  m!r(»»  +  p  +  l)  **' 


oa,  d'après  (Q  et  en  appliquant  (1): 


,        yx     r(2s  +  V  +  p)         g» 


—  "^  „!r(n-hv-Hl)   2»' ^^^«l^(«  +  p+l)22« 


r(2p  +  v)  1X28  -  2;>  +  p) 
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et,    en    également    maintenant    les   coefficients  de  x  aa  méme 
degré,  on  en  déduit: 

v+p     r(28  +  v  +  p) 

9)    •         •     • 


vp    s!r(«+ v+p  +  i) 
r(2p  +  v)  r(2s  —  2p  +  p) 


Zl  \£p  T    V)  I  \^5  £,}/  -^  p) 
p=oi^ '  (^  — -P) !  r(p  +  v  +  1)  r(5  -;>  +  p  +  f) 


En  multipliant  les  deux  membres  par 


'-'At) 

r(2s  +  V  +  p) 

et  en  substitaant: 

r(2s  -h  V  +  p)  ^ 

il  s'ensaiYra ,  après  la  sommation  de  O  &  ao ,  et  en  appliquant 
de  noaveau  (1)  dans  Ie  sens  inverse: 

w  H~  p  r^  dct 

- —  Iv+p  ^a?)  ==  j   Iv  (a?  —  ara)  lp  (xa)  —- — --  , 
vp  o  a(l~-a) 

ou: 

36).."-±^u,(.)=/\(,-0)i,(3)-^.(^;''j>v 

vprr         '^0  '^       p(a?— p)    \R(p)>0/ 

PosoDS  p  =  i ,  il  résttltera  : 

36)  ..  ?^l/|-Iv+»(a:)  =  /'u  (x_/3)— 'M^rf0.(R(v)>O) 

vx    r    2  o  j3(x— /3)K/3 

et  en  posant  ioi  v  =  ^ : 

37)  .     .     .  — -I.(x)-y   __-— --_d/3. 


O 


10.     En  remarquant  que 


F(a,  /3,  a.  x)  = ,  (o?  <  1) 

( 1  —  xp 
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la  formule  de  traasformation  de  Kcmmer  (p)  se  reduit  dans  Ie 
cas  particulier :  a  =  /3  4-  ^  k 

et  d'après  (pO  et  {p")  Tidentité: 

1        /  2  \»'fp-t-l  _ 

_  /  2  \p-t-^  1         ƒ  2  \v 

s'éorit: 

WV  +  P4-3   v  +  p  +  2  \_ 

*^l 2 ' 2 .»'  +  P+2,a:j  = 

_     /p+1     p-4-2  Jvl?l''  +  2    "^^        j_i      ^ 


oa: 


r(v4-p  +  2)  ^M'+       2      /M~2~/' 

_  2^ 


H'H^H-^f') 


._o        «!r(«  +  v  +  p  +  2) 


p+I\  ^/p+2\  ^„         n!r(n  +  p4-2)         *^ 


-m  -m 


r(v  -f.  1)  ^      \  2    /     V    ^      2    / 

2^ 7-1^. :-:: X". 


En  appliquant  (Q  et  d'après  (1),  on  obtient: 


E 


,rrO 

00 


8ir(s  +  v  +  p-\-2)  2^ 


(        uX^     r(2n-t-p+l)     x'^    r(2m4-.>+l)    Jg" 
^        '2^n\r(n+p-\-2)2^     2^mïr{m+v-tl)2*'' 


«-^0  *  m  — o 

co 


=  f  +i)V  **    V*  r(2jj  +  v4-i)r(28-2i>  +  p  +  i) 
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or,   leB  coefficients  de  «  au  méme  degré  étant  égaaz    dans 
cette  équation,  il  résulte: 

r(2«+v-'-p4-2)  Y^    n2;>+v+i)r(2g -2p+p+i) 

*"^*»!r(»+v+p-i-2)    **''"  ^•^/>i(«-/))ir(p+v+i)r(8~p+f+2) 

Si  DOOS  multiplions  ioi  les  deux  membres  par 

X  Xï+f+p  +  i 


( 


--(t 


(p+l)r(2s  +  v  +  p  +  2) 
et  si  noas  sabstitnons: 

r(2«  +  V  +  p  4  2)  l  '^ 

f 

on  aura,   après  la  Bommation  de  O  &  ao ,    et  en  appliquant  (1) 
dans  Ie  sens  inverse: 


Iv  +  p+lW  rlT     ,  _,  T  /        X     ^ 


OU 


—  =  y    Iv  (JC  -  a:a)  lp  + 1  (oPa) 


o 


Changeons  v  et  p  +- 1^  et  sabstitaons  dans  l'integrale  fi=^x — a, 
alora  nous  trouyonB: 

38a) . =  ƒ    Iv(a!—  a)Ip  +  l  (a) i  1  t>  ,  x  ^       o  r 

1/  {  '^  x—a      \R((>)>— 2/ 

De  ces  formules  proviennent  d'autres  pour  des  valeurs  spé- 
ciales  de  v  et  de  p. 

8i  Ton  pose  dans  (38)  successivement  v  =  —  j^  et  v  =  l,  et 
dans  (38a)  v  =  ^ ,  on  trouve  respectiyenient : 
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d 


41>..V^.Ip+j(af)  =  /'lp+i(«)8in(«-a) — ^  ,  (R(p)>-2). 

o  V*  —  ■) 

Dea  formules  (89)  et  (40)  on  déduit  enoore  usément: 
^    •   •   -7:^l/jfo<»»I^+»(«)  +  "in»Ip+f(«)|  = 


dfi 


48) 


=  /'lp+iO)co80— -L=  ,  (RQ,)  >  -  1) 


=  /%+l(j3)8iii0— 7=^==-,  (R(p)>-1). 

o  pr»  —  p 

Et  en  posant  dans  (39),  (40),  (42)  et  (48):  (>  =  — i,  on 
aora  respeotiremeat : 

44^  •  T  te\  —  /' "P  ff  oo»  («  - /3)   ,-a 

iiKx  T.x       /*•  sin  3  sin  te  —  B) 

47)    .    .    ir{8ina>Io(«)-coB«L(!t)l  =  ƒ    — — '^        /M 
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Q2. 


DAS  ANALOGON  DES  BÜSCHELS  YON  STRPHANOS 
01  SIEBENDIMKNSIQNALEN  RAÜME , 


TOn 


J.  A.  BARRAÜ. 

(Amsterdam). 


Bekanntlich  finden  die  EigeDschaften  der  deBmischen  Tetreeder 
ihren  algebraischea  Aoadruck  in  der  Identitftt: 

(a  +  6  +  c+d)(-a  — 6  +  c  +  rf)(-a-h6-c+rf){a-ft-c+(i)+ 
+(-a+6+c+(ö(a— i+c+d)(ai-6-c-fd)(a+6+c-rf)=16ai«i. 

InBbeBondere  sieht  man,  daas  die  drei  Tetraeder,  aufgefiust 
ala  auageartete  Flftchen  4  Ordoung,  einem  Büaohelaogehören, 
deaaen  Gnindkurye  gebildet  wird  yoq  den  16  Gteraden,  welche, 
zusammen  mit  den  12  Schnittpunkten  der  Tetraederkanten, 
eine  Konfiguration  (I63,  12^)  bilden. 

Nun  findet  aich  in  einem  früheren  Aufsatz  >)  die  Zerlegung 
dea  Maaapolytopes  in  R,  in  16,  daaelbstmiti— XVI  bezeichnete, 
Simplexe.  Dieae  Tabelie  l&sst  aioh  aofort  verwenden  zur  Auf- 
Btelling  der,  mit  der  obigen  analogen,  Identit&t  ffir  acht 
Yariabeln. 

Bezeichnet  man  namlich  mit  I  das  Produkt: 

(a  +  öA-c+d  +  e  +  f-^-g  +  h)  (_a  —  4  -  c  -  d  +  ^ +/+ 
+  9'\'h){-'  a-b+c4-d''e-f  +  g  +  h){'-a  +  b—e  + 
+  d  —  e  +  f^g  +  h)(''a+b  +  C'-d  +  e--f^g  +  h)(a'-b-- 
—  c  +  d  +  c  —  /-jr  +  A)(a  —  6  +  c  —  d-e+-/'  —  ^  + 

und   ebenso   mit  II    bis   XVI    die   übrigen    Prodakte,    worin 


^}    Ntonw  Aiohiflf  YII ,  p.  267. 
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jedesmal  die  Yorneichen  cler  in  der  Tabelle  angegebenen  Bnoh- 
staben  negativ  ro  nehmeii  sind,  dann  gilt: 

I  +  IX  +  X  4  XI  +  XII  +  XIII  +  XIV  +  XV-  II  -  III  ~  IV  — 
-  V  —  VI  -  .  VII  -  VIII  -  XVI »  6.2»  abedêfgh.  O 

Denn  das  ente  Olied  der  Gleicbung  ist  eine  homogene  Form 
achten  Grades,  welche  verschwindet  wenn  eine  beliebige  der 
Yariabeln  gleich  NuU  gesetzt  wird. 


So  ist  ffir  k^O: 

IsXVi 

vsxn 

11  =  XV 

VI  =  XI 

UIsXTV 

VII 5  X 

IVsXUI 

vin  3 IX. 

Für  a  =  0  irt 

I  =  II 

vi^xn 

UI  =  IX 

VII^XTII 

IV  =  X 

vnisxiv 

V  =  XI 

XV  =  XVI 

and  80  weiter,  was  geometrisch  eben  die  in  §  14  des  zitirten 
An&atzes  erörterten  Perspektivit&ten  bedingt.  Die  Form  Iftsst 
aioh  also  redaziren  auf 

X .  abcdefgh ; 

den  Faktor  x  aber  bestimmt  man,  indem  man  den  Variabeln 
beliebigen  numerischen  Wert  beliegt,  z.  B. 

a=fc  =  c  =  (i  =  e  =  ƒ  =  ^  =  A  =  1. 

Es  folgt  X  =  6.2>»  =  6144. 

Wir  haben  also : 

Das  Fundamentaïsimplex ,  aufgefasst  als  (ausgeariete)  sechs" 
dimensionale  Baumvarietdt  achten  GradeSj  gehort  zu  einem 
linearen  Sgsteme  fünfzehnter  Stuf  e  solcher  Bdume^  bestimmt 
durch  die  16  Zerlegungssimplexe. 

Da  aber  die  Zerle^ung  auf  30  Weisen  erfolgen  kann, 
gibt   es    30   solche  Systeme,    deren  Qesammtheit  invariant  ist 


^)    PotitiT  lind  die  Simplexe  mit  geradw,  ii«gati?  mit  angerader  Baohitabeniahl.' 
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gogen  die  Operationen  der  BelbBtdeokendeo  Bewegangagmppe 
des  Maaspolytopes.  Jedes  einxelne  System  ertrigt  nar  diejenige 
dieser  Operationen,  weicbe  die  Simplexe  der  zugehörigen 
Zerlegungsweise  *)  in  sioli  oder  in  einander  überführen  (vergh  §  11.) 
Es  zeigt  sich  also  wieder  die  Sonderrolle  des  Vandamental- 
simplexos  and  infolge  dessen  die  anToUkommne  Analogie  mit 
dom  Yerhalten  in  R,,  wo  die  Figar  and  die  damit  zaaam- 
menhangenden  Betrachtongen  die  grSsst  mögliche  Symmetrie 
aafweisen. 


^)  Dis  Zahl  80  diflter  ZartogoBgtwaiaMi  hal»  wis  mioh  Hsrr  P.  MuLDim  anf- 
msrknm  aaeht,  nar  Geltmif ,  wenii  nuui  dis  Bekpunkte  mit  nofitsdw  anf  glaiche 
Wém  wis  dis  gsgmkübsrii^send«i  mit  ssvadmr  BoolistsbsiiMÜil  rinlmlt,  was  abca 
ftïr  obifs  BaCraohtnng  notwandig  iat.  Zarlagt  man  abar  dia  baidaa  Balften  oab- 
bangiKy  daan  hal  man  aohon  900  Waiaan.  Diaaa  Bamarknng  batiillt  aaoli  dia 
lür  köhara  Dimaniion  barachnats  Antahlan.  In  dar  Taballa  dar  80  A  in  {  11 
iat  sa  laaea: 

nnter    7 :  «adjf  stalt  éoéff 

vntar  SS :  «adjf  statt  mede. 


K  2 e,  6  e,  8b. 


IMAGINAIRE  PDHTEN  YAN  DEN  CIRKEL 


DOOB 


J.  TAN  DE  GRIEND  Jb. 

(Kampen). 


De  onderstaande  beschouwingen,  uitgaande  van  de  bekende 
theorie  der  „Kreisyerwandtschaft"  van  Möbiüb,  hebben  ten 
doel  de  ligging  na  te  gaan  van  wat  men  ala  snijpunten  yan 
cirkels  onderling  en  van  cirkels  en  rechten  heeft  te  verstaan, 
ingeval  die  sngpunten  niet  reëel  zijn;  —  alsmede,  welke  ver- 
algemeening verschillende  begrippen  en  stellingen  kunnen 
ondergaan  door  het  begrip  , snijding"  op  deze  wgze  meetkundig 
uit  te  breiden. 

1.  De  vergelgking 

F(X,  Z)  =  0 (1) 

met  standvastige  complexe  coëfficiënten,  waarin  X  alle  reëele 
waarden  doorloopt  en  dientengevolge  Z  een  reeks  complexe 
waarden  aanneemt,  stelt  een  kromme  (F)  voor,  die  doorloopen 
wordt  door  het  punt  Z.  De  punten  der  kromme,  die  daarbij 
ontstaan ,  noemen  wg  de  reëele  punten  dezer  kromme.  Imaginaire 
punten  der  kromme  zijn  de  punten,  die  ontstaan  door  X  in 
dezelfde  verg.  (1)  complexe  waarden  te  geven;  d.  w.  z.  door 
A ,  in  plaats  van  enkel  langs  de  x  as ,  in  een  geheel  vlak  (X) 
beweeglijk  te  denken.  Daarbij  beweegt  zich  Z  buiten  de 
kromme  (F)  over  het  vlak  (Z).  Gelijk  bekend,  sngden  de 
banen ,  die  X  doorloopt ,  elkaar  in  het  algemeen  onder  dezelfde 
hoeken  als  de  banen ,  die  het  overeenkomstige  punt  Z  doorloopt 

2.  In  het  bgzonder  stelt  de  vergelijking 

AXZ  +  BX  +  CZ  +  D  =  O (2) 

BX  +  D_       B    X-L 

^*  ^  —  axTc  =  -ax^:m-  •  •  •  <8> 
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ak  L  = —  en  M  =- is,     .     .     .     (4) 

B  A 

▼oor  fltandyastige  oomplexe  A,  B,  C,  D  en  reëel  veranderlgke 
A  eoD  cirkel  voor,  zooals  uit  de  theorie  der  «Kreisyerwandt- 
schaft"  onmiddellijk  volgt:  den  cirkel  nl. ,  die  in  het  vlak  (Z) 
correspondeert  met  de  x-as  in  het  vlak  (X).  De  imaginaire 
punten  van  dezen  cirkel  worden  dan  voigens  1  verkregen  door 
A  beweeglijk  te  detiken  over  het  geheele  vlak  (X).  Daarbg 
komen  de  punten  Z  en  X  enkelvoudig  met  elkaar  overeen ; 
uitgezonderd  is  de  waarde  X  =  M ,  waarvoor  mod.  Z  =  oo  met 
willekeurig  argument,  zoodat  met  deze  enkele  waarde  Tan  > 
alle  punten  van   de  oneindig  verre  rechte  van  het  platte  vlak 

(Z)  correspondeeren,  en  de  waarde  Z  = =P,  waarvoor 

mod*  X  =  X  met  willekeurig  argument ,  zoodat  dit  punt  Z 
(dat  tot  de  reëele  punten  van  den  cirkel  behoort,  omdat  het 
willekeurige  argument  ook  O  kan  zijn)  aU  oneindig  yeelToadig 
punt  van  het  vlak  (Z)  beschouwd  moet  worden. 

8.  Opdat  de  cirkel,  voorgesteld  door  (2),  een  rechte  zal 
worden ,  is  noodig  en  voldoende ,  dat  aan  die  vergelgking  vol- 
daan  worde   door    reëele   X    en    oomplexe    X  met  oneindigen 

Q 

modulus,  d.  i.  M= moet  reëel  zijn.    Stellen    wij  deze 

Jx 

reëele  waarde  voor  door  j,  dan  wordt  (2) 

A(X- j)Z  +  BX  +  D  =  0 

of,  bij  vervanging  van  X  —  q  door  X, 

AXZ  +  BX  +  D  =  0, (5) 

die  men  uit  (2)  vindt  door  C  =  O  te  stellen.  De  imaginaire 
punten'  dezer  rechte  ontstaan  dan  weer  door  voor  X  oomplexe 
waarden  te  nemen. 

4.  Intussohen  stelt  de  vergelgking  (6)  of  de  vergelgking  <2), 
waaruit  zij,  voor  -r-  =  reëel,  is  afgeleid,  tegelgk  nog  de  on- 
eindig  verre   rechte    van    het    platte    vlak    voor;    want   voor 

Q 

X  = r-   in  (1),   of  X  =0  in  (5).    wordt  mod.  Z  =  oo   ea 
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Arg.   Z    willekeurig   (verg.    2).    Terwijl   A    alle  andere  reöele 

waarden   doorloopt,  wordt  de  in  het  eindige  liggende  rechte, 

C 
punt  voor  punt,  beschreven;  voor  de  reëele  waarde  A  =  —  — 

ontstaat  opeens  de  oneindig  verre  rechte  van  het  platte  vlak. 

Om  deee  oneindig  verre  rechte  uit  de  vergelgking  der  rechte 
'te  verwijderen,  moet  het  ooeindig  worden  van  een  der  veran- 
deilijken  Z  of  A  bg  een  eindige  waarde  van  de  andere  opge- 
heven worden,  d.  i.  de  term  met  AZ  moet  uit  de  vergelijking 
verdwijnen;  A  moet  =  O  eijn  (het  punt  M  verplaatst  zich 
laogs  de  x-as  naar  het  oneindige).  De  aldus  gereduceerde 
vergelijking  der  rechte  liju  wordt 

BA  +  CZ-f  D  =  0; (6) 

hierin  wordt  Z  wel  oneindig  (voor  A  =oo),   maar  met  bepaald 

argument  (arg. —j  (oneindig  ver  punt  der  rechte). 

\j 

Yoor  mod.  C  ss  O  gaat  deze  enkelvoudige  rechte  over  in  de 

oneindig  verre  rechte  van  het  platte  vlak. 

5.  Uit  de  theorie  der  ^Kreisverwandtschaft*' is  bekend,  dat, 
wanneer  A  een  cirkel  (e)  beschrijft ,  ook  Z  in  het  algemeen  een 
cirkel   (C)   beschrijft.    Gaat  (c)  over  in  een  rechte,  dan  bevat 

B  C 

de  cirkel  (€)  het  punt  P= r-  (2);  bevat  (c)  het  punt  M  =  —  ~  , 

dan  gaat  de  cirkel  (C)  over  in  een  rechte.  Cirkels  en  rechten 
(c)  snijden  elkaar  onder  dezelfde  hoeken  als  cirkels  en  rechten  (C). 

6.  ay  Laat  men  A  een  rechte  door  O ,  den  oorsprong ,  door- 
loopen ,  dan  is  arg.  A  =  constant.    Het  punt  Z  beschryft  een 

cirkel^    die    door    de    reëele    punten    Q  =  —  —  (A=0)    en 

B 

P  =  — --  (A  =  oo).~  van   den   oorspronkelgken   cirkel  gaat  (6) 

en  dezen  cirkel  sngdt  onder  een  hoek,  gelgk  aan  het  argument 
van  A  (1).  Met  den  bundel  rechten  door  O  correspondeert  dus 
een  cirkelbundel  door  P  en  Q ,  die  de  ligging  van  de  imaginaire 
punten  van  den  cirkel  met  gelijke  'argumenten  markeert. 

b)    Laat  men  A  een  cirkel,  met  O  als  middelpunt  doorloopen, 
dan  is   mod.  A  =  constant.    Het  punt  Z  beschrijft  een  cirkel , 
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die   alle   cirkels  van  den  cirkelbundel  door  P  en  Q  (a)]  reeht- 

hoekig  Bngdt ,  en  wiens  punten  gelijke  afttandyerhondingen  tot 
de  banspanten  P  en  Q  hebben.  Al  dergelgke  cirkels  Yormen 
een  cirkelschaar,  die  de  ligging  van  de  imaginaire  punten  van 
den  cirkel  met  gelijke  modulen  markeert. 

c)  Laat  men  X  een  reohte  loodrecht  op  de  x-s»  doorloopen, 
dan  is  de  reëele  term  van  X  constant.  Het  punt  Z  beschrgft 
een  cirkel,  die  den  reëelen  cirkel  rechthoekig  engdt  in  het 
punt,  dat  met  het  snypunt  van  (X)  en  de  x-as  overeenkomt, 
en  die  .door  het  punt  P  gaat  (5).  Met  den  bundel  rechtsD 
loodrecht  op  de  x-m  correspondeert  dus  een  cirkelbundel  door 
P  met  gemeenschappelgke  raaklijn;  deze  bundel  iftarkeert  de 
ligging  ▼ftn  de  imaginaire  punten  van  den  cirkel  met  gdyhe 
reëele  termen. 

d)  Laat  men  X  een  reohte  evenwijdig  met  de  o^as  doorloo- 
pen,  dan  is  de  imaginaire  term  van  X  constant.  Het  punt  Z 
beschrgft  een  cirkel  door  P,  die  alle  cirkek  der  groep  <d 
rechthoekig  sngdt.  Met  den  bundel  rechten  evenwgdig  met  de 
x-BA  correspondeert  dus  een  bundel  cirkels,  die  den  reeelen 
cirkel  in  P  raken;  deze  bundel  markeert  de  ligging  van  de 
imaginaire  punten  van  den  cirkel  met  gelijke  imaginairi 
terfHcn» 

e)  Een  willekeurige  cirkel  (Z)  uit  de  groep  b)  sngdt  een 
willekeurigen  cirkel  uit  de  groep  e)  in  twee  punten,  waarvoor 
zoowel  mod.  X  als  de  reëele  term  van  X  gelijk  is;  waarvoor 
dus  X  twee  toegevoegd  complexe  waarden  heeft  (de  twee  pun- 
ten X  liggen  symmetrisch  ten  opzichte  van  de  ar-as).  Daar 
beide  cirkels  (Z)  den  reëelen.  cirkel  rechthoekig  snijden ,  zgn 
deze  punten  eikaars  inversie  ten  opzichte  van  den  reëelen 
cirkel ;  wij  kunnen  daarom  inverse  punten  ten  opzichte  van  dezen 
cirkel  ook  toegevoegd  complexe  punten  van  den  cirkel  noemen. 
Oaan  in  het  bgzonder  de  rechte  (X)  uit  c)  en  de  cirkel  (X)  nit 
(b)  door  het  punt  M  (5) ,  dan  ligt  het  eene  punt  Z  willekeung 
in  het  oneindige,  terwijl  het  andere  punt,  omdat  beide  cirkek 
(Z)  stralen  geworden  zijn ,  het  middelpunt  van  den  reëelen  cirkel 
wordt;  het  middelpunt  is  dus  het  toegevoegd  complexe  punt 
van   alle   punten   in   het   oneindige.    Daar  de   punten  in  het 

Q 

oneindige  gekarakteriseerd  zgn  door  de  waarde  X  = r-,  ii 
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(C  \ 

Q 

de  ioegeyoegd  complexe  waarde  van —• 

f)  Wordt  de  oorapronkelgke  cirkel  een  rechte,  dan  ragden 
de  cirkels  uit  de  groepen  b)  en  c)  deze  rechte  rechthoekig; 
hun  Bngpnnten  onderling  liggen  due  sjmmetriach  ten  oprichte 
van  de  rechte.  Daarom  kannen  wg  dergelgke  sjmmetrische 
pnnten  ook  toegevoegd  complexe  punten  van  de  rechte  noemen. 

g)  Bg   een  enkelyondige  rechte  in  het  oneindige  (4)  liggen 

alle  toegOToegd   complexe   punten  insgelijkfl  in  het  oneindige. 

D 
Alleen  bg  de  complexe  waarde  \  =  —  -=-  wordt  Z  onbepaald 

eindig;  d.  w.  z.  de  geheele  yerzameling  punten  in  het  eindige 
heeft  tot  toegevoegd  complex  punt  het  punt  in  het  oneindige, 
waarvan   dè  parameter  X  de  toegevoegd  complexe  waarde  van 
D   . 

Opmerking.    Alleen  de    ligging    van    toegevoegd    complexe 

punten  van  cirkel  en  rechte  Ie)  en  f))  is  onafhankelgk  van  de 

ligging  der  reSele  punten  P  en  Q  van  den  cirkel  of  de  rechte , 
d.  i.  van  de  rangschikking  der  parameters  X  langs  dezen  cirkel 
of  deze  rechte ,  —  zooals  uit  de  redeneering  is  gebleken. 

7.  Meetkundig  blgkt  (6),  dat  met  twee  toegevoegd  com- 
plexe punten  van  een  willekeurigen  cirkel  (een  willekeurige 
rechte)  uit  het  systeem  (X)  correspondeeren  twee  toegevoegd 
complex^  punten  van  den  overeenkomstigen  cirkel  (de  over- 
eenkomstige rechte)  uit  het  systeem  (Z).  Met  het  middelpunt 
van  den  cirkel  in  (X)  correspondeert  het  punt  Z ,  dat  toegevoegd 

complex  is  met  het  punt  P  = r-  ten  opzichte  van  den  cir- 

k^I  in  (Z);  met  het  middelpunt  van  den  cirkel  in  (Z)  corres- 
pondeert het  punt  X ,  dat  toegevoegd  complex  is  met  het  punt 

Q 

M  =^ T-  ten  opzichte  van  den  cirkel  in  (X)  f6«)]. 

8.  Wanneer  de  twee  cirkels 

AXZ  +  BX  +  CZ+D  =  0,  A,X,Z  +  BiX,  +  C,Z-|-D,=0    (7) 


414 

elkaar  in  reëele  punten  sngden,  yerkrijgen  wij  de  angpunten 
door  eliminatie  yan  Z  tuBschen  de  beide  yergelijkingen  (7): 

(AB,-A,B)AA,+(CB,-A,D)X,+(AD,— BC0X+CD,-C,D=O  .  (8) 

Hierin  sgn  namelgk  X  en  X|  reëel;  door  de  reëele  en  ima- 
ginaire gedeelten  afzonderlgk  =s  O  te  stellen,  yindt  men  twee 
bilineaire  yergelijkingeii  tnsBchen  X  en  X| ,  die  twee  reëele  oplo«- 
eingen  en  dus  twee  reëele  punten  Z  geyen. 

Snijden  de  cirkels  (7)  elkaar  niet  in  reëele  punten,  daa 
leyeren  de  yergelij kingen,  uit  (8)  afgeleid,  ook  geen  twee 
reëele,  maar  twee  toegeyoegd  complexe  stellen  wortels.  Wg 
zullen  in  dat  geyal  door  de  snijpunten  dezer  cirkels  yerstaan 
de  twee  punten  Z,  wier  parameters  A  of  X|  deze  twee  toege- 
yoegd complexe  stellen  wortels  der  yergelij  kingen  (8)  z^.  Wg 
zijn  tot  deze  definitie  gerechtigd ,  omdat  deze  punten  onafhan- 
kelijk zgn  yaii  de  rangschikking  der  parameters  X  en  X,  langs 
ieder  der  cirkels  (6  opm.);  zij  zgn  inyerse  punten  ten  opzichte 
yan  ieder  der  cirkels  (6e). 

Als  dus  twee  cirkels  elkaar  niet  in  reëele  punten  snyden, 
heeft  men  door  hun  toegevoegd  complexe  snijpunten  te  verstaan 
de  twee  punten ,  die  ten  opzichte  van  ieder  der  twee  cirkel$ 
eikaars  inversie  zijn.  Snijdt  een  rechte  een  cirkd  niet  in  reëele 
punten  y  dan  heeft  men  door  hun  snijpunten  te  verstaan  de  twee 
punten,  die  ten  opzichte  van  den  cirkel  eikaars  inversie  en  ten 
opzichte  van  de  rechte  symmetrisch  gelegen  zijn. 

Yan  twee  concentrische  cirkels  ligt  het  eene  der  twee  toe- 
geyoegd complexe  snijpunten  in  het  gemeenschappelgk  middel- 
punt, het  andere  ligt  onbepaald  op  de  rechte  in  het  oneindige. 

Yan  de  twee  sngpunten  yan  twee  cirkels,  die  beide  oyer- 
gaan  in  twee  rechten  yan  de  yergelgking  (5),  ligt  er  een 
willekeurig  op  de  rechte  in  het  oneindige,  die  die  beide 
rechten  gemeen  hebben  (4);  het  is  dus  altgd  reëel;  daaruit 
yolgt,  dat  het  andere  snijpunt,  in  het  eindige,  ook  steeds 
reëel  is. 

9.  Twee  enkelyoudige  rechten  yan  de  yergelgking  (6)  sngden 
elkaar  in  een  enkel  punt,  omdat  eliminatie  yan  Z  tusschen 
haar  yergelijkingen  een  yergelgking  yan  den  eersten  graad  in 
X  en  X|  geeft.  Een  cirkel  wordt  door  een  zoodanige  rechte 
gesneden  in  twee  reëele  of  toegeyoegd  complexe  punten ,  waar- 
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▼ao  de  ligging  geen  Teraohil  yertoont  met  die  in  8  genoemd 
(A|  =r  O  in  de  verg.  (8)).  —  Ligt  de  enkeWoudige  rechte 
BiX|  +  C,Z  +  Dl  =  O  in  het  oneindige  (mod.  Ci  =  0)  (verg.  4), 
dan  is  van  de  twee  toegevoegd  complexe  punten »  waarin  zg 
een  cirkel  snijdt,  het  eene  het  middelpunt  van  den  cirkel  (het 

bepaalde    punt    correspondeerende    met   X=s(^y-j    voorden 

cirkel  I    een    der    onbepaalde    punten    correspondeerende    met 

A|=— *z-^  voor   de  rechte,   zie  6^)),   het  andere  een  bepaald 

punt  in  het  oneindige  (een  der  onbepaalde  punten  van  den  cirkel 

Q 

correspondeerende  met  A  =  —  -- ,  hejt  bepaalde  punt  der  rechte 
correspondeerende  met  A,  =  (  —  g^j ). 

TOEPASSINGEN. 

a)    Omtrekshoeken,  machten. 

• 

10.  Wanneer  F ,  G  en  H  drie  standvastige  punten  van  een 
cirkel  (M)  met  de  parameters  ƒ,  ^  en  A  zijn ,  en  Z|  en  Z,  twee 
veranderlgke  punten  met  de  parameters  Zi  en  «r,,  volgt  uit  de 
bilineaire  betrekking  (2) ,  waaraan  deze  vijf  stellen  waarden  van 
A  en  Z  moeten  voldoen: 

Z^-G  F-G     g,-y  /-y 
Z,--H*F-H     2^—h'f^h* 

Za-G    F-G      z^^g    f-g 

Zj-H'F  — H""«a-AV-A* 
Door  vermenigvuldiging: 
Z, -G      Z,-G      e,-^   z^-g   If-h 


Z,-H     Z,-H 


'i^zl  "ml  Itzh]'  X  i^^^]"  (9) 


o)  Zgn,  behalve  F,  dat  altijd  als  refiel  punt  van  den  cirkel 
beschouwd  wordt,  ook  G  en  H  reëele  punten  van  den  cirkel, 
dan  zgn  de  parameters  f^geah  reëel.  In  dit  geval  is ,  voor 
toegevoegd  complexe  parameters  z^  en  2^,  het  argument  rao 
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- — f  X  - — f  gelgk    aaa  0;    het  argument  van  — — ^   O  of  ir; 
«,— *      «a— A  f—g 

das 

ZHZ|G  +  ZHZaG  =  2ZHPG  =  constant;  .     .    (10) 

Yoor   reëele    parameters  Zx  en  t^  is  het  argument  yao   - — |x 
^^  O  of  ir ;  dus 

ZHZ,G  +ZHZaG  =  2ZHFG  of  =  2ZHPG  +  ir  =  constant.  (11). 

Dus :  dB  «om  der  hoeken  (met  incichtneming  van  teeken) ,  waar- 
onder  een  standvastige  boog  HO  van  een  cirkel  uit  twee  veran- 
derlijke toegevoegd  complexe  of  reëele  punten  Zx ,  2^  van  dien 
cirkel  gezien  wordt  y  is  constant, 

In  het  laatste  geval  (reëele  punten  Z|  en  7»^  is  afzonderlijk 
Z  HZjG  =  Z  HPG  (+  ir)  en  Z  HZ^G  =  Z  HPG  (+  ir),  de 
bekende  gelijkheid  van  omtrekshoeken  op  een  constanten  boog. 
Wg  kunnen  dus  de  bovenstaande  stelling  als  uitbreiding  van 
deze  gelijkheid  van-  omtrekshoeken  beschouwen ,  wanneer  de  hoA- 
punten  dezer  omtrekshoeken  toegevoegd  complex  worden. 

b)  Zijn,  bg  F  als  reëel  punt,  de  vaste  punten  G  en  H  toe- 
gevoegd complexe  punten  van  den  cirkel,  dan  zgn  de  parsr 
meters  /  reëel,  g  en  h  toegevoegd  complex.  In  dit  geval  is, 
zoowel   voor   toegevoegd   complexe  als  voor  reëele  parameters 

jgr    en  «29   ™ö"'  ;  ^   =1'»  eveneens  mod. =1;  dos 

ZiG      Z,G      /PGV 

Dus:  het  produkt  van  de  verhoudingen  der  afstunden  van 
ieder  van  twee  veranderlijke  reëele  of  toegevoegd  complexe  puH' 
tenZ^y  Z^  van  een  cirkel  tot  twee  standvastige  toegevoegd  complexe 
punten  van  dien  cirkel  G,  H  is  constant. 

In    het   geval    van   reëele   punten   Z|  en  Z,   is  afzonderlek 

Z,G       FQ         Za«      FQ 

---  =;rrr  en  —  =-— -,  de  bekende  ffelgkheid  van  verhou- 

Z,H      PH         ZjH      FH'  ^   ^ 

dingen  van  afstanden  van  twee  standvastige  punten  tot  de  punten 
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▼an  een  cirkel,  waarvan  de  standYastige  punten  toegevoegd 
complexe  punten  zgn.  Wij  kunnen  dus  de  bovenstaande  stel- 
ling als  uitbreiding  van  deze  gelijkheid  van  verhoudingen  be- 
schouwen ,  wanneer  de  veranderlijke  reëele  punten  van  den  cirkel 
zich  splitsen  in  paren  toegevoegd  complexe  punten. 

11.  De  resultaten,  in  10  verkregen ,  kunnen  nog  op  andere 
wgse  geformuleerd  worden. 

a)  Brengt  men  een  standvastigen  cirkel  (N)  aan,  die  twee 

toegevoegd  complexe  punten  Z/  en  Z,'  van  (M)  f  zie  10a)]  tot 

reëele  Ipunten  heeft  (of  die  twee  reëele  punten  Z/  en  Za^  van 
(M)  tot  toegevoegd  complexe  punten  heeft),  dan  wordt  deze 
cirkel  door  alle  cirkels,  die  de  reëele  punten  O  en  H  van  (M) 
tot  toegevoegd  complexe  punten  hebben ,  gesneden  in  een  paar 
punten  Zi  en  Z,,  die,  als  zg  reëele  punten  zgn  van  (N),  toe* 
gevoegd  complex  zijn  in  (M)  (omdat  deze  cirkels  zoowel  als  (N) 
den  cirkel  (M)  rechthoekig  sngden) ,  of,  als  zij  toegevoegd  com- 
plexe punten  zgn  van  (N),  reëele  punten  zgn  van  (M)  (omdat 
(M)  deze  cirkels  zoowel  als  (N)  rechthoekig  sngdt).  Dus  zijn, 
met  weglating  van  cirkel  (M) ,  de  punten  Z|  en  Z^  in  10a)  ge- 
noemd te  beschouwen  als  reëele  of  toegevoegd  complexe  sng- 
punten  van  cirkels  uit  de  veranderlijke  cirkelschaar  met  den 
standvastigen  cirkel  (N),  en  dus: 

Zijn  een  cirkel  (N)  en  een  paar  standvastige  punten  G ,  H 
gegeven  j  en  brengt  men  de  cirkelschaar  aan^  die  Q:  en  H  tot 
toegevoegd  .complexe  punten  heeft  j  dan  snijden  de  drkels  van 
deze  schaar  den  standvastigen  cirkel  (N)  in  twee  reëele  of  toe- 
gevoegd complexe  snif  punten  Z| »  Z^  zoo ,  dat 

L  HZ,G  +  L  HZjG  =  constant  ....    (18) 

is.  Dete  constante  waarde  noemen  wij  de  „hoekmachf^  van  het 
pufUenpaar  G ,  H  ^  opzichte  van  cirkel  (N). 

Yoor  de  toegevoegd  complexe  onder  de  reeks  sngpunten- 
paren   Z|  en  Z,  is  a&onderlgk  ZHZ|G  =  ZHZ^G  =  constant 

b)  Brengt  men  in  het  geval  b)  van  10,  eveneens  een  stand- 
vastigen cirkel  (N)  aan,  die  twee  toegevoegd  complexe  pun- 
ten Z|'  en  Z]'  van  (M)  tot  reëele  punten  heeft  (of  die  twee  reëele 
punten  Zi'  en  Z^'  van  (M)  tot  toegevoegd  complexe  punten  heeft), 
dan  wordt  deze  cirkel  door  alle  cirkels,  die  de  toegevoegd  com- 
plexe punten  G  en  H  van  (M)  tot  reëele  punten  hebben,  ge- 
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sneden  in  een  paar  pnnten  Z|  en  Z^,  waanran  evenals  boven 
blgkt  dat  sg  reêele  punten  sgn  van  (N),  als  %g  toegeToegd 
complex  sijn  in  (M),  en  omgekeerd.  Bij  weglating  >an  cirkel 
(M)  volgt  dns: 

Zijn  een  cirkel  (N)  en  een  paar  standvaatige  punten  O,  H 
gegeven^  en  brengt  men  den  cirkelbundel  aan,  die  Q  en  H.  M 
reide  punten  heeft  y  dan  mifden  de  cirkels  van  dezen  bundel  dm 
standvastigen  cirkel  (N)  in  twee  reiele  of  toegevoegd  complexe 
enifpunten  Zi  éfi  Z,  soo,  dat 

Z,G     Z.G 

Z^^'^  =  ^^^^^^^ (**^ 

iê.  Deze  constante  waarde  noemen  wij  de  jjVeetormachf*  van  het 
puntenpaar  Gt^  IL  ten  opzichte  van  cirkel  (N). 

Yoor  de  toegevoegd  complexe  onder  de  reeks  sngpantenparen 

is  afzonderlijk  ~rj  =  ——  =  constant. 

Verplaatst  rich  het  eene  pont  G  in  willekenrige  richting  naar 
het  oneindige,  dan  gaat  de  cirkelbundel  door  G  en  H  over  in 
den  stralenbundel  door  H. 

Sngdt  een  (weede  straal  uit  dezen  bundel  den  cirkel  (N)  in 
Z|'  en  Z2^  dan  is  in 

M    M  ?l5     z»'Q 

Z,H  ^  Z^h' Z|'H  ^  Za'H~ 

Z,GxZ,G    _ 
Z,'G  X  Z,'G  ' 

dus  Z,H  X  ZjH  =  Z,'H  X  Zj'H , 

d,  i.  Z|H  X  Z^H  =  constant ; 

de  constante  vectormacht  van  het  puntenpaar  G,  H  ten  opzichte 
van  cirkel  (N)  reduceert  zich  dus  tot  de  constante  gewone  macht 
van  het  punt  H  ten  opzichte  van  cirkel  (N),  echter  uitgebreid 
tot  willekeurige  richting  van  den  straal  uit  H,  ook  cd  snijdt  deze 
den  cirkel  (N)  niet  in  reêele  punten» 

In  het  laatste  geval  (toegevoegd  complexe  sngpunten)  is  weer 
afzonderlijk  ZfH  =  ZjH  =  constant. 

Onder  den  cirkelbundel  door  G  en  H  is  de  rechte  GH,  die 
den   cirkel  (N)  in  twee  reêele  of  toegevoegd  complexe  punten 
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Bogdt.    Bepaalt  men  de  vectormaoht  yan  het  punienpaar  O ,  H 
bg  deze  gegeyenfl,  dan  blijkt: 

De  vectormaeht  van  een  puntenpaar  ten  opzichte  van  een  cirkel 
is  gelijk  aan  het  quotiënt  van  de  macht  van  het  eerste  en  die 
van  het  tweede  punt  ten  opzichte  van  den  cirkel. 


h)    Koordenyierhoek  met  reiele  en  imaginaire 

hoekpunten. 

12.  Wanneer  wg  imaginaire  punten  yan  den  cirkel  aannemen, 
dan  moeten  wg  als  consequentie  daaryan  ook  koordenyierhoeken 
beachouwen  ,  waaryan  een  of  meer  hoekpunten  imaginaire  pun- 
ten yan  den  cirkel  zgn.     Worden  de  hoekpunten  yan  een  yier- 

hoek  yoorgesteld  door  Z,  A,  B,  C,  dan  zal  de  yierhoek  een 
gewone   koordenyierhoek   zgn,  wanneer  yan  de  ylakke  dubbel- 

yerhouding —  : het  argument  o  of  ir  is,  en  een  koer- 

Z  —  v/    B  —  C 

denyierhoek,  waaryan  de  hoekpunten  Z  en  B  toegevoegd  com- 
plexe punten  zgn  voor  een  bepaalden  cirkel  door  A  en  C  als 
reëele  punten  (of  omgekeerd),  wanneer  de  modulus  van  die 
dubbelverhouding  1  is  (verg.  6).  Daarom  zullen  wg  den  eersten 
yierhoek  ZABC  een  ^Jcoordenvierhoek  met  reëele  hoekpunten*^  en 
den  tweeden  een  ^jkoordenvierhoek  met  tivee  toegevoegd  complexe 
hoekpunten*^  noemen.  Elke  andere  vierhoek  ZABC  kan  voorts 
beschouwd  worden  als  koordenyierhoek,  waarvan  de  waarde  van 

a^K-  \^ — 7^7: — TT  ^0  yMekaftoifking^'  en  die  yan  mod. ;- — zr^ — re 
^  {Z-  C)(B— A)      "         /    ^     y  (2— C)  (B-A) 

de  ^jVectorafwifking^'  voorstelt.   Bij  denzelfden  vierhoek  zgn  drie 

hoek-  en  drie  yectorafwgkingen  te  onderscheiden ,  nl.  argument 

en    modulus    der    drie    dubbelverhoudingen    — t^^t-jt: r:, 

(Z  —  C)  (b  —  A) 

IzISIcIbV  I^Iu ^)  ^'^""'°*''  -erwiseeling  Tan 
A,  B  en  C);  de  overige,  aanvangende  met  A,  B  of  C,  zijn 
daarin  begrepen.  Het  algemeene  probleem  van  den  koorden- 
yierhoek is  dan ,  bg  een  bekende  betrekking  tusschen  de  hoek- 
afwgklogen  een  betrekking  tusschen  de  yectorafwgkingen  te 
vindjin  of  omgekeerd.  Het  theorema  yan  Ptolemaeus  (verg.  14) 
geeft  daaryan  een  voorbeeld. 
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13.  De  drie  dabbelyerhoadingeii ,  genoemd  in  12 ,  sgn 
niet  onafhankelgk  van  eikaar.    Stelt  men  se  achtereen rolgene 

(Z-A) (B-C)  _      (Z-BHC-A)_o  (Z^C)(A^B)_ 
(Z-C)(B-A)~^'(Z-A)(C-B)~^*(Z— B)(A.-C)~^^  ^ 

dan  zal  men  sonder  moeite  de  identiteiten  yinden: 

PQR  =  -  1     .......    (16) 

P  +  4-=^       Q  +  -^sl,      R  +  -^=i    .    (") 

De  betrekkingen  (17)  stellen  in  staat,  de  drie  oomplexe 
grootheden  P ,  Q ,  R  door  punten  in  een  vlak  voor  te  steUoB , 
zoodra  een  ervan ,  P ,  als  pnnt  gegeyen  is.  De  constructie  der 
punten  Q  en  B,  wanneer  P  gegeven  is,  volgens  de  yergelg- 
kingen  (17),  spreekt  voor  zich  zelt 

14.     Is  de  hoekafwgking  arg.  P  s  r ,  of 

ZCZA  +  ZABC  =  ir, (18) 

dan  is  ZABG  een  koordenvierhoek  met  reSele  hoekpunten. 
Yolgens  de  vergelgkingen  (17)  zijn  ook  arg.  Q  en  arg.  B  dan 
=  0  of  ir;  de  punten  P,  Q»  B  liggen  op  de  a>a8;  volgens 
vergelgking  (16)  twee  op  de  positieve  (Q  en  B),  een  op  de 
negatieve  (P).  Dus  is  de  correspondeerende  betrekking  der 
veotoraf  wij  kingen 

—  mod.  P  +  mod.  —  =  1 

B 

of  ZB.AC  =  ZA.BC  +  ZC.  AB.    .    .    .    (1») 

het  theorema  yan  Ptolbmabvs. 

16.    Is  de  Tectorafwgking  mod.  P  =  1 1  of 

ZA      BC  ,-j^. 

ZC^BA'' -•    ^^^ 

dan  is  ZABC  een  koordenvierhoek  met  de  toegoToegde  com- 
plexe hoekpunten  Z,  B  (of  A,  C).  Het  punt  P  ligt  op  den  cirkel 
om  O  met  den  straal  1.  Uit  de  constructie  der  punten  Q  en  B 
volgens  de  vergelgkingen  (17)  volgt  eenvoudig,  dat  P,  Q  en  B 
hoekpunten  zgn  Tan  een  gelgkbeenigen  driehoek,  waarvan  de 
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basis  PQ  evenwgdig  is  aan  de  iT-as,  en  de  yerleogden  der 
beenen  RP  en  RQ  respeetieyelgk  gaan  door  de  punten  1  en  0. 
Daaruit  volgt  als  correspondeerende  betrekking  der  hoekaf- 
wg  kingen 

arg.  Q  =  arg.  R 
of 

ZAZB  — ZACB=rZBZC  — ZBAC.    .    .    (21) 

Dus:  in  een  kaordenvierhoek  met  twee  toegevoegd  complexe 
hoekpunten  ZABC  is  hét  verschil  van  de  hoeken^  waaronder  een 
bepaalde  zijde  AB  uit  de  twee  niet  aanliggende  hoekpunten  Z 
en  C  gezien  wordt ,  gelijk  aan  het  verschil  der  hoeken ,  waar- 
onder  de  volgende  zijde  BC  uit  de  twee  niet  aanliggende  hoek- 
punten Z  en  A  gezien  wordt. 

16.  (Bgzonder  geval  yan  15).  Volgens  de  vergelgkingen  (17), 
die  bgzondere  vormen  van  de  cirkelcorrespondentie  zijn,  be- 
schrijven de  punten  Q  en  R,  terwijl  P  den  cirkel  om  O  met 
den  straal  1  doorloopt  (15),  insgelijks  cirkels.  Men  gaat  ge< 
makkelijk  na,  dat  de  cirkel  van  Q  door  O  gaat  en  1  tot  mid- 
delpunt heeft,  en  dat  de  cirkel  van  R  een  rechte  wordt 
loodrecht  op  de  a;-as  in  het  punt  ^.  Deze  banen  van  P,  Q,  R 
sngden    elkaar   tweemaal   in  eenzelfde  punt:   nl.  in  de  punten 

cos  -^r  +  t  sin  -q"  ö^  öos  ~q"  —  >  "in-^ .    Daaruit  volgt ,  dat  er 

een  koordenvierhoek  mogelijk  is  met  drie  gelijke  vector-  en  hoek' 
afwijkingen;  nl.  met  de  vectoraf  wij  kingen 

mod.  P  =  mod.  Q  =  mod-  R  =  1 
en  de  hoekafwgkingen 

arg.  P  =  arg.  Q  =  arg.  R  =  it  y 

Hij  behoort  tot  de  koordenvierhoeken  met  twee  toegevoegd 
complexe  hoekpunten  uit  15.  Deze  vierhoeken  zgn  de  eenig 
mogelgke  met  geljjke  vector-  en  hoekafwgkingen,  want  uit  de 

onderstelling  P  =  Q  =R  volgt  volgens(16)  P  =  Q  =  R  =  -^^1; 

tr  ir 

de  wortels  —  1  voldoen  niet  aan  (17) ;  de  wortels  cos  —  ±:  tsin— 

zgn  de  hier  beschouwde. 

27 
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Voor  deze  Tierhoeken  ZA.BC,  die  wg  normaalvierhoeken  willen 
noemea,  is  dos 

■ 

ZCZA  -ZCBA  =ZAZB  — ZACB  =ZBZC  -ZBAC  =  -^  .  (23) 

Het  zgn  yierhoeken,  waaryan  de  prodaktea  der  overstaande 
zijden  gelijk  en  de  som  yan  een  paar  overataande  hoeken  60^  is. 

17.     Een   tweede    bgzonder   geyal    van    15  is  dat,  waarbg, 
behalye  de  yectorafwgking 

mod.  P  =  1 , 

de  hoekafwijking  arg.  P  =  ir 

gegeyen  is.  Het  punt  P  ligt  in  —  1 ;  het  is  het  bekende 
geyal  yan  den  harmonischen  koordenyierhoek,  waarbg  wg  niet 
langer  stilstaan. 


18.    Is  de  hoekafwgking 

arg.  P  =  y,dus 

Z  CZA  —  Z  CBA.  =  —  , (24) 

dan  is  ZABC  een  yierhoek  met  twee  overstaande  complemen- 
taire hoeken.  Brengt  men  door  A,  D  en  C  als  reëele  punten 
een  cirkel,  en  laat  A  en  C  respectievelijk  met  de  parameten 
X    =    O     en   A   =    00     overeenstemmen    (2),     dan     wordt 

(Z— A)(B  — C)       X,        ^      .       .     .      ,        ,^  . 

r^ 7^75 TT  =  T-  =  P  =  imagmair ;  de  met  Z  oyereenko- 

(Z  —  U)  (1^  —  A)       Aft 

mende  waarde  X«  is  dus  imaginair;  wij  kunnen  dus  dezen  vierhoek 

ook  een  koordenvierhoek  met  één  imaginair  hoekpunt  noemen.  — 

Het  punt  P  valt  op  de  y-as;  uit  de  constructie  der  punten  Q 

en  R  volgt  eenvoudig ,  dat  de  stralen  uit  O  naar  R  en  —  recht* 

V! 
hoekig  op  elkaar  staan  en  de  verbindingslgn  der  punten  B  en 


423 
de   lengte   1    heeft.    Zoo   geeft  de  figuur  als  correspondee- 


Q 

rende  betrekking  der  vectorafwijkingen 


(mod.  Ry  +  ^mod-  3-)*= 


1 


of  Z(?.  AB«  +  ZA».BC»  =  ZB».A(? (25). 

Dus:    in    een    koordenvierhoek  met  één  imaginair  hoekpunt  is 
de  som  der  kwadraten  van  de  produkten  der  overstaande  zijden 
gelijk  aan  het  kwadraat  van  het  produkt  der  diagonalen. 
Dit  is  ook  meetkundig  af  te  leiden. 


E5 


ƒ'                C08  Xtf 
77— H -' ^^^^ 


20 
2ikoO8  0)' 

ALS  FüNCTION  VON  *,  «,  *, 


TOM 


J.  e.  M.  F  ALKEN  HAGEN. 
(Gorincbem). 


§  1.  In  der  Folge  werden  wir  das  in  der  Ueberschrift 
genannte  Integral  mit  i^  {)Cy  s^  x)  bezeichnen. 

Diese  Function  0;A:,  s,  x)  lasst  sich  folgendermaasen  zu 
eineni  Linieniotegrale  im  Geblete  eines  complexen  Yariabein 
zttrückfiihren : 

A(k,  s,x)=  l    —^ — ~ ^—  de  = 


=  i  (-*)-'ƒ 


o 

_    /•2ir     eÜ9^m  ^  e^-'-k-*)  9 


de. 

2    s 


Indem  wir  jetzt  e  =  e^  sabstitaieren ,  erhalten  wir: 
1)    .     .    .     ,i,{k,  8,  x)  =  ~{—k,-'  I —jdz 

J<»-*''"-T) 

Hod.  «—1 
ailg.  c  von  O  bis  3  * 

Aus  dieser  Gleichung  schliessen  wir,  daas  <^{kj  s,  x)  im 
Geblete,  wo  Mod.  A;<  1  ist,  elne  ganze  analytische  Fanction 
yon  i,  8,  X  Ist.  Das  Gleiche  gilt  vom  Geblete ,  wo  Mod  A:  >  1  iat. 

Die  Frage  ist,  ob  ^(A;,  $,  x)  lm  Geblete  Mod  A;  >  1  die 
analytische  Fortsetzung  bildet  von  ^(A;,  s,  x)  lm  Geblete 
Mod  A?<  1.  Die  Beantwortung  dleser  Frage  werden  wir  aber 
erst  nachher  geben.    (§  10,  p.  436). 


425 
Ueber  diesen  Punkt  beiüerken  wir  jetzt  nuir,  daas: 

2)      ....     9\-77j  «I  a?) —  *■'♦(*,«,  ar). 

Den  Fall  Mod  i  =  1  schliesaen  wir  yon  der  Betraohtung  aus. 

§  2.     Da»  Linienintegral  / dz    lasst    sich 

Mod«  .1  k 

▼ermittelflt    der    Substitution     ti  =  ~      zum     Linienintegral 

-  dz  zurückfuhren.  Wir  erhalten  sodann : 


{z-jcy(z-l-\ 


Mod 

1%  «TonObüSir 


Mode  ,  1,  ai^.  e  Ton  O  bii  2^. 

Die  Gleiehung  (1),  p.  424,   lasst   sich  also  folgendermassen 
yereinfachen : 

^(t,  s,  ar)=  --(— i)-'(l  -f  e~»«'')/ — ü?^  = 

J{z-k)\z^~-') 
4).{  ^  kl 

=  ^(-k)-'ii+é^') — - — -d^ 

j  (.  -  ky(^  ^  --.) 

(Mod  z  =:  1,  arg.  <  Ton  O  bit  9ir) 

§  3.    Die  Gleichungen  (3)   und   (4)   ergeben    eine   einfache 
Beziehung  zwiachen: 

/^'  cos  xO 

O 


/2ir 
.      (T 


sin  xO 

4-  «^  —  2  i  cos  ö)' 

ö 
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Denn  entens  I&set  sich  \p(k,  «,  x)  fthnlicherweise  wie  f(k,  s,  x) 
auf  folgendes  Integral  reduziereo : 


* '" '*" 1 Tv  ■" 


Mod<  — 

Hf.  TOB  O  Ml  2r 

Also  mit  Rüoksicht  auf  (3): 

rp(k,  8,x)  =  -  i(-  A-)-'(l  _  e-^')  I T j—  dz  = 

=  -   i(-  *)-(*8^'  -   1)    / T j-Ti  dz. 

Ifod  c  1:=  1,  aif  c  Ton  O  bii2v- 

Indem  wir  jetzt  die  Gleichang  (4)  in  Betracht  riehen ,  be- 
kommen  wir  folgende  einfache  Beziehang  zwischen  \f^k,  s^  x) 
und  ^(Ar,  8»  x)\ 

e^^  —  l 
6)  .  .  i/.(fr,s,ar)  =  —  ^*~2^ -X^(A:,5,ir)  =  tga?irX^(i,s,a;). 


A.     Betrachtung    der    Falie,    worin    s   und   x 

ganze   Zahlen   sind. 

§  5.  Wenn  s  und  x  ganze  Zahlen  sind,  so  werden  die 
Functionen  unter  dem  Integralzeichen  in  (4)  rationale  Funo- 
tionen  von  z.  Man  darf  also  den  Ereis,  welcher  in  (4)  Inte- 
grationsweg  ist,  durch  beliebig  kleine  Ereise  ersetzen  um  die 
vom  erstgenannten  Ereise  umschlossenen  Pole  der  rationaien 
Function.  Tst  2;  =  oo  für  die  rationale  Function  eine  Nullstelle 
dor  zwei  ten  oder  einer  h  oberen  Ordnuug,  das  Integral  der 
rationaien  Function  über  einen  unendlich  grossen  Ereis  erstreckt 
also  gleich  NuU,  so  darf  man  den  Integrationskreis  Ton  Glei- 
chung  (4j  auch  erzetzen  durch  beliebig  kleine  Ereis  um  die 
ausserhalb  dieses  Ereises  liegenden  Pole.  Diese  Ereise  mussen 
danD  aber  in  entgegengesetztem  Sinne  als  in  (4)  durohlaofen 
werden. 
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In  dieser  Weise  erhalten  wir  folgende  Pormeln,  indem  wir 
die  ganzen  Zahlen  s  und  x  mit  ±:  n  nni  ±.  »  bezeichnen: 

Erstens:    s=  +  n,  (n^l),  «  =  d:v(v^O),  Modi<  1. 


f{k,  n,  v)  =  <f,(k,  n,  —  v)  = 


la). 


^(k,  n,  v)  =  ^(k,  n,—  v)  = 


7b). 


2jrJfc-» 

(n-D! 


_2jrJfc— 

(n  —  1) ! 


2nk-' 


(i«-i       ^fit-D+v 


2=:j{; 


d0»-l  (    (k  —  Z)» 


d»-i    I    2(«-l)- 


flfe—i  i  ,  1  ,   , 


(wenn  v  <  «). 


*{*.  w,  v)  =  ^(Ar,  w,  —  v)  = 


2irJSr— 


d*-l        /  ;2(»-l)-V 


7c). 


(x-^)-)j 


+ 


+ 


2iTJfc-» 


2=0 


(wenn  v  ^*  ;t. 


Vermöge  einer  linearen  Substitution : 

z  =  au  +  (i 

lassen  sïch  obige  Formeln  so  vereinfachen,  dass  die  zwei  sin- 
gularen  Punkte  der  ratioualen  Functionen ,  welche  differenziiert 
werden  sollen ,  nicht  mehr  von  k  abhangig  sind.  Denn  die 
zwei  Constanten  a  und  /3  können  so  bestimmt  werden,  dass 
mit  den  zwei  singularén  Punkten  der  2;-Ebene  zwei  beliebig 
zu  wablende  Punkte  der  u- Ebene  übereinstimmen. 

Will  man  zum  Beispiel  z  =  0  und  ^  =  -j-    io   w  =  O   und 

u  =  l  verlegen ,  so  erreiüht  man  dies  mittelst  der  Substitution 

l 

«  =  — w,  und  erhalt  dann  folgende  Formeln: 
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8a  . .  ^(*,  n,  v)  =  ^(A-,  w,  -  1/)  =  ^^_i\\ 


86)  .  ^(i, «,  v)  =  ♦(*-,  tt,  -  v)  = 


df— 1    (   ii(— i)+v 


rfw"-i  I  (1  —  II)- 


-1  ITT^ii)"!  J 


(«-l)!lrfu— 1  I  (1  ^ti) 


«=*• 


Zweitens:   5=4  n ,  (»  ^-  1) ;  x  =  ±:  i»  (y  ^"  0) ;  Mod  fc  >  1. 
In  dieeem  Falie  yerwenden  wir  die  Oleichung  (2),  namlich 


f{k, «,  x)  =  *~^*(-r»  ^»  ^)  • 


welche  Gleichung  dieeen  Fall  auf  den  Yorhergehenden  zarüokfiihrt. 

Drittens :  s  =  O ,  ar  --  ±:  v ,  (i»  ^-  0) ;  Mod  k  beliebig. 

Dann  ist  offenbar: 

^(A:,  o,  v)  =  ^(A:,  o,  —  v)  =r  O  (wenn  v  >  o). 
0(A,  o,  o)  =  2ir. 

Viertens:  8=  -  w ;  (»  ^^  1) ;  x  =  ±:  v(v  ^-  o) ;  Mod  k  beliebig. 

Jetzt  bekommen  wir  folgende  Formein: 

9a)    ...     .  ^(A,  —  n    v)  =  ^(ft,  —  «,  —  v)  =  O 

(wenn  v  ^^  w  +  1). 


2^(  —  i)* 
9*)(  27r(-i) 


d*»-  »'i        ,,  ,         IV 


\i^-mz-lï\] 


(n  +  v)  !L  (&'»+»' 
(wenn  v  -«^  n). 

Yermittelst   der    linearen   Substitution  z  :=  att  -}-  ft   können 

nun  wieder  die  singularen  Punkte  z=^  k  und  z  =i  —    in   be- 

liebige  Punkte  der  u  Ebene   verlegt   werden ,   z.  B.  in  u  ==  1 
und  u  =  —  1. 
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Naoh  einiger  Rechnung  stellt  sich  heraus,  daas  mann  dies 
erreiöht  yermöge  der  Substitution : 


-i(-i>»+4(* 


t) 


Dann  bekommen  wir  die  folgenden  Formeln: 


9c).,.  ^(k,  — 


rfu— ' 


1-P 


(«  +  v)!   \     2k    )      [~  rfti-+ 


2A: 
(wenn  v  «<  fi). 


N  ■■ 


1  +  *» 


Jetst  habeD  wir  t^{k ,  —  n ,  v)  =  ^  (fe ,  -  n ,  —  v)  in  enge 
Beziehung  mit  den  Kugeifunctionen  der  ereten  Art  gebracht. 
Denn,  indem  wir  unter  ?"(«)  die  Kugelfunction  veretehen  vom 
n^^  Grade,  so  haben  wir  die  wohlbekannte  Oleichung: 


P-(ii)  = 


1 


d»(w*—  1)- 


2».n! 


du* 


Also: 


=  2,(l-ifc»)»P''(|-±^) 

2irxn!  .      .,  /*^-  lx-* 


duv 


u» 


1+^ 
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B.    Betrachtung  des  Falies,  worin  8  eine  belie- 
bige    Zahl    uod    x    eine    ganze    Zahl, 

(o d  e r    N u  1 1),    iet. 

§  6.  Ia  dem  Falie,  worin  s  zwar  eine  beliebige  Zahl ,  aber 
X  eine  ganze  Zahl  ±l  v  lat ,  (incl.  Null) ,  ist  der  Integrations- 
weg  in  (4),  p.  425,  immer  noch  ein  geschlossener  Weg  auf 
der  Riemannschen  Flache,  welche  zur  Function  unter  dem  In- 
tegralzeichen  gehort. 

Wir  können  also  fur  den  Integrations  weg  in  (4)  jeden  andern 
substituieren ,  welche  dieselben  singulSren  Punkte  ein-  und  aus- 
Bchliesst,  und  in  denselben  Blattern  herumlauft.  Bevor  wir 
dies  aber  tun,  geben  wir  der  Function  unter  dem  IntegnJ- 
zeichen  in  (4),  p.  425,  vermöge  der  Substitution  e  =  ati  + /3 , 
die  hypergeometrische  Normalform: 

fi°(l  -w)^(l  — Sii)r, 

Dabei  muss  z  =  0  in  ti  =  O  und  z  =  k  in  i«  =  1  verwandelt 
werden. 

Die  Substitution,  welche  dazu  gefordert  wird,  ist  offenbar: 

z  =  ku. 
Wir  erhalten  dann  folgende  Gleichang: 

Mod  «  B  Mod  -^ 

=  ^—r^  jfc-"  /  M('-i)-»'  (1  —  m)-'  (1  —  i^M)-'  du. 

Mod  «  »  Mod   ] 
k 

Ist  Mod  i  <  1 ,  dann  liegen  die  singularen  Punkte  u  =  O  und 

u  ==  1    innerhalb    des   Kreises  Mod  w  =  7- ;    weiter    wissen    wir 

k 

schon,  dass  der  Integrationskreis  einen  geschlossenen  Weg  aof 
der  Riemannschen  Flache  darstellt.  Wir  können  also  den 
Integrationskreis  yon  11)  folgendermassen  deformieren: 


=0 


Zwei  beliebig  kleine  Kreise  um  ti  =  0  und  ti  =  l,  und  die 
gerade  Linie  zwischen  w  =  S,  «=1  — €,  wenn  8  und  e  die 
Radien  der  beiden  Kreise  sind. 
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Setzen  wir  jetzt  voraus ,  dass  die  reellen  Teile  von  s  ^  1  +  v 
and  YOQ  —  8  grösser  als  —  1  sind ,  bo  werden  die  Beitr&ge , 
welche  die  Integrationen  langs  der  Ereise  um  u  =  O  und  ti  =  1 
liefern,  unendlieh  klein,  wenn  man  diese  Ereise  bnendlich 
klein  werden  lasst.    So  bekommen  wir  folgende  Oleichung: 


12). 


(—  ly  /•! 

=  ^-T-^  *•'  (1— ^-»'W)  ƒ  «('-1)+»'  (l  -  «)-*  (1  —  Pw)-'  du  ^ 

o 

*  n  (v) 

worin   II  (a?)   die  n-fïinction  und  P(a,  j3,  7,  5)  die  hypergeo- 
metrische Reihe  bedeuten. 
Da  nun  weiter: 

n(x  + 1)  =r  (a?  + 1)  uix),   n(«)n( -  «)  =  - 


sin  irX 
80  ergibt  sich  schliesslich  folgende  Formel : 

13)    ...     .      ^(A:,  8,  v)  =  ^(fc,  8,  —  v)  = 

^     ,       s(s4- 1)  —  (« +  V  —  1)  _,,  ,  ^  lox    o. 

=  1' .  i"  •        ,    ^ ■ P(s, «  +  V,  V  4- 1,  i^)x2ir. 

1.2 V 

Die  analytische  Function  ^(A;,  5,  v)  von  5  ist  also  für  gegebene 
Werte  von  k  (Mod  fe  <  1)  und  v,  (v  eine  ganze  Zahl,  iDch 
Null),  identisch  mit  der  analytischen  Function  yon  s,  welche 
für  gegebene  Werte  von  k  (Mod  A:  <  1)  und  v  (v  eine  ganze 
Zahl ,  incl.  Null) ,  dargestellt  wird  durch : 

8(8  +\) (s+v—l) 

l'k^ 7—^ — F(«,  S  +  1/,  1/  +  1,  k^)  X  2ïr. 

1  .  J V 

Denn  diese  beiden  analytischen  Functionen  sind  ja  identisch 
im  Qebiete,  wo  die  reellen  Teile  von  — s  und  s  —  1  H- v 
grösser  als  —  1  sind ,  also  sind  diese  Functionen  im  ganzen 
Gebiete  der  Variabelen  s  identisch. 

Die  Oleichung  (13)  gilt  also  allgemeio,  solange  Mod  A;<  1, 
und  V  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  incl.  Null. 

Ist  ModA;  >  1 ,  BO  benutzen  wir  die  Gleichung: 
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dann  ergibt  sioh  auB  (18)  folgende  Fonnel: 
18a) ^(i,  8,  v)  =  0(t,  s,  —  v)  = 

''*        "      1.2 V (».  «  +  ««^  V  +  1.  -^I X  2, 

§  7.  Aus  obiger  Oleichung  (13)  erhellt,  daas  die  Fanction 
^{k,  s,  v)  =  ipiky  8^  —  v)  als  ein  zu  der  singulSren  Stelle  A:^  =  O 
und  zu  dem  Exponenten  ^v  gehörender  Fundamentalzweig  der 
Riemanschen  P-Function : 

O  00  1  I 

flf)   .  .  •  •  '     iv  s  +  i^  O  J^ 

—  iv  «  —  iv  1  —  2« 

zu  betrachten  ist ,  so  lange  wenigstens  Mod  fc^  <  1  bleibt.  Au8 
der  Gleichung  (13a)  schliessen  wir  weiter,  daas  ^(k^s^v)  oder 
^{kj  Sj  —  v)  im  Gebiete  Mod  Ac^  >  1  ein  zu  der  singularen 
Stelle  i^  =  X»  und  zu  dem  Exponenten  s-^-^v  gehörender 
Fundamentalzweig  derselben  Riemannschen  P-Funotion  (a)  ist. 
Die  Theorie  der  P-Functionen  ergibt*  nun  für  f  {k,  «,  ±  v) , 
ModA:^<  1,  noch  folgende  Formeln: 

14) ^(Ar, «,  ±:v)  = 

1  •  2  •  »  .  .  .  V 
16) f{kj  8^  ±.v)  = 

=  1- .  '^f^t^'-^  r(l-F)-4, 1-..  v+1,  ^^)  X  2„ 

16) ^(A:,  8,  ±:  v)  = 

='•• -ft^:-!-:  ~''^'  -^)-4+v.  1-.+ ..  v+i.^)x2.. 

Die    letzten    zwei    Formeln   sind    nur   zu   benutzen,    wenn 

k^ 
Mod  i^~—^  <  1  ist. 

Für  ^  (Ar,  8,  :±  v) ,  wenn  Mod  P  >  1  ist,  bekommen  wir  fol- 
gende Formeln: 
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14o) f{k,  8,  ±:v)  = 

1  . 2  ....  V  \  Ir' 

15a) ^  (i,  «,  ±:  v)  = 

16a) ^{k,  8,  :±.v)  = 

1  .  ^  ....    V  \  i—kr/ 

Die    letzten    zwei    Formeln    sind    nur   za   benutzen,    wenn 


Mod 


1— *» 


<  1  ist. 


AuB  den  Gleichungen  13)  nnd  14)  ergibt  sioh  folgende  Rela* 
iion  zwischen  ^  (A-,  s,  ±.  v)  und  ^  (fc,  1—5,  ±.  v): 

,7,..  ♦(*, ,,  i.) = ;-^^_-'^±^;(,  -  w-  ^t, ,  -.,  ^ ., 

wenn  Mod  i'  <  1  ist. 
Aus  13a)  und  14a)  erhalten  wir: 


17a)..^(i, «,  ±:v)  = 


8  {8+1).  .(s-t-V— 1) 


(1— «)(2— 5)..(i;— «) 

wenn  Mod  i'  >  1  ist 


(jfca-.l)i-ï«^(Jfc,  1^8,  ±v) 


§  8.  Es  lassen  sich  natürlich  mit  Hülfe  der  Theorie  der 
P-Functionen  noch  weitere  Formeln  fur  ^  (X:,  8,  zt,  v)  aafstellen. 

Wir  wollen  uns  aber  mit  obigen  Formeln  begnügen,  nar 
bemerken  wir,  dass  die  P-Function: 


0 


QO 


8  +  iv 


1 

O 


1  — 2« 


ifc« 


1        k^ 
nicht  nar  die  projectiven  Substitutionen  k^j  — , 


1 


JP  —  1 
1  —  y^y  — r- —  zulftsst ,    welche    Substitutionen   man  bei  ieder 
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P-Funktion  anwenden  kano ,  Bondern  auch  noch  Andre,  welche 
ihren  Grund  in  den  Werten  der  Exponenten  der  jetzt  betrach- 
teten  P-Funktion  haben,  und  in  der  von  Eümmer  dargelegten 
allgemeioen  Theorie  eingehend  untersucht  worden  sind. 

So   lasst   sich  zeigen,  daas  obige  P-Funktion  zu  den  Kagel- 
functionen  zurückzuführen  ist.     Denn: 


O 


cc 


1 


4v     s+iv       o      jfca 

— iv    ü — ji*    1 — 2s 


=  P 


—  1 


iv 


00 
O 


A*+1  I 


S-fiv 


i»-l 


— Iv  1  —  2»  S—^v 


^p— 1 


-.)• 


1  p 


—  1 


i»» 


00 


+  1 


fca+1 
ia-1 


—  iv        1—8        —iv 


wfthrend  wir  wissen,  dass  die  allgemeinen  Eugelfunctionen 
sich  folgendermassen  durch  das  RiEMA^NiTBohe  Symbol  darstellen 
lassen : 


+  1 


-  1 

00 

a 

0 

a' 

3' 

a 


a' 


X 


dass   also   die    Eugelfunctionen   solche  RiEBCANNschen  P-Func- 
tionen  sind ,  bei  denen  zwei  Exponentenpaare  identisch  sind. 

Nun    gilt    aber,    wie    sich    leicht    zeigen    lasst ,     folgende 
Gleichung : 


—  1 

00 

+  1 

0 

QO 

1 

a 

m 

3 

a        X 

=  P 

0 

i0 

a 

«» 

a' 

0' 

a' 

i 

i^' 

a' 

Bei  den  Eugelfunctionen  sind  also  nicht  nur  die  gewöhn- 
lichen  6  projectiven  Substitutionen  möglich ,  sondern  sie  ge- 
statten  auch  die  einfache  rationale  Substitution  x^. 
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Die    von   una  betrachtete  Function  ^(A;,  $,  v)  lasst  sich  also 
z.   B.   linear  in  zwei  h^pergeometrischen  Reihen  ausdrücken , 

deren  Argument  |  - — '■ |    ist. 


C.    Betrachtung  des  Falies,  worin  s  und  x  beliebige 

Zahlen  sind. 

§  9.    Wir  wissen  schon,  dass:  (Qleichung  (4),  p.  425) 
^(i,«,a:)=  i(~A:)-'(l+ér-2«ir)r^.-iH-s(^_A)-*  (^..  Ij  'dz^ 

Mod  e  =  ] 
arg.TonObis  Sr 


Mod«  =  l 
azg.cTonObiiSir 


Weil  jetzt  x  eine  beliebige  Zahl  ist,  so  ist  der  Integrations- 
weg  kein  geschlossener  Weg,  sondern  ein  Weg  zwischen  zwei 
über  einander  liegenden  Punkten  der  zu 

/  lx""' 

^«-l±*(2j  _  Je)-'  \Z  -    — ) 

gehörigen  Riemannschen  Flache.  Die  in  Teil  B  gefundenen 
Resultate  werden  also  hiofallig,  denn  ihre  Begrüodung  liegt  ja 
eben  darin,  dass  der  Integrationsweg  ein  Geschlossener  ist, 
wenn  x  eine  positivo  oder  negativo  ganze  Zahl  ist. 

Wir  mÜBsten  also  von  Neuem  untersuchen,  welche  Formeln 
im  vorliegenden  Falie  herauskommen  vermittelst  Substitution 
und  Deformation  des  Integrationsweges.  Dies  wollen  wir  aber 
unterlassen,  da  wir  im  im  Stande  sind  auf  ganz  anderm  Wege 
eine  Formel  für  ^  (A;,  «,  x)  zu  erhalten.  In  dieser  Formel  wird 
mit  Hülfe  der  uds  jetzt  voUkommen  bekannten  Functionen 
^  {ky  8,0)^  ^  {ky  a,  1),  ^  (kj  H^  2) ,  etc. ,  die  Abhangigkeit  van 
^  {kf  a,  x)  von  x  in  ganz  einfacher  Weise  wiedergegeben. 

Um  diese  Formel  zu  erhalten  bemerken  wir ,  dass  die  Func- 
tion (1+4*  —  2A;cosö)~',  so  lange  ModAj^^ist,  folgendermas- 
sen  in  eine  Fouriersche  Reihe  zu  entwickeln  ist: 


{l-^k^-2k 


cog  m-^  = 


486 
1    .*• 


*)"'  =  —ƒ  (l+A:^-2ifecoa»)-»rfd  + 


2cob9  -*■ 

O 

2  cos  2#  .» 
H         ;,: — J    d+A:"  — 2icosö)-»co82örfö+...=- 

0 


Also: 

1    /•« 


^  (i,  s,  X)  =  -~J^    cos  ««  { i^  (A,  s,  0)  +  cos  df  (i, «,  1)  + 

Weil  die  Fouriersche  Reihe  im  vorliegenden  Falie  gewin 
equiconyergent  ist ,  dfirfen  wir  obige  Gleiohung  ia  folgender 
ForiB  ansetzen: 

1  j  ^2»  3, 


o 

.Sr 


+  ^  {k,  8,  2)  fcoa  20  cos  xduB  + (  = 

18).^  •;  ' 

/      :rBin2ira? 

+ r-^r- 

Dies  ist  also  die  Gleichung,  welche  met  Hülfe  der  ans  yoll» 
kommen  bekannten  Functionen  ^{k,  8,  0),  ^(A;,  s,  1),  ...  die 
Abhangigkeit  tod  ^  (A;,  9,  o;)  von  o;  formuliert. 

§  10.  Schliesslich  wollen  wir  noch  bemerken,  dass  im 
AUgemeinen  ^  (A;,  s,  x)  im  Qebiete  Mod  A:  >  1  nioht  die  aoaly* 
tische  FortsetzuDg  ist  vod  fp{k^s,x)  im  Gebiete  ModA;<[  1. 

Denn  ^  {ky  «,  ±  v) ,  v  eine  positiye  ganze  Zahl  oder  Nall , 
ist  im  Gebiete  Mod  A^  >  1  ein  zu  der  singularen  Stelle  £^  =  00 
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and  zu  dem  ExponeDten  8  +  ^v  gehdrender  FuQdamentalzweig 
der  RiemaonBchen  P-Function: 


0 

00                     1 

iv 

»  +  4v           0 

-Iv 

»  —  1 V      1—2» 

p 


wahreud  ^  (ky  s,  ±  v)  im  Geblete  Mod  P  <  1  ein  za  der  singtt- 
laren  Stelle  P  =  O  und  zu  dem  Exponenten  |  v  gehörender 
Fundamentalzweig  def'selben  Hiemannschen  P-Function  ist» 
(Cf.  §  7 ,  p.  432). 

Diese  beiden  Fundamentalzweige  sind  im  AUgemeinen  ver* 
Bchiedene  Zweige  der  P-Function,  also  nicht  die  analytische 
FortsetzuDgen  yon  einander.  Dies  ist  nur  dann  der  Fall ,  wenn 
s  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  wie  auch  zu  erwarten  war» 
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V.  7 


HUGENIiNi  GEOMETBIGi.    II. 

U00& 

P.  VAN  OEER 
('••OraveDbage.) 


Wij  komen  nu  tot  het  tweede  en  derde  deel  der  briefwis- 
seling, beginnende  met  het  jaar  1657,  waarin  Huygens  zijn 
288ten  verjaardag  vierde;  hjj  vertoefde  toen  als  ambteloos  burger 
in  den  Haag,  en  woonde  in  het  huis  zijns  vaders  op  het  Plein. 
Al  zijn  tjjd  en  krachten  kon  hij  besteden  aan  wetenschappelijke 
onderzoekingen ,  die  zich  zoowel  op  het  gebied  der  sterren-  en 
natuurkunde  als  op  dat  der  wiskunde  bewogen. 

Van  zijn  correspondenten  der  voorgaande  periode  is  Mersekne 
afgevallen ,  want  hij  was  in  1648  overleden.  De  overige  reeds 
genoemde  correspondenten  bleven  voortgaan,  hieronder  Frans 
VAX  ScHOOTEX  tot  Zijn  dood  in  1660  (en  niet  in  1661 ,  zooals 
eerst  was  vermeld). 

Bij  deze  komen  nieuwe  correspondenten,  omtrent  welke 
een  kort  bericht  zal  worden  gegeven.  Onder  hen  noemen  wij 
in  de  eerste  plaats  de  Hollanders  van  naam,  die  hier  in  aan- 
merking komen. 

JoHAX  DE  WiTT  de  bekende  raadpensionnaris ,  geboren  te 
Dordrecht  in  1625;  hij  studeerde  te  Leiden  en  was  daar  leerling 
van  Fr.  van  Schooten  tot  wiens  beste  leerlingen  hij  behoorde. 
Hij  schreef  een  voortreffelijk  werk  over  kromme  lijnen ,  waarin 
de  theorie  van  Descartes  werd  ontwikkeld  en  uitgebreid.  Hier- 
over correspondeerde  hij  met  Huygens  ;  aangezien  echter  in 
deze  briefwisseling  geen  bepaalde  meetkundige  vraagstukken 
worden  behandeld,  kunnen  wij  haar  hier  laten  rusten. 

JouANNES  HuDDE,  gcboreu  te  Amsterdam  in  1628  en  aldaar 
overleden  in  1704;  hij  was  19  malen  burgemeester  der  hoofd- 
stad, maar  wijdde  een  goed  deel  zijner  krachten  aan  mathe* 
matische  studiën;  hij  schreef  verschillende  verhandelingen  op 
het  gebied  der  kansrekening  en  der  meetkunde,  ook  schreef 
hij  vele  en  lange  brieven  hierover  aan  HuTGENSy  waarvan 
verscheidene  over  meetkundige  vraagstukken. 
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Hendrik  van  Heuraet,  geboren  te  Haarlem  ia  1633,  was 
mede  student  te  Leiden  aanvankelgk  in  de  medicijnen.  Doch 
zijn  neiging  voerde  hem  op  mathematisch  gebied,  waartoe  hij 
Toortreffeiyke  bijdragen  leverde.  Hij  heeft  geen  mathematische 
werken  geschreven.  Wat  hg  heeft  gedaan  blijkt  slechts  uit 
zijn  brieven,  waaronder  ook  die  aan  Hutgens.  Hjj  hield  zich 
bezig  met  een  onderwerp,  destijds  aan  de  orde  van  den  dag: 
de  rectificatie  van  krommen.  Op  lateren  leeftijd  verhuisde  hg 
naar  Saumur  in  Frankrijk,  waar  hij  ook  (men  weet  niet  in 
welk  jaar)  is  overleden. 

Onder  de  buitenlanders  komen  voor: 

Rbné  Fran^ois  de  Sluse  ,  genaamd  Slusius  ,  belgisch  gees- 
telijke, geboren  in  1622  te  Yisé  bjj  Luik,  waar  zijn  vader 
notaris  was.  Hg  studeerde  te  Rome  in  de  theologie  en  werd 
domheer  te  Luik,  waar  hij  in  1685  stierf.  Zijn  neiging  voerde 
hem  op'  mathematisch  gebied ,  dat  hij  met  verschillende  scherp- 
zinnige werken  verrijkte.  Door  zgn  vader  werd  Huygeos  met 
hem  bekend;  hun  briefwisseling,  in  het  latijn  gevoerd,  werd 
zeer  uitgebreid;  daaraan  zullen  verscheidene  vraagstukken 
worden  ontleend. 

John  Wallis,  engelsch  wiskundige  en  voorlooper  van  Newton. 
Geboren  in  1616  was  hij  dertien  jaren  ouder  dan  Huygens, 
tot  wien  hg  zich  zeer  aangetrokken  gevoelde.  Hij  behoorde 
tot  de  eerste  leden  der  in  1661  opgerichte  Boy  al  Society  ^ 
waarvan  Hutoens  het  eerste  buitenlandsche  lid  was;  daar 
hebben  zij  elkander  ook  persoonlijk  leeren  kennen;  de  waar- 
deering was  wederzijdsch,  zooals  duidelijk  blgkt  uit  de  brieven. 

Aangezien  de  vraagstukken  in  diepte  toenemen  en  daardoor 
tot  herhaalde  correspondentie  op  verschillende  tijden  aanleiding 
gaven  y  zullen  wij  van  de  historische  volgorde  afwijken  en  elk 
vraagstuk  in  zijn  ontwikkeling  en  oplossing  volgen. 

Reeds  werd  de  cycloïde  in  deze  briefwisseling  behandeld; 
daar  het  echter  mijn  voornemen  is  de  merkwaardige  geschiedenis 
dezer  kromme  in  een  afzonderlijk  opstel  te  behandelen,  laat 
ik  thans  al,  wat  hierop  betrekking  heeft,  rusten. 

Even  als  in  het  vorige  opstel  zullen  bij  elk  vraagstuk  aan- 
gehaald worden  de  namen  der  correspondenten ,  jaar  en  nummer 
van  de  brieven,  waarin  het  behandeld  wordt.  Waar  mij  dit 
wenschelijk  voorkomt,  zal  aan  het  vraagstuk  een  korte  ophel- 
dering worden  toegevoegd ,  en  in  de  figuur  of  de  verklaring 
eenige  wgziging  worden  aangebracht. 

28« 
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1.    Chr.  H.  aan  Sl(usiu8)  1657,  n^'.  897. 

Oegeven  oen  hoek  ea  oen  punt  er  binnen.  Door  dit  punt 
een  lijn  te  trekken : 

1^.    die  van  den  hoek  den  kleinsten  driehoek  afsnijdt; 

2®.  die  onder  alle  door  het  punt  getrokken  Ignen  tusschen 
de  boenen  van  den  hoek  de  kleinste  lengte  heeft. 

N^*  398.     Oplossing  van  8l. 

F.  (fig  1)  Zij  BAC  de  gegeven  hoek,  P  het  gegeven  punt 
Trek  PQ  //  BA  en  neem  QR  =  AQ,  dan  zal  RPU  de  gevraagde 
lijn  zijn.  (Kaaklijn  in  P  aan  de  hyperbool,  bepaald  door  dit 
punt  en  de  beenen  van  den  hoek  als  asymptoten). 

2^  (fig.  2).  Zij  Z  A  =  90».  Beschrijf  den  rechthoek  PEAP, 
waarvan  D  het  middelpunt  is.  Trek  BC  zoodanig ,  dat  zg  door 
P  gaat  en  DB  =  DC,  dan  is  deze  de  gevraagde  lijn. 

(Hoe  moet  de  constructie  gewijzigd  worden ,  als  ^  A  niet 
recht  isP) 

2.    Sl.  aan  Chr.  H.  1G58,  n^.  401. 

(fig.  8).  Op  een  middellijn  AB  een  kromme  zoodanig  te 
bepalen ,  dat : 

CID        AP .  IB 

EVF""  AV^v¥ 

(Deze  kromme  heeft  den  naam  van  pard  van  Slusius  ver- 
kregen en  is  te  beschouwen  als  oen  bijzonder  geval  eener  klasse 
van  krommen,  door  Slusius  in  een  zijner  werken  behandeld. 
Zy  gaf  aanleiding  tot  uitvoerige  briefwisseling,  waaraan  ook 
door  F.  VAN  ScHOOTEN  en  van  Heuraet  werd  deelgenomen.) 

Chr.  H.  aan  Sl.  ,  403. 

Constructie  der  raaklijn  (fig.  4.) 

Neem  AC  =  ^AB  en  plaats  in  C  de  loodlgn  D£  op  AB ,  dan 
zijn  D  en  E  buigpunten,  zoodat  AD  de  bolle  en  DB  de  holle 
zijde  naar  de  as  keert. 

Zij  F  het  midden  van  AB:  plaats  in  F  de  loodlgn  KG-  op 
AB  en  neem  op  het  verlengde  daarvan  het  punt  H^  zoodanig 
dat  FH  =  2KG,  dan  zal  HB  raaklijn  zijn  in  B. 

Om  de  raaklijn  in  een  willekeurig  punt  P  der  kromme  te 
construeeren,  ga  men  te  werk  als  volgt:  Zij  PQ  de  loodlgn  op 
de  as  en  neem  QN  =  Vi  AQ.  Zij  verder  QR :  QB  =  BN  :  NQ, 
dan  zal  RP  de  gevraagde  raaklijn  zijn. 
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Quadratuur. 

Verbind  K  en  G  met  A  en  B  door  rechte  lijnen,  dan  zal 
het  oppervlak  der  kromme  gelijk  zijn  aan  anderhalf  maal  het 
oppervlak  der  ruit  KAGB. 

Zwaartepunt. 

Het  zwaartepunt  Z  van  het  oppervlak  der  krommo  ligt  op 
de  as  zoodanig  dat  AZ  =  y5AB.     Dit  volgt  uit  den  regel  van 

GULDIK. 

Fr.  vak  Schootek  aan  Chr,  H.,  n®.  419  (fig.  5), 

Zij  AG  =r  GB  =  A AB ;  AC  =  CO  =  OB  =  J AB  en  trek  de  lood- 
lijnen  CR,  CH  en  OQ  de  kromme  snijdende  in  de  punten  D, 
K  en  N;  dan  ia  D  het  buigpunt  en  N  hot  hoogste  punt  der 
kromme.  Neem  KH  =  ^KG  of  NQ  =  ^NO,  of  DR  =  1  iDC, 
dan  is  rechthoek  AW  =  oppervlak  ADKNVBSA. 

Zij  NT  //  AB,  dan  is  rechthoek  AN  =  opp.  ADKNOSA, 
derhalve: 

rechth.  TQ  -f  rechth.  OW  =  opp.  NVBSN, 

rechth.  TH  =  opp.  NVBXN 
en       opp.  AZD  =  opp.  DKN. 

H.  VAN  Heüraet  aan  Fr.  van  Sch.,  n^.  435,  (fig.  6). 

De  brief  van  y.  Heuraet  is  bij  uitzondering  in  het  Neder- 
landsch  gesteld. 

Daaraan  wordt  het  volgende  ontleend : 

Sy  getogen  in  de  kromme  een  recte  lijn  naer  gevallen  AB, 
en  uyt  A  en  B  getrocken  AC,  BD  perpendiculair  op  de  ax. 
deel  CD  in  4  gelycke  deelen  in  t\  E,  O,  en  trekt  de  linien 
FI,  EH,  GE  parallel  met  AC,  en 't  samengovoeght  AH ,  HB, 
ondersoeck  de  reden  van  de  linie  HL  tot  IM  en  KN  t'samen, 
welcke  ie  bevinde  als  2  tot  1 ,  en  dienvolgens  den  boogh  AIHKBA 
tot  sijn  ingeschreven  driehoec  AHB  als  4  tot  3. 

Voorts  bevinde  ie  deze  linie  te  bestaan  uyt  twe  contrarie 
bochten ,  en  't  punct  tusschen  dese  beyde  wort  gevonden  nemende 
OQ  gelyck  Va  OP,  en  treckende  door  Q  de  perpendiculair  RS. 
Indien  nu  uyt  R  en  8  twe  gelycke  linien  getogen  werden  als 
RT,  8V,  en  de  selve  in  ettelycke  gelycke  deelen  werden  gedeelt 
met  linien  parallel  met  TV,  en  de  puncten  in  de  cromme  daer 
dese  linien  doorgaen  met  rechte  linien  t'samen  getrocken ,  soo 


Il 

■I 
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siJQ  de  booghjes  die  door  dese  linien  werden  afgesaeden  rer- 
volgeos  tot  malkander  in  dese  proportie  1,  3,  5,  7,  9,  11  Ac. 
hier  uyt  yinde  ick  het  centrum  gravitatis  yao  de  twe  bogen 
door  SV  en  RT  afgesneden,  in  T  doelende  de  linie  QX  in  15 
delen ,  en  daer  af  8  nemende  yoor  QY. 

Sl.  aan  Chr.  H.,  n^  450  (6g.  7). 

Nu  eerst  wordt  de  kromme  goed  geteekend  als  parabool  yan 
de  derde  orde  met  het  buigpunt,  teyens  middelpunt,  in  D  en 
den  oneindig  voortloopenden  tak  in  B  en  O,  terwijl  de  yerge- 
lijking  op  de  in  de  figuur  aangegeven  coördinaten  den  yorm 
aanneemt: 

a^x  =  y^  +  ay\ 

Cl.  Mylün  aan  Chr.  H.,  n^.  578  (fig.  4). 

Het  oppervlak  der  halve  pare]  yan  Slusius  staat  tot  het 
oppervlak  van  den  rechthoek,  waarvan  AB  de  basis  en  de 
ordinaat  yan  haar  midden  FK  de  hoogte  is,  als  2:3. 

Wordt  de  eigenschap  yervangen  door:  (fig.  3) 

CID         Ai^ .  IB 


EVF  -  Xv^ .  VB 

dan  wordt  de  verhouding  als  4 : 5. 

Wordt  de  3^^  macht  algemeen  door  de  n^®  macht  yeryangen, 
dan  is  de  verhouding  2"  +  ^  :  (nH-  l)(n  +  2). 

3.  Het  yraagstuk  der  beide  middenevenredigen  tusschen  twee 
gegeven  lijnen.  Verschillende  constructiën  staan  in  de  brief- 
wisseling verspreid;  zij  zullen  hier  samengevoegd  worden. 

De  constructie  van  ApoLLONius  ligt  in  fig.  2  opgesloten. 
Daar  toch  zijn  EB  en  FC  de  beide  middenevenredigen  tusschen 
EP  en  PF. 

Chr.  H.  aan  Sl.  1657,  n^.  414  (fig.  8). 

Zijn  AB  en  AC  de  beide  gegeven  lijnen,  waarvan  de  kleinste 
is  AB.  Maak  BD  =  »/,  BC  en  AE  =  2AB.  Beschryf  op  DE 
als  as  een  (halve)  ellips  DEE,  waarvan  de  parameter  is  gelgk 
aan  een  derde  yan  DE.  Neem  EF  gelijk  aan  de  helft  van  den 
parameter,  FG  gelijk  AB  en  GH  loodrecht  op  DE  ook  gelgk  AB. 
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Beschrijf  uit  H  als  middelpunt  een  cirkel ,  die  gaat  door  E  en 
de  ellips  nogmaals  snijdt  in  E.  Zy  KL  loodrecht  op  de  as,  déin 
zal  AL  de  kleinste  der  beide  gezochte  middenevenredigen  zgn. 

Sl.  aan  Chr.  H.  1658,  n^.  489  (fig.  9). 

Zijn  AB  en  BC  de  gegeven  lijnen ,  waarbij  BC  =  2AB.  Zij  O 
het  midden  van  BC,  GE  ±  BC  en  =  AB. 

Beschrijf  een  halve  ellips  met  E  tot  middelpunt  en  waarvan 
AE  en  EO  verwante  richtingen  zijn. 

Zy  F  het  midden  van  GE  en  beschrijf  een  cirkel  uit  F  als 
middelpunt,  die  door  C  en  B  gaat.  Zij  K  het  snijpunt  van 
ellips  en  cirkel,  KD  JL  AC,  dan  is  BD  de  kleinste  der  beide 
middenevenredigen  (derhalve  de  ribbe  van  den  cubus,  dubbel 
zoo  groot  als  de  cubus  waarvan  AB  de  ribbe  is). 

8l.  aan  Chr.  H.  1658,  no.  495. 

(fig.  10).  Zij  AF  de  grootste,  FC  de  kleinste  der  beide  ge- 
geven lijnen,  zoodanig  samengesteld,  dat  elk  van  beide  midden- 
door gedeeld  in  D  en  E,  DE  ±  FC,  en  maak  het  parallelogram 
AC;  trek  DQ// AB  en  door  A  een  lijn  HAG,  die  de  verlengden 
van  CB  en  CF  snijdt  in  H  en  G,  zoodanig  dat,  verbindende 
D  met  G,  DG  gelijk  zij  aan  Qll.    Dan  zal 

AP  :FG  =  PG :  HB  =  HB :  FC. 

Anders  (fig.  11). 

Zijn  AB  en  AQ  de  gegeven  lijnen;  beschrijf  uit  B  als  mid- 
delpunt een  cirkelboog,  die  door  A  gaat  en  de  loodlijn  in  Q 
snijdt  in  N.  Trek  AN  en  deel  AB  in  F  middendoor.  Richt 
in  F  de  loodlijn  op  en  maak  AC  =  AN;  trek  QC  en  daaraan 
evenwijdig  AE  en  trek  uit  C  de  lijn  CD  zoodanig,  dat  CE  =  DA. 

Dan  is 

BA  :  DE  =  DE  :  DA  =  DA  :  AQ. 

Al  deze  oonstructiën  van  het  vraagstuk  zijn  goed,  hetgeen 
niet  moeilijk  valt  te  bewijzen.  Thans  zal  hieraan  toegevoegd 
worden  een  constructie,  die  niet  goed  is,  maar,  als  afkomstig 
van  een  op  ander  gebied  hoog  staand  geleerde,  voor  deugdelijk 
werd  aangenomen,  zoodat  het  heel  wat  moeite  heeft  gekost 
om  de  onjuistheid  daarvan  aan  te  toonen.  ^^ 

Zij  is  namelijk  afkomstig  van  den  wijsgeer  Thomas  Hobbbs 
(1588—1679),  die  bij  Koning  Karel  II,  wien  hij  de  constructie 
aanbood,  in  hooge  gunst  stond. 
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Zg  komt  neer  op  het  volgende,  (getrouwelijk  uit  het  Engelach 
overgebracht.) 

Th.  Hobbes  aan  Koning  Kabel  H,  1661,  n^.  895  (fig.  12), 

Te  pinden  twee  middenevenredigen  tusschen  twee  gegeven  rechte 
lijnen. 

Laat  AB  de  grootste  lijn  zijn ,  waarvan  het  vierkant  is  ABCD. 
Verleng  de  zijde  CB  tot  P,  zoodat  BP  =  CB.  Trek  uit  P,  PL 
willekeurig  snijdende  AB  in  L.  Trek  LK  _l  PL,  sngdende 
BC  in  K.  Trek  KE  j.  LK ,  snijdende  het  verlengde  van  AB 
in  E.  Zoo  verkrijgen  wij  door  constructie  vier  evenredige 
lijnen,  waarvan  de  twee  middelsten  zijn  BLenBK,  BP  =  AB 
en  BE  de  twee  uiterste. 

Tusschen  AB  de  grootste  en  BE  de  kleinste  construeer  de 
middenevenredige  BF,  maak  BG  op  de  zijde  AB  daaraan  gelgk» 
en  trek  de  diagonaal  BD,  snijdende  LK  in  H,  en  deelende 
^  KBL  in  twee  gelijke  deelen.  Zooals  nu  LH  zal  staan  tot 
HK,  als  LB  de  grootste  tot  BK  de  kleinste  der  middelste; 
zoo  zal  ook  AB  staan  tot  BL,  en  BK  tot  BE. 

üit  het  middelpunt  H  met  den  afstand  HL  beschrijf  een 
cirkelboog,  snijdende  BC  in  N  dan  zullen  BN,  BL  even  groot 
zijn.  En  gelijk  HN  tot  HK  zal  BN  tot  BK  zijn,  omdat  HN 
en  HL  gelijk  zijn. 

Nu  is  BF  (als  middenevenredige  tusschen  de  uiterste  AB 
en  BE)  ook  middenevenredig  tusschen  BN  en  BK  de  middelste. 
Neemt  men  dus  in  BA  de  lijn  BO  gelijk  BK  en  trekkende  NO 
zal  NHO  een  rechte  lijn  zijn  en  Z.  NHK  =  Z.  LHO,  en  de  lijn 
FG  zal  gaan  door  U. 

En  gehjk  BN  tot  BK,  zoo  is  ook  NF  tot  FK  ^)  (want  de 
verschillen  van  evenredige  grootheden  zijn  als  deze  evenredige 
grootheden  zelve) ,  zoo  ook  HN  tot  HK ,  derhalve  verdeelt  de 
lijn  FG  de  hoeken  NHK  en  LHO    in  twee  gelijke  deelen. 

Nu  BF  als  de  kleinste  der  beide  middenevenredigen  bekend 
is,  is  ook  FG  bekend  en  de  helft  hiervan  BH  is  bekend  zoowel 
in  grootte  als  in  stand,  zijnde  gelegen  in  de  diagonaal.  Derhalve 
is  het  punt  H  bekend  en  ten  slotte  het  punt  E  door  constructie. 

Trek  de  lijn  EH  en  deel  haar  middendoor  in  1 ;  en  beschrgf 
een    halven   cirkel   met  IE  =  IH  tot  straal ,  deze  halve  cirkel 


')    Bier  b'gt  de  fout  in  de  redeneering  van  Hobbeb. 
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zal  gaan  door  K,  omdat  ^  HEE  =  90^.  Daardoor  is  de  lijn 
BE  als  kleinste  der  middeneyenredigeD  (en  dus  ook  de  grootste) 
bekend. 

Constructie  van  het  vraagstuk. 

Laat  i^B  de  grootste  en  BE  de  kleinste  der  gegeren  lijnen 
zijn,  tusscben  welke  ik  de  beide  middeneveoredigen  moetTinden. 
Ik  beschrijf  op  AB  het  vierkant  ABCD  en  trek  de  diagonaal  BD; 
hierin  neem  ik  BH  gelijk  aan  de  helft  van  de  lijn,  waarvan 
het  vierkant  het  dubbel  is  van  het  vierkant  op  de  middeneven- 
redige  tusscben  de  gegeven  lijnen ;  verbindende  H  met  E  ver- 
deel ik  EH  in  I  in  twee  gelijke  deelcn.  Ten  slotte  beschrijf 
ik  uit  het  middelpunt  I  met  den  straal  Hl  een  cirkelboog,  die 
de  zijde  BC  moet  snijden  in  E.  Aldus  heb  ik  de  kleinste  der 
beide   middenevenredigen  gevonden ,  derhalve  ook  de  grootste. 

De  tegenspraak  liet  zich  niet  wachten.  Reeds  in  het  volgende 
stuk  wordt  de  fout  aangewezen  door  lord  W.  Brounckbr,  een 
der  eerste  leden  eo  voorzitter  der  Royal  Society. 

Chr.  H.  schrijft  naar  aanleiding  hiervan  (n^.  916): 

„Dans  Ie  Dialogue  de  monsieur  Hobbes  (een  latijnsch  werk, 
waarin  o.a.  over  de  verdubbeling  van  den  cubus  wordt  gehan- 
deld) je  ne  trouve  rien  de  solide,  mais  seulement  de  pures 
visions.  Quand  a  ce  qu'il  adjouste  de  la  duplication  du  cube, 
je  ne  Taj  pas  voulu  regarder  par  ce  que  je  scai  demonstrative- 
ment  que  la  chose  est  impossible.  Et  d'ailleurs  il  y  a  longtemps 
qu'en  matière  de  geometrie  monsieur  Hobbes  a  perdu  tout 
credit  au  pres  de  moy." 

Het  was  niet  de  eerste  maal,  dat  een  wijsgeer  zich  waagde 
op  een  gebied,  waar  hij  niet  thuis  was,  en  hij  zou  hierin 
waarlijk  ook  niet  de  laatste  zijn.  Doch  het  waren  niet  uit- 
sluitend wjjsgeeren,  die  zich  aldus  bezondigden.  De  beroemde 
letterkundige,  Joseph  Scaliger,  wiens  portret  als  hoogleeraar 
in  de  senaatzaal  der  leidsche  hoogeschool  prijkt,  gaf  in  1592 
een  werk  uit  onder  den  titel  Nova  cyclometria  y  waarin  hg 
voorgaf  het  vraagstuk  van  de  quadratuur  des  cirkels  te  hebben 
opgelost.  Maar  het  valsche  in  zijn  oplossing  werd  door  ver- 
schillende wiskundigen,  waaronder  ook  door  Chr.  H.  aangetoond, 
en  tevens  aangewezen,  hoe  weinig  Scaliger  bekend  was  met 
de  door  Eüclides  en  Archimëdes  gelegde  mathematische 
grondslagen. 
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4.     Sl.  aan  Chr.  H.,  n^.  418. 

1*.  Gegeven  zijn  twee  cirkels  en  een  rechte  Ign.  Een  cirkel 
te  construeeren .  die  de  gegeven  cirkels  aanraakt  en  de  lijn 
zoodanig  snijdt,  dat  het  afgesneden  segment  een  gegeven 
hoek  bevat. 

(Door  de  aanrakingsvraagstukken  van  Apollomus  is  de 
oplossing  niet  moeiijjk  te  vinden). 

2^  Gegeven  vjjf  rechte  IjJDen,  waarvan  geen  drie  door  één 
punt  gaan.  De  kegelsnede  te  construeeren,  welke  deze  lijnen 
aanraakt.  De  beide  takken  der  hyperbool  worden  te  zamen 
als  één  kegelsnede  beschouwd.  (Van  dit  vraagstuk  wordt 
geen  oplossing  meegedeeld;  ik  vermoed  dat  H.  haar  niet  kon 
vinden.  Een  zuiver  meetkundige  constructie  is  te  vinden  in 
Newton's  principia  Liber  I,  prop.  XXVII.  problema  XIX. 
Hierin  wordt  het  vraagstuk  opgelost  door  het  construeeren 
der  raakpunten  en  dus  teruggebracht  tot  de  constructie  eener 
kegelsnede  uit  vijf  gegeven  punten ,  die  in  prop.  XXII.  probl. 
XIV  wordt  meegedeeld). 

6.    Pr.  van  Schooien  aan  Chr.  H.  1657,  rP,  419. 
Te   onderzoeken    de   krommen   voorgesteld   door   de  yerge- 
lykingen : 

I.  a^x  =  y'  +  2ay^  +  a^y. 
II.  y^  -  3azy^  —  2a^xy^  +  Sa^xhf^  -  6a».rV  +  «*J?^—  o'-^  =  0. 
III.  a;  +  y=l^aï»: 

Het  onderzoek  dezer  krommen  gaf  aanleiding  tot  uitvoerige 
en  langdurige  correspondentie,  waaraan  ook  door  Slusius  en 
J.  HuDDE  werd  deelgenomen.  Daarin  werd  nu  eens  de  eene, 
dan  weer  een  andore  der  drie  krommen  behandeld.  Ik  zal 
hier  achtereenvolgens  meedeelen,  wat  omtrent  elke  van  deze 
werd  gevonden. 

I.     a^x  =  y'  4-  2ay2  +  a^y. 

(fig  13).  De  raaklijn  in  een  willekeurig  punt  F  der  kromme 
wordt  als  volgt  gevonden. 

Zij  ah  =  AG  =  a 

Hl  -  2CA 

IC:HC=rAC:BC, 

dan  is  BF  de  raaklijn  in  F. 
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Zg  PD=%AG  dan  is 

O  paralK  AF      64 
segm.  AFD  ^  37 ' 

Andere  constructie  der  raaklijn: 

Zij  AG  :  PD  =  FD  :  al  =  al  :  LE 

en  AE  =  2AE 

dan  is  EF  raaklijn  in  F. 

Het  juiste  inzicht  in  den  yorm  der  kromme  is  bij  H.  eerst 
later  opgekomen.  Hierover  schrijft  hij  (24  Jan.  1658,  n^.  453) 
aan  Hudde  (door  en  met  wien  de  correspondentie  steeds  in 
het  Hollandsch  werd  geroerd). 

,De  constructie  van  de  tangenten  uyt  een  punt  buyten  de 
peripherie,  om  dat  ick  sie  dat  UE.  daer  op  noch  insisteert, 
beloof  ick  hier  naer  bj  gelegenheydt  te  sullen  soecken  en  UE. 
bekent  te  maecken  of  ick  die  gevonden  hebbe  of  niet.  Het 
geene  mj  doet  gelooven  dat  ick  daer  wel  sal  toe  geraecken 
is  dat  ick  meermaels  vele  constructien  uyt  de  vergelykingh 
van  twee  aequatien  hebbe  gemaeckt  en  daarenboven,  dat  ick 
nu  gevonden  hebbe  dat  de  eerste  kromme  als  mede  die  van 
de  heer  Slude  (de  parel)  niet  anders  en  is  als  een  parabola 
cubica,  hetwelck  my  wonder  geeft  ons  soo  lang  onbekent  is 
gebleven.'* 

Zij  wordt  nu  ook  goed  geteekend  met  het  buigpunt  en  den 
oneindigen  tak  aan  beide  zijden  (zie  fig.  7).  Door  verschuiving 
der  X-as  gaat  vergelijking  I  in  die  der  parel  van  Slusius 
over.  Doch  transformatie  van  coördinaten  was  destijds  nog 
vrijwel  onbekend;  althans  niet  in  gebruik. 

IIL  a:  +  y  =  T^ax'- 

Chb.  H.  aan  Fr.  van  Sch.  1657,  n^^.  431  (6g.  14). 

De  raaklijn  wordt  aldus  geconstrueerd.  Zij  F  een  willekeurig 
punt  der  kromme  met  de  ordinaat  FD.  Zij  HA  (in  het  ver- 
lengde der  as)  en  de  ordinaat  HE=V3AD,  dan  is  EF  de 
gezochte  raaklijn. 

Het  oppervlak  AFG/  is  gelijk  aan  een  veertiende  deel  van 
het  vierkant  op  de  as  AG  =  a.  Het  zwaartepunt  E  verdeelt 
AG  zoodanig  dat  GE  staat  tot  AE  als  19  :  14. 
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Verder  wordt  over  deze  kromme  niet  gehandeld ;  bigkens  de 
figuur,  die  door  H.  symmetrisch  is  geteekend  bleef  de  ware 
vorm  onbekend.  Dat  H.  moeite  had  met  de  meetkundige 
beteekenis  van  het  negatieve  teeken ,  zal  ook  later  blijken. 

II.  yö  —  3axy^  —  2Q^xy^  +  Sa^x^y*  —  6a Vy  +  aV  -  o  V  =  O 

Deze  vergelijking  nemen  wij  het  laatst,  omdat  zij  de  meeste 
moeite  veroorzaakte. 

In  bovengenoemden  brief  (n®.  431)  van  H.  aan  v.  Sch.  ver- 
klaart hij  dat  de  berekening  te  ingewikkeld  wordt  en  de 
moeite  niet  zal  loonen. 

Doch  HuDDE  zag  tegen  de  moeite  niet  op ;  in  een  brief  aan 
Fr.  y.  S.  (n^.  436)  deelt  hij  de  volledige  oplossiug  mede. 

Hij  herleidt  de  vergelijking  der  kromme  tot  de  gedaante 

y  =  ^ö^  -  l?^ör^- 

Zij  is  dus  te  beschouwen  als  het  verschil  van  een  cubische 
en  van  een  gewone  parabool. 

Hij  schrijft  hier  omtrent  het  volgende: 

„dat  nu  weynich  moeijte  heeft  te  vinden »  bekent  gestelt 
sijnde,  gelyck  aen  de  Heeren  bekendt  was,  de  Quadratura  van 
de  parabolaas;  gelyck  ook  het  Centrum  gravitatis  van  dezelve 
op  de  nagel  van  mijn  duym  kan  gerekent  worden.*' 

Aan  het  slot  dezer  missive  geeft  hij  nog  de  volgende 
behartigenswaardige  les: 

„Maar  nu  versoeck  ick,  dat  se  my  nooit  diegelycke  problemata 
weer  komen  voor  te  stellen ,  dewijl  ick  de  tyd  veel  te  kostlijck 
acht,  als  dat  ick  se  in  soodanige  nutteloose  questien  zouw 
besteden;  en  mogen  nemen  sodanige  Problemata  ubi  inventio 
praecipua  est  ^  et  calculus  non  difficüis  y  sed  etiam  utilis  humano 
generi,  en  dat  ze  alle  andre  standvastiglyck  van  der  hand 
afwijzen,  en  ons  also  in  plaats  van  vrucLteloose  questien,  die 
niet  een  olykoeck  waert  zijn,  mogen  aan  den  dach  brengen 
en  solveren  soodanigen  daer  het  gemeen  aen  gelegen  is, 
dewijl  'er  van  dien  aart  noch  genoech  te  vinden  zijn,  maer 
dese  afgedaen  synde,  dan  zal  ik  't  niet  qualik  nemen  dat  se 
tot  andere,  die  alleen  in  speculatie  bestaen,  overgaen.  Immer 
ik  ben  geresolveert  dit,  zoot'  in  mijn  macht  is,  op  het  nau- 
keurigste  te  practiseren." 
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6.  8l.  aan  Chr.  H.  1658,  n^.  450. 

Onderzoek  der  kromme,  voorgesteld  door  de  vergelijking : 

» 

ch^  =  ay^  —  y*, 

Chr.  H.  aan  Sl.,  vP.  451  en  n^  472  (fig.  15). 

Wentelt  de  kromme  ACB  om  haar  as  AB,  dan  staat  de 
inhoud  van  het  omwentelingslichaam  tot  den  inhoud  van  den 
cylinder,  ontstaande  door  de  wenteling  van  rechthoek  AN  om 
AB  als  64  :  135. 

Voor  het  hoogste  punt  C  is  AD  =  %  AB  en  DC  =  AB  l/;^  . 

Neemt  men  AE  =  Vi  AB  dan  is  EF  =  V;  AB  =  %  AE  (en  P 
het  buigpunt).  De  lijn  AB*  raakt  de  kromme  in  F  en  snijdt 
ON  in  G. 

Het  trapezium  AGNB  is  grooter  dan  het  oppervlak  ACBA. 
Dit  trapezium  zal  tot  rechthoek  OB  in  kleiner  reden  zijn  dan 
een  cirkel  tot  het  omgeschreven  vierkant.  Derhalve  zal  de 
verhouding  van  het  oppervlak  ACBA  tot  dien  rechthoek  nog 
kleiner  zijn.  Omdat  AE  het  dubbel  is  van  EF  zal  GO  het 
dubbel  zjjn  van  AO,  ^oodat  het  vierkant  AH  gelijk  is  aan 
A  AQO,  en  rechthoek  BH  =  trap.  AGNB.  Derhalve  moet 
aangetoond  worden,  dat  de  verhouding  van  rechthoek  HB  tot 
rechthoek  OB,  dat  is  der  lijnen  HN  en  ON  kleiner  is  dan  de 
verhouding  van  het  oppervlak  van  een  cirkel  tot  dat  van  zijn 
omgeschreven   vierkant.    Ik  heb  gezegd,  dat  DC  of  OH  staat 

tot  AB  of  ON  alsl/^,    tot    1.    Derhalve  heeft  OH: ON  een 

r  2o6 

5 

verhouding  grooter  dan  —  tot  1  dat  is  5 :  16  en  derhalve  HN 

tot  ON  minder  dan  11  :  16.  Nu  is  de  verhouding  van  een 
cirkel  tot  zijn  omgeschreven  vierkant  grooter  dan  11:15  of 
bijna  11 :  14,  derhalve  enz. 

7.  Chr.  H.  aan  Sl.,  1657,  n^.  489  en  aan  Gr.  a  8t.  Vin- 
CENTio,  1659,  n®.  678. 

Ot>tT  het  oppervlak  der  omwentelingsparaboloïde  (fig.  16). 

De  parabool  ABC  en  de  raaklijn  AE  wentelen  om  de  as  DE. 
Construeer  een  lijn  F  zoodanig,  dat  F  staat  tot  AC  als  AC  tot 
omtrek  A  AEC.     Dan    staat    het  ronde   oppervlak   van  kegel 


i 
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AEC  tot  dat  der  paraboloïde  als  driemaal  de  zgde  AE  tot 
tweemaal  die  zgde  vermeerderd  met  F. 

Is  AE  meetbaar  ten  opzichte  van  AC,  dan  is  het  oppervlak 
der  paraboloïde  meetbaar  ten  opzichte  ran  haar  grondvlak. 

Zoo  is  voor  AE  =  AG : 

opp.  paraboloïde      14 
opp.  cirkel  ADC       9 

18 
voor  AE  =  Va  AC  is  die  verhouding  -^ 

o 


(voor  AE  =  n.AD  wordt  de  verhouding  ==  —  .  — -j' 


8.  Chr.  H.  aan  Sl.,  1658  en  aan  Qr.  a  8t.  Ving.  1659, 
no.  678. 

Over  het  oppervlak  der  omwentelingsellipsoïde. 

a.     De  ellips  wentelt  om  haar  groote  as  (fig.  17). 

AB  is  de  groote,  CD  de  kleine  as;  E  en  F  zijn  de  brand- 
punten. Beschrijf  uit  den  top  der  kleine  as  C  den  cirkelboog 
EGF,  dan  bestaat  de  evenredigheid:  het  halve  omwentelingsvlak 
staat  tot  het  cirkelvlak,  waarvan  CD  de  middelljjn  is,  ala  de 
cirkelsector  CEQF  vermeerderd  met  A  CEF  tot  A  CEF. 

[s  het  vierkant  der  groote  as  dubbel  zoo  groot  als  het  vier- 
kant der  kleine  as,  dan  is  de  verhouding  gelijk  die  van  een 
cirkel,  vermeerderd  met  het  ingeschreven  vierkant  tot  dat 
vierkant. 

Zy  BK //FC  en  beschrijf  uit  E  als  middelpunt  den  cirkelboog 
ANB.  Zij  verder  de  lijn  L  middenevenredig  tusschen  de  halve 
kleine  as  CO  en  een  lijn  gelijk  aan  de  som  van  CD  en  cirkel- 
boog ANB.  Dan  is  het  oppervlak  der  ellipsoïde  gelijk  aan  het 
oppervlak  van  een  cirkel,  waarvan  L  de  straal  is. 

6.     De  ellips  wentelt  om  haar  kleine  as  (fig.  18). 

Zij  H  het  midden  tusschen  E  en  O.  Beschrijf  CHD  als  boog 
eener  parabool  waarvan  H  is  de  top,  HB  de  as.  Dan  ontstaat 
de  volgende  evenredigheid:  Het  omwentelingsoppervlak  staat 
tot  het  oppervlak  van  den  cirkel,  waarvan  AB  de  middellijn 
is,  als  de  lengte  van  den  parabolischen  boog  CHD  tot  een 
vierde  van  de  middellijn  CD. 

Zij  de  lijn  G  middenevenredig  tusschen  de  groote  as  AB  en 
de  lengte  van  den  parabolischen  boog  AHB,  dan  is  bet  opper- 
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ylak   der   ellipsoïde   gelijk  aan  het  oppervlak  yan  den  cirkel, 
waarvan  G  de  straal  is. 

9.  Chr.  H.  aan  Fb.  Schooten  1659,  n^.  582  (fig.  19). 

Zij  ABC  de  boog  van  een  parabool  met  B  tot  top,  AD  de 
raaklijn  in  A.  Beschrijf  een  boog  MGN  van  een  (gelijka.) 
hyperbool,  waarvan  E  is  het  middelpunt,  EG  =  AG  de  halve 
as  9  en  £F  =  2 AD.  Neem  EL  gelijk  aan  de  lengte  van  den 
parabolischen  boog  ABC  en  beschrijf  den  rechthoek  MHEN 
dan  is: 

Oppervl.  hyperb.  segment  MGN  =  rechthoek  MHEN, 

zoodat  hiermede  de  quadratuur  der  hyperbool  is  teruggebracht 
tot  de  rectificatie  der  parabool. 

10.  Sl.  aan  Chr.  H.  1659,  n^.  628. 
Vraagstuk  van  ToRRiCBLLi  (fig.  20). 

Van  een  halven  rechten  cirkelvormigen  cylinder  zij  het 
zwaartepunt  van  het  bovenvlak  gelegen  in  C.  Het  lichaam 
wordt  door  een  vlak  gebracht  door  A  en  FE  verdeeld  in  twee 
deelen ;  de  inhouden  dezer  deelen  staan  tot  elkander  als  AC  :  BC. 

Dezelfde  eigenschap  geldt  voor  de  deelen  van  het  cylinder- 
vlak,  als  C  in  het  zwaartepunt  van  den  halven  cirkelomtrek 
ligt  (Slusius). 

11.  8l.  aan  Chr.  H.  1659,  n^,  646  (fig.  21). 

Op  de  lijn  AC  als  middellijn  is  een  halve  cirkel  getrokken. 
Op  die  middellgn  een  punt  E  zoodanig  te  bepalen,  dat, 
wanneer  EF  onder  een  gegeven  hoek  met  de  middellijn  wordt 
getrokken : 

AE .  EC      p^ 

ËF^    ■"  g 

waarbij  p  en  q  gegeven  lijnen  zijn. 

Constructie  (van  Sl.). 

Zij  XO  =  3 ,  NO  =  p ,  M  het  midden  van  XN.  Trek  MD , 
NG  onder  den  gegeven  hoek  en  O  DG  loodrecht  er  op. 

Zij  B  het  middelpunt  van  den  halven  cirkel,  maak  dan: 

BS  =  DG  onder  den  gegeven  hoek  met  AC. 

SI  L  BS  en  gelijk  MD, 

SK^  =  CB»  +  BS* 
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Trek  uit  I  als  middelpunt  met  IK  tot  straal  een  cirkelboog , 
die  den  gegeven  halven  cirkel  snijdt  in  F,  dan  is  F£y/KB 
de  gevraagde  lijn. 

12.  J.  BuoT  (ingenieur  du  Roi)  aan  Chb.  H.  1661, 
n«.  849  (fig.  22). 

Gegeven  zijn  een  driehoek  BD£  en  twee  rechte  lijnen  p  en 
q.    Op  de  zijde  DB  een  punt  A  zoodanig  te  construeeren  dat : 


BA.BD 
Èb.  AE 


Constructie, 


DB      p         BC      DE 
^"^^  DZ=2   ^'^CÊ^DZ' 

Zij  O  het  midden  van  BE  en  OP  ±  BE. 

Bepaal  op  het  verlengde  van  EB  het  punt  V  zoodanig,  dat 

CV:CE  =  CB:CO. 

Beschrijf  op  VC  een  halven  cirkel ,  die  BD  snijdt  in  A ,  dan 
is  dit  het  gezochte  punt. 

13.  In  het  tweede  deel  der  briefwisseling  wordt  herhaaldelijk 
en  uitvoerig  gehandeld  over  de  cissoïde.  Daaraan  wordt  deel- 
genomen door  Chr.  H.,  Slusius  en  J.  Wallis.  De  door  hen 
daarbij  behandelde  of  gevonden  eigenschappen  zullen  hier  worden 
samengevat. 

De  cissoïde  van  Diocles  is  uit  de  oudheid  tot  ons  gekomen 
als  de  kromme ,  welke  kan  dienen  om  het  vraagstuk  der  beide 
middenevenredigen  op  te  lossen.    Ze  ontstaat  als  volgt  (fig.  23): 

Zij  OBA  een  halve  cirkel  op  OA  als  middellijn,  C  het  mid- 
delpunt, CB  ±  OA.  Plaatst  men  nu  twee  loodlijnen  DE  en 
D'E'  op  OA  op  gelijken  afstand  ter  wederzijde  van  CB,  en 
trekt  OD'  die  DE  snijdt  in  P,  dan  ontstaan  de  middeneven- 
redigen aldus: 

OE' :  E'D'  =  E'D' :  E'A  =  OE :  EP. 

Maar  E'A  =  OE  en  E'D'  =  ED  zijnde,  zijn  derhalve  OE  en 
ED  de  beide  middenevenredigen  tusschen  EP  als  kleinste  en 
EA  als  grootste  lijn. 
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Men  kan  ook  OD  trekken ,  tot  zij  het  verlengde  van  ETD' 
snijdt  iu  P',  dan  ontstaat  de  betrekking: 

P'E' :  OE'  =  DE :  OE  =  AE :  DE 

of  door  omzetting  en  gelijkstelling ; 

AE'.  fi'D'  =  E'D' :  OE'  =  OF :  E'P 

zoodat  na  OE'  eu  E'D'  de  beide  middenevenredigen  zijn  tnsschen 
£T'  als  grootste  en  AE'  als  kleinste  lijn. 

De  meetkundige  plaats  van  P  en  P'  vormt  de  kromme,  die 
wegens  haar  eigenaardigen  vorm  cissoïde  of  klimoptrek  werd 
genoemd.  Zij  ontstaat  ook  door  op  een  uit  O  getrokken  vector, 
die  den  cirkel  snijdt  in  D',  en  BC  in  S ,  SP  =  SD'  af  t^  zetten. 
Daaruit  blijkt,  dat  zij  gaat  door  O  en  B. 

Om  langs  dezen  weg  tusschen  twee  gegeven  lijnen  de  beide 
middenevenredigen  te  construeeren ,  ga  men  te  werk  als  volgt: 

Men  neemt  AN  eu  NM  (fig.  24)  gelijk  of  evenredig  aan  de 
gegeven  lijnen  en  trekt  AM,  die  de  kromme  snijdt  in  P,  dan 
zijn,  volgens  het  voorgaande  ED  en  OE  de  beide  middeneven- 
redigen tusschen  AE  en  EP;  verkleint  men  deze  lijnen  in  reden 
van  PE :  MN ,  dan  heeft  men  de  beide  middenevenredigen 
tusschen  AN  en  NM,  die  zoo  noodig  nogmaals  in  de  oorspron* 
kelijke  reden  kunnen  verkleind  veerden. 

De  verdubbeling  van  den  cubus  ontstaat  op  gelijke  wijze 
door  NM  =  2NA  te  nemen,  dan  zal  de  kleinste  der  beide 
middenevenredigen  de  gezochte  ribbe  van  den  dubbelen  cubus 
zijn.  Is  b.v.  MN  =  2NA  en  00  de  ribbe  van  den  gegeven 
cubus,  dan  zal  CR  (R  snijpunt  von  CB  en  OP)  de  ribbe  zijn 
van  den  cubus  van  dubbelen  inhoud ,  zoodat : 

RC  =  BCi^2. 

Het  was  aan  de  correspondenten  bekend,  dat  de  vergelijking 
der  cissoïde  op  cartesische  coördinaten  (andere  waren  destgds 
nog  niet  in  gebruik)  is  van  den  derden  graad,  waaruit  Huyobns 
met  recht  afleidde,  dat  het  vraagstuk  der  middenevenredigen 
of  van  de  verdubbeling  van  den  cubus  niet  kan  geconstrueerd 
worden  door  snijding  van  cirkels  ouderling,  of  van  rechte  Ignen 
onderling  en  met  cirkels,  of  van  een  kegelsnede  met  rechte 
lijnen.  Wel  had  Descartes  aangetoond,  dat  het  vraagstuk, 
even  als  dat  van  de  trisectio  anguli  door  de  snijding  eener 
kegelsnede   met   een    cirkel    kon    opgelost    worden,    doch  dan 

29 


454 

moestea  twee  krommen  geconstrueerd  worden,  terwgl  door 
de  cissoïde  en  de  conchoïde  één  kromme  yoor  elk  der  vraag- 
stukken voldoende  is. 

Yoor  het  opsporen  en  bewijzen  der  volgende  eigenschappen 
maakten  Hutqens  en  Wallis  gebruik  van  de  exhaustie-methode 
▼an  Archimbdes,  waardoor  de  bewerking  zeer  omslachtig  werd. 
Thans  kan  dit  veel  eenvoudiger  geschieden  door  toepasuog 
der  diiferentiaal-rekeniDg ,  die  denzelfden  grondslag  heeft,  maar 
veel  spoediger  tot  het  doel  voert.  Daarom  zal  ik  mg  bepalen 
tot  het  noemen  der  eigenschappen  en  het  bewijs  den  aandach- 
tigen  lezer  overlaten. 

Gemakkelgk  is  in  te  zien  dat  de  lijn  AK  ±  OA  asymptoot 
is  der  kromme. 

Het  vlak  tusschen  de  kromme,  de  basis  en  haar  asymptoot 
is  eindig  en  gelijk  .aan  drie  maal  het  vlak  van  den  halven 
cirkel  OBA. 

De  inhoud  van  het  lichaam ,  dat  ontstaat  door  wenteling  der 
kromme  om  haar  asymptoot  is  gelijk  aan  het  oppervlak  van  dien 
halven  cirkel  vermenigvuldigd  met  het  dubbel  van  zjjn  omtrek. 

Het  zwaartepunt  van  het  vlak  tusschen  de  kromme  en  haar 
asymptoot  ligt  van  de  asymptoot  op  een  afstand  gelgk  een 
zesde  van  de  middellgn  OA. 

Bngdt  de  vector  OP  den  cirkel  in  L  en  de  asymptoot  in  K 
dan  is: 

oppervlak  OQBPKA  =  8  cirkelsegment  LDA  +  A  OLA 

en  vlak  OQBPA  ==  3  cirkelsegment  LDA. 

Zij  0C6T  het  vierkant  op  den  straal  OG ;  dan  is : 

vlak  OQBT  =  3  vlak  OLBT. 


Reeds  in  de  nu  behandelde  periode  was  het  Prohlema  van 
Alhazek  bg  Hutoens  en  zijn  correspondenten  in  onderzoek. 
Aangezien  echter  de  voornaamste  oplossingen  eerst  later 
werden  gevonden  en  bekend  gemaakt,  zal  de  beschouwing 
van  dit  vraagstuk  worden  uitgesteld  tot  de  behandeling  van 
de  meetkundige  vraagstukken,  die  in  verband  staan  met  de 
lichttheorie  van  HaYOENS,  ontwikkeld  in  zijn  ^Traite  de  la 
Lumière.** 
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ENKELE  VRAAGSTUKKEN  UIT  DE  WAARSCHUNLUKHEIDS- 

REKENING 


DOOB 


J.  C.  MULLER, 

(ZeiBt). 


L  De  behandelde  vraagstukken  zijn  alle  uit  Bertband, 
C(Ucul  des  probabUités ,  sommige  met  eenige  uitbreiding. 

N^.  XXIII  (uitgave  van  '89):  Quelle  est  Ia  probabilité  pour 
que,  sur  cent  essais  successifs  aveo  un  seul  dé  on  obtienne 
une  fois  au  moins  une  suocéssion  de  cinq  as  sans  interruption  ? 

Wg  noemen  de  gevraagde  kans  p^QQ  en  in  het  algemeen  de 
kans  om  met  een  dobbelsteen  in  n  achtereenvolgende  worpen 
ten  minste  eenmaal  vijf  keeren  achtereen  het  punt  één  te 
i^erpen  j7«.  De  kans  nu  om  in  100  worpen  de  gestelde  ge- 
beurtenis te  zien  voorvallen,  is  de  kans  dat  dit  in  99  worpen 
gebeurt,  vermeerderd  met  de  kans,  in  de  eerste  94  worpen  de 
gebeurtenis  niet  te  zien  gebeuren,  in  den  95'^"  worp  een  punt 
verschillend  van  één»  en  daarna  5  malen  achtereen  het  punt 
één  te  zien  vallen. 

Bijgevolg  ;?,0D=^-Pa9  +  (1— -P94)--g---^> 

5       1 
evenzoo  p^  ^p^  4-  (1  --pj  '  T''6^' 


Pu  =i>io  +  (l— Ps). 


PlO  =-P9    + 


5_   J_ 

6   •  6»' 


Pe    ==P5    + 


P5     = 


5 

1 

6 

•  6»' 

5 

1 

6 

•  6»' 

1 

6»' 

^  «.  481         5 

Door  optelling     Ptm= -^  — -^  (P9i+Pm+ +  fa)- 
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Op  dezelfde  wijze    p^  =  -r^  —  ~ü2^  P'f 


6^~   8*^è« 
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5    v^' 

H  ^5 

36 
Pu-    66   - 

5 
go  ft, 

31 
Pto  —  "gT » 


6 
Pi  = 


6« 


Door  optelliDg  ]^  p«  =  y—  + +  -g^ )  — 

Op  dezelfde  wijze  verder  oatwikkelende  viadt  men 

481        6    /45I      446  ^\       25/421      2x416 

Pioo  —  -^  —  go  l  6«  +   6<*  "  " '  "^  6«  *  "*"  6«  '  6*  "*"       6^ 

3x411 


-t- 


6« 


84x6\      125,         „         ^       ,  «^^,    , 

+  ...+  -g7-J--gï5(P82+3P8i  +  6i?8o+-..-+8081i>3). 


391 
Nu  ia  p^  <  —   en  daarom 

125  125 

-gir(i^82  +  SPsi  +  6p8o  +  .  .  .  .  +  3081i?5;<  -g^  X 

391    ..      .       .  ...  1 


(1  +  3  +  6  +  .  .  .  .  +  3081)  < 


zoodat  de  yierde  term  kleiner  is  dan  1  duizendmillioenste.    De 
derde   term    blijkt   kleiner  dan    1  millioenste,  zoodat  de  beide 
eerste  termen  j^iqq  reeds  tot  op  1  millioenste  nauwkeurig  geven. 
Men  vindt 

j?,Qo  =  0.010262  .... 


457 

II.    'S^.  XXY.    Pierre  entrepreDd  d^obtenir  Ie  point  7  aveo 

deux  dés   avant   qu'aucun   autre  ne  se  soit  produit  deux  fois. 

Quelle  est  la  probabilité  de  gagnerP 

7303 
Het  antwoord  is  volgens  Bertrand  —     '     =  0.5268. 

13860 

In   hoogstens    11   worpen   is  het  spel  beslist.     Men  kan  van 

2  tot  12  werpen,  zijnde  11  gevallen.     In  den  IH'^'^  worp  moet 

men»    als  dit  niet  reeds  vroeger  geschied  is,   6f  7  werpen,  óf 

een  aantal  oogen ,  dat  men  reeds  in  een  der  tien  voorafgaande 

worpen  verkregen   heeft.     De    kans   om    in    den  eersten  worp 

te  winnen  is  -^,  n.1.  in  6  van  de  36  gevallen.    De  kans,  dat 

o 

deze    worp  het  spel  nog  niet  ten  gunste  van  Pierre  beslist,  is 
5 

dus  — ,  want  ten  nadeele  van  Pierre  kan  deze  worp  nog  niet 
o 

beslissen.    Bij    den    n^^   worp    echter»  aannemende  dat  in  de 

eerste   n—  1    worpen    nóch    zeven    oogen    geworpen   werden, 

nóch    het   aantal    oogen    van    één   der  worpen  zich  herhaalde, 

18  er  drieërlei  mogelijkheid: 

a.  De  worp  geeft  7  oogen  en  beslist  het  spel  ten  gunste 
van  Pierre ; 

b.  de  worp  geeft  een  aantal  oogen,  even  hoog  als  reeds  in 
éen  der  vroegere  worpen  viel,  en  beslist  het  spel  dus 
ten  nadeele  van  Pierre ; 

c.  de  worp  geeft  nóch  7  oogen,  nóoh  een  aantal,  dat  reeds 
vroeger  voorkwam. 

De   kans,  dat   het   ouder  c  genoemde  geval  zich  voordoet, 
O»   noemende ,   is   Pierre's  kans  om  door  den  («  -1-  l)^*"  worp 

te  winnen  ---  x  0«. 
6 

De  totale  winstkans  van  Pierre  wordt  zoo : 

I 


6 


(1  +  0, +0i+  .  .  .  .  +0,o) 


Deze  getallen  O, ,  O2  .  .  .  . ,  0«  kunnen  nu  worden  bepaald 
volgens  de  methode  van  de  Moivre  als  de  coëfficent  en  van 
x\  a^j  a^ X**  in  de  ontwikkeling  van 

(X  +  ly  {2x  +  D*  (3x  +  \f  (4x  +  \Y{bx  +  1)2, 
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vermenigTuIdigd  respeotieTelijk  met  — — ,  — ^,  -^  èns.  De  ont- 
wikkeling wordt: 

1  +  30*  +  395*»  +  3000«»  +  14528a;*  -f  46710*»  +  lOOSOSa*  + 
+  143700a!'  +  129076*8  +  66760*»  +  14400*"», 

en  de  gevraagde  winstkans  dus 

1   ,,      80       395     „ ,   .   3000   „ .   .    14523     .     46710   ^  . 
T(^  +  36+-36i--2'  +  W^'  +  -36r-*!+^6--6!  + 

100805  „.  .  143700  „,  .  129076  „.      65760  „.      14400 
+  -l6ir-«'+-36r--''  +  ^6--«'  +  -36ir-8'  +  li^-ï0.'). 

Benaderd   vond  ik   0.5289   in   zonderlinge  OTereenstemmiog 

7303 
met  Bertrand'8  opgave  =  0.5269 ,  hoewel  het  duidelgk 

is   dat   beide   antwoorden    niet   overeenstemmen   en   dus  Bbb- 
trand's  antwoord  onjuist  is. 

III.  La  ruine  des  joueurs:  Op  blz.  18  vindt  men  een 
oplossing  van  André  van  bet  volgende  vraagstuk: 

Pierre  et  Paul  sont  soumis  k  un  scrutin  de  ballottage ;  l'urne 
contient  m  bulletins  favorables  k  Pierre,  n  favorables  a  PanI; 
m  est  plus  grand  que  n.  Pierre  sera  élu.  Quelle  est  la 
probabilité  pour  que ,  pendant  Ie  dépouillement  du  scrutin ,  les 
bulletins  sortent  dans  un  ordre  tel  que  Pierre  ne  cesse  pas  un 
seul  instant  d'avoir  Pavantage. 

lil      __     M 

Met  behulp  van  de  gevonden  kans  — ; —  ,  wordt  op  blz.  123 

opgelost  het  volgende  vraagstuk: 

Pierre  joue  k  un  jeu  dans  lequil  il  a  ^  chaque  partie  la 
probabilité  p  pour  gagner  et  pour  perdre  la  probabilité  q, 
L'enjeu  est  1  frc.  pour  chacun  des  deux  adversaires.  Quelle 
est  la  probabilité  pour  que  Pierre,  qui  possède  m'fros,  soit 
ruiné  précisément  après  avoir  fait  u  parties ,  de  telle  sorte  que 
la  tt*^°*°  partie  lui  eniève  son  dernier  franc  P  Het  bezit  van 
Paul  is  niet  gelimiteerd. 

De  gezochte  kans  is 

— p   »     q    » j — — -. 


f^)  ■  m  • 
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lY.  Yoor  het  Yer?oIg  onderstellen  wg  p=sq:s^  voor  het 
gemak,  ofschoon  het  geen  bezwaar  heeft  ze  alleen  aan  de 
vergelijking  />  +  3  =  1  te  laten  voldoen.  Stellen  wij  het  yoor* 
gaande  vraagstuk  algemeener  en  laat  nu  de  kans  gevraagd 
zgn,  dat,  als  Pierre's  bezit  m,   dat  van  Paul  ongelimiteerd  is. 

Pierre  na  u  spelen  n  bezit.    Hier  zal een   geheel 

getal  moeten  zijn ,  u  —  m  +  n  dus  even ;  ware  u  —  m-^-n 
oneven,  de  gevraagde  kans  zou  nul  zijn.  Ter  verduidelijking 
maak  ik  hier  het  gebruik  van  een  grafische  voorstelling. 

P 


Een  lijn  als  AB  schuin  rechts  naar  boven  stelt  voor  Pierre 
een  verliespartij ,  een  lijn  als  AO  schuin  rechts  naar  beneden 
een  winstpartij  voor.  Daarbij  is  AC  =  m ,  DE  =  n,  en  de  reeksen 
van  partijen,  die  wij  te  beschouwen  hebben,  eindigen  alle  in  £, 
terwgl  AF  +  EE  =  u  is.  Komt  men  langs  een  der  wegen  van 
A  naar  E  op  de  lijn  CD  terecht,  dan  is  Pierre's  verlies  aldaar 
m  en  Pierre  dus  geruïneerd.  De  rechte  lijn,  gevormd  door  de 
punten  C,H,I,K,L,M,D  mag  dus  nimmer  bereikt  wor« 
den  bij  het  afleggen  van  den  weg  van  A  naar  E  en  het  aantal 
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der  wegen  yao  A  naar  E  in  dat  deel  der  fignur,  waar  de  lif  oen 
niet  gestippeld  zijn,  is  dns  te  bepalen. 

Pierre  verliest  m  —  n  (waarbij  m  —  n  ook  negatief  kan  zgn.'; 

TT-     '  ^  3      **  —  m  '\'  n  u  -\-  m  —  n 

Hg  wint  dus en  verliest malen ,   zoodat 

u  —  m  -f-  w  even  moet  zgn.  Wanneer  men  de  voorwaarde  dat 
de  wegen  van  A  naar  E  niet  door  de  punten  C,  H,  .  .  .  .  D 
mogen    gaan,    buiten    rekening    laat,    is    het  aantal  mogelijke 

wegen  C.    s     . 

Rest   ons  dus  het  aantal  wegen,    dat  door  genoemde  punten 
gaat,   te   bepalen    en  in  mindering  te  brengen.     Dit  aantal  is 


v—m—n 


C~~~^^  ,  want  de  beschouwing  der  figuur  doet  terstond  zien, 
dat  de  uitgesloten  wegen  een  voor  een  overeenstemmen  met  de 
wegen  om  van  A  naar  E'  te  geraken,  d.  w.  z.  met  het  aantal 
mogelijke  gevallen ,  waarin  bij  u  spelen  Pierre  m  -j-  n  verliest, 
onderstellende  dat  zoowel  Pierre*s  als  Paul^s  bezit  niet  gelimi- 
teerd is. 

Om  dit  in  te  zien  heeft  men  slechts  het  deel  der  figuur 
CDEP  om  te  slaan  tot  CDE'Q. 

Voor  de  gezochte  kans  heeft  men  dus: 

I      /      «— m+A  u—m — H 


I       /      « — m-f-n  K— m — n  . 


y.     De  gevonden  formule  gaat  niet  door  voor  n  =  0. 

Wat  is  daarvan  de  oorzaak  P 

Het  vraagstuk  is  door  het  stellen  van  n  =  O  van  aard  ver- 
anderd. Voor  n  ^  O  mag  men  vóór  het  u^"  spel  wel  op  n 
komen ,  maar  niet  op  O ,  n  en  O  worden  in  de  redeneering  dus 
verschillend  ondersteld. 

Maakt  men  nu  »i  =  O  dan  vervalt  deze  voorwaarde  en  daarmee 
de  redeneering. 

Intusscben  is  dit  geval  toch  zeer  eenvoudig  uit  de  algemeene 
formule  af  te  leiden.  De  formule  gaat  n.1.  door  voor  n  =  1. 
Zal  Pierre's  bezit  aan  het  eind  van  het  u^®  spel  =  O  zgn ,  dan 
moet  het  aan  het  eind  van  het  (u  ~  1)*^^  spel  =  1  geweest  zgn. 
De  kans  om  bg  het  eind  van  het  (u  —  l/^spel  1  te  bezitten  is 

1  «— 1— w-fl  «— 1— w— l    \  1        /    w—m  « — ■■ 
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De  kans  om  aan  het  eind  van  het  u^  spel  geruineerd  te  zgn 
is  de  helft  van  deze  kans  dus 

1         /     v — m  M — M  \ 

2.  (' -•  -  <=^'  "  )  • 
Volgers   een    bekende   eigenschap   der  binomiaal  coêff.  is  de 

uitdrukking  tusschen  haakjes  =  C„i    —  2Cuii       en  verder  == 

m     »r« 

—  Ctt  2  ^  waardoor  de  uitkomst  uit  III  teruggevonden  en  teyens 

Yoor  het  bewijs  van  Akdré  een  ander  geleverd  is. 

YI.  Uitgaande  van  Y  kan  de  uitkomst  van  lY  in  een 
anderen  voim  gevonden  worden,  waaruit  een  merkwaardige 
betrekking  tusschen  de  binomiaalcoëflicienten  volgt. 

De    gevallen,    die    wij    in    lY    aftrokken,    ten    getale    van 

Cu~  2     ,  zijn  samengesteld  uit  de  volgende : 

P.  de  mogelijke  gevallen  om  van  A  naar  C  te  komen  en 
daarna  van  C  naar  E,  2P.  idem  om  van  A  naar  H  te  komen 
zonder  C  aan  te  doen  en  daarna  van  H  naar  E ,  3^.  idem  om 
van  A  naar  I  te  komem  zonder  C  en  H  aan  te  doen  en  daarna 
Tan  I  naar  E  enz.  en  ten  slotte  om  van  A  naar  D  te  komen 
sonder  C,  H,  I  enz.  aan  te  doen  ep  daarna  Tan  D  naar  E. 
Deze   ontleding    der   gevallen  voert  aanstonds  tot  de  identiteit 

pO  p      a  m        1  r~     *^      »>      pi      p      «~       . 

^m  v-u— w       "i' V^m+l  Lu-m— 8  i .  vym+4  Lu-«-4         T   •  •  • 

U'-u—n  u—m—n 

,        ''•       p       2      pO   _  p       %' 
.  •  •  •  "I  v,u— n      ^n  —   ^u 

U  —  n 

ts     1  li  —  Hl  —  W 

Stelt  men  =  z  dan  komt  er 

2 

^         u  -  p—  2(z  —  l) 

u  -w^2^  o  __  p. 

II—  n 


Stelt  men  n  =  O ,  dan  komt  er : 

r®  .  r'  i    ^-^^     pi  p«-i    ^     4."'~^^.p'p®-p' 

II— 2(5?— 1)  u 
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of  Co  =  1  Cu-%*  ="  1  nemende  en  door  u  ^  2z  deelende 

Cae  +  ^  /~  "  .\  C'M-2(e-i)  Ca(,-i)  +  .  .  . 


u-22  M-2(e— I) 


-h 


M  -   2  M  U  —  22 


ivaarin  u  en  z  aan  geen  andere  Toorwaarden  behoeven  te  vol- 
doen dau  dat  zij  gebeele  getallen  voorstellen. 

YII.  Ten  slotte  behandelt  Bertrand  het  Tolgende  vraagstuk, 
waarvan  RoucHÉ  de  oplossing  gegeven  heeft. 

Pierre  en  Paul  spelen  tegen  elkander  met  gelijke  winstkansen. 
Zy  bezitten  elk  n  francs  voor  het  spel.  Bij  elk  spel  is  ieden 
inzet  1  franc  en  het  spel  eindigt  niet  voor  één  der  spelers 
geruïneerd  is.  Wat  is  de  waarschijnlijkheid,  dat  een  van 
beiden  juist  na  het  ti^^spel  geruïneerd  is? 

Het  is  het  algemeenste  geval,  dat  Bertrand  behandelt.  Het 
geval,  dat  Pierre's  winstkans  p,  die  van  Paul  q  ia,  waarbij 
j9  +  9=  1  laten  wij  buiten  beschouwing:  het  levert  geen  nieuwe 
moeilijkheid  op.  In  zoover  echter  breiden  wij  het  vraagstuk 
uit,  dat  we  Pierre  m,  Paul  n  frcs.  toekennen  en  vragen  naar 
de  kans ,  dat  na  het  u**  spel  Pierre  m  —  r^  Paul  n-\-r  frc«. 
bezit,  waar  r  geheel  is  en  tnsschen  —  n  en  -\-  m  ligt;  dexe 
beide  grenswaarden  sluiten  wij  voorlpopig  uit. 

Het  aantal  der  wegen  van  A  naar  E  in  het  zwart  geteekende 
deel  der  figuur  moet  dan  bepaald  worden.  Noemen  wij  de 
lijnen  CD  en  FG  nu  resp.  c  en  ƒ  en  stellen  wij  door  f„  voor 
het  aantal  der  wegen ,  die  van  A  naar  E  gaan  en  6f  c . .  • .  j^ 
maal  of  meermalen  en  ƒ . . .  •  j-maal  of  meermalen  aandoen  if 
ƒ*. ..  .|>-maal  of  meermalen  en  c....j-maal  of  meermalen, 
waarin  dan  het  aantal  malen  dat  c  of  f  achtereenvolgens  ove^ 
schreden  of  bereikt  wordt,  slechts  voor  één  geteld  wordt, 
zoodat  b.v.  een  weg,  die  van  A  naar  E  gaat,  zich  voortdurend 
om  CD  slingerend  en  ook  FG  mogende  passeeren  tot  de  groep 
^  gerekend  moet  worden ,  waartoe  echter  geen  der  naar  E 
voerende  gebroken  Ignen  behoort,  waarvan  wij  het  aantal  zoeken. 
Dan  stelt  ^^q  ^^^  geheele  aantal  wegen  van  A  naar  E  in  de 
figuur    AHEK    voor,    terwijl    het    door   ons   gezochte   aantal 


«  —  r 


=  #00  -  010 ,    terwijr  #00  =  C.  *     is. 
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/\    A    /\    X^ 


\' 


/     v      -^      V     ^     N     '      ^    ^ 


'         >v        ^./        ^/       '"y        •       ^ 

'        ^         /       \         .'      N  /        \       y      ^.       / 


/N  \  A  ,\ 


V/     x^'\/-* 


-  V  V 

/  y 


''^N 
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Ter  bepaling  van  ^qi  TerdeeleD  wij  deze  wegen  in  twee 
groepen ,  waarvan  de  eerste  de  wegen  omvat ,  die  eerst  c  aan- 
doen en  daarna  willekeurig  loopen ,  de  tweede  de  wegen  die  eerst 
/  aandoen  en  daarna  willekeurig  loopen.  Beschouwen  wij  dq 
een  weg  uit  de  eerste  groep.  Bereikt  deze  C  in  L  dan  is 
haar  geen  grens  meergeachreven  en  kunnen  wij  haar  in  plaats 
van  naar  E  naar  £(  doen  loopen ,  waarbg  E,  symmetrisch  ligt 
met  E  ten  opzichte  van  C. 

Laat   men    nu    de   voorwaarde  weg,  dat  de  gezochte  wogen 

«4-  r 


niet  eerst  /  mogen  aandoen,  dan  is  haar  aantal  C«  '  .Be- 

schouwt men  nu  de  wegen  die  van  A  naar  E^  loopen  waarbij 
Ea  symmetrisch  ligt   met  E  ten  opzichte  van  f.     Haar  aantal 


«  —r 

— -. M 


is  C«  .     Merkt  men  nu  op,  dat  een  weg,  die  zoowel  c  als 

/  aandoet,  in  beide  groepen  voorkomt,  dan  vindt  men 

«  +  r  u  —  r 

-  —    -  —  m  — n 

Zet  men  de  redeneering  voort  met  0,, ,  dan  heeft  men  ook 
dit  aantal  te  splitsen  in  twee  groepen ,  waarvan  de  eene  groep 
de  wegen  omvat ,  die  c  aandoen ,  daarna  /  overschrijden  en 
zoo  E  bereiken,  en  de  tweede  groep  die  wegen,  welke  eerst/ 
aandoen ,  daarna  c  en  verder  volkomen  willekeurig  E  bereiken. 
Neemt  men  nu  een  weg,  die  eerst  c  aandoet,  laat  hij  C  in  L 
bereiken.  Men  kan  dezen  weg  nu  verder  in  plaats  van  naar  E 
naar  Ej  doen  loopen.  Het  aantal  wegen,  dat  naar  Ej  loopt 
en  CD  eerst  overschrijdt,  is  het  aantal  wegen  van  A  naar  Es 
zonder  beperkingen.     (E3   is  symmetrisch   met  E^  ten  opzichte 

_  („  _^  „) 

van  c).     Dit  aantal  is  Cu 

De  wegen,  die  eerst  /  aandoen,  vormen  op  gelijke  wijze  een 
deel  van  de  groep  der  wegen  van  A  naar  E4 ,  waarbij  E4  sym- 
metrisch ligt  met  Ej  ten  opzichte  van  /. 

— ' —  (»  +  » 
Dit  aantal  is  C.  ;  bovendien  is 

^   -(«  +  »)  -2 (»+«) 

Cu  -f  C„  =  ^,,  -h  ^,2« 

Zoo  voortredeneerende  vindt  men 
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«  +  r       I,.,,       ,        I  «  — r 


Vervangt  mea  de  notatie  ^p,  ^  door  ^9^  en  ^p,p  +  i  door  ^s/r+i 
dan  worden  de  formules 

tl  —  r  tt  4-  f 

— g |K"»+»)         — g p(«  +  ii) 

^8^  +  99p  +  1  =  Ctt  +  C»  , 

♦sp  +  i  +  ♦s^+s  =  C«  4  C« 

Nu  is  ^0  —  ^1  ^®  bepalen  en  heeft  men  in  ons  geval  identiek 

♦o  —  #1  =  ♦o  —  (^i  +  #2)  +  (92  +  #3)  ~  (#3  +  ♦i)  +  (04  +  «5)  -  öïiz-> 

omdat  er  ten  slotte  een  functie  0»  zal  komen,  die  met  alle 
volgende  =  O  is,  want  het  hoogste  aantal  malen,  dat  een  weg 
van  A  naar  E  de  strook  tusschen  c  en  ƒ  in  de  figuur  geheel 
kan  oversiingeren ,  is  gemakkelijk  te  bepalen 

en  =■  E  - of  1  meer, 

T^  w  —  2m  -I-  r     ^  ^ 
of  =  E  of  1  meer, 

waar  E  aanduidt,  dat  men  het  aantal  eenheden  uit  de  aange- 
geven quotiënten  te  nemen  heeft.     Het  is  dus  hoogstens 

j,  «  — n4- w  — r  ^^  ^  u—m  +  n  +  r 
m  4-  tl  m  -j'  n        ' 

of 

^  u  -  (n  —  m  4-  r)  ^^  ^  t<  +  (n  —  m  +  r) 

m  +  n  m  +  n 

Het  hangt  dus  van  de  omstandigheid  af,  of  n  —  m  + ;?  positief 
of  negatief  is,  welke  grens  genomen  moet  worden.  Is  deze 
grens  p  dan  is  zeker  ^^  + 1  s  o  en  verder  alle  volgende  0. 

De  eindformule  wordt  dus 

-(c"-^-+''-+^C7^'-^""^-')  +  enz.. 

afbrekende,  waar  de  ordegetallen  of  <  O  of  >  m  worden. 
Men  neme  hierbij  in  aanmerking  dat  G^  ^  Cl"^. 
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In  anderen  vorm: 


r«u 


waarin  de  flommatiea  als  boven  te  eindigen  zgn. 
De  gezochte  kans  is  -^  maal  zoo  groot. 

YIII.  Geldt  de  formule  ook  voor  r  =  m  en  —  n  P  Om  dezelfde 
reden  als  in  Y  luidt  het  antwoord:  neen.  Even  gemakkelgk 
als  daar  leidt  men  echter  dit  geval  uit  het  algemeene  af.  De 
formule  geldt  n.1.  voor  r=:zm  —  1  en  u  —  1  en  de  gezochte 
kans  is  de  helft  van  deze. 

Men  vindt  voor  de  kans  van  Pierre  om  door  het  y^^  spel 
geruïneerd  te  worden 

i^-  cl,  +  r  c.-i;*"— '  4.  c.j;  ""■'■')  - 

'  P   SS    l 

Stelt   men    hierin  m  ^=n  dan  heeft  men  het  door  Bertrand 
behandelde  geval. 
Men  vindt 


J 
2« 


u  —  n                     I     « — »  ,   ^                   «  —  Il       ^      \ 
C«  _  1  +     ^  f  \Ca  _  1  +  Ctt  _  l  ƒ  


Voor  n=s\  heeft  men  hieruit  ter  verificatie  de  bekende  be« 
trekking 


^2^  •<"  Co-  4"  ••••+■  Q 


^2»  +  ^2^  4- ....  +  Gin. 
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Vergelijkt  men  de  door  Rouché  gevonden  uitkomst 

A,         1  O O 


-  1 

2«« 


A 


3 


A, 
A. 


1 O 


•A.tt_n  Au—n       A.||__j|      .  .  A| 
~2"        "2~  9 


waarin  Ai  de  coëfficiënt  is  van  x^^^  in 

Vn  (ar)  =  ar«  -  n  ar»-»  +  -^^ — -V-*  -f  ....  + 


(-1)' 


nin  —  r  -  l)...(n  -~2r  +  l) 


•n— 2r 


r! 


(r  is  het  grootste  geheele  getal  begrepen  in  \n),  met  de  onze , 
dan  ziet  men ,  dat  hier  de  uitkomst  ook  al  niet  veel  gemakkeljjker 
berekenbaar  is.  Specialisatie  der  algemeene  formule  voor  het 
geval  ffi  =  n  geeft 

u  —  r         _    _  f   «  — »' 1  «  u  —  r     - \ 

Stelt  men  hierin  n=  1,  r  =  0,  dan  komt  er 


u 

i2 


(ci*%o2-*)-r(cl***'+c|-**"). 


gevende  weer  ter  verificatie  de  bekende  betrekking 

C2»fi  +  C2m  +  ..•.=  C  2m  +  C2m  +  •  •  •  • 

Verder   moet   de   algemeene  formule  toegepast  op  het  geval 
r  =  m  nul  tot  uitkomst  geven,  waaruit  de  betrekking 

pi' 


P«bO 
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gevende  voor  m  =  n 


IX.  In  aanslttiting  aan  IV  kan  men  na  ook  no 
gende  vraagstuk  oplossen : 

De  totale  kans  te  bepalen  dat  Pierre  uiterlgk  aai 

▼an  het  u^  spel  geruïneerd  is,  wanneer  PaaPs  bezit 

II  —  m 
teerd  en  dat  van  Pierre  =  m  is.    Hier  moet  — - —  § 

Men  kan  door  de  formule  van  IV  het  aantal 
bepalen,  waarin  Pierre  na  u  spelen  zou  besitteo 
....  II  H-  m.  In  de  overige  der  mogelyke  gevalle 
geruïneerd  sijn.  De  uitkomst  wordt  door  toepassiDj 
eigenschappen  der  binomiaaleoêfficiënten  vrij  eenvoadi 

Als  Pierre  en  Paul  elk  3  bezitten,  vindt  Bertram 

kans   van   elk   om  juist   aan  het  eind  van  het  (2n  + 

3U-1 
geruïneerd  te  zgn  i  (J)«-i  =  — —- .    De  in  VIII  gegevei 

toepassende  vindt  men  voor  die  kans 


Boodat 


p  o 


p  1 


lU-l 


po 
moet  zijn;  voor  u  =  In  b.v.  is  inderdaad 

(C?.4-C?4  +  Cli)-(C?4-C!4)=3«. 

Voor  fn  =  2  heeft  men  volgens  Bbrtbakd  voor  elks  k 

I 
aan  het  eind  van  het  (2M)*«8pel  geruïneerd  te  zgn  5^ 

Hieruit  en  uit  de  formule  ia  YIII  heeft  men  na 


P6f 


ÜEBEB  ËINEN  C011RESP0NDËNZ8ATZ 

TON 

JAN  DE  VRIES 

(ütrecbt). 


L  Zwei  Panktreihen  auf  demselben  Tr&ger  sollen  sich  in 
einer  Correspondenz  (n,  n)  befiaden.  Zwischen  den  Parametem 
X  and  y  entsprechender  Pankte  gibt  es  alsdann  eine  Qleiohung 
Yon  der  Form 

oder,  knrz, 

2apgirPy«  =  0, 

WO  p,  9  =  O,  1,  2 ....  n. 

Wird  ihr  darcb  x  =  Xy^  V^Vx  und  eben&IIs  duroh  x^yx^y^x^ 
genügt,  80  gibt  es  ein  inYolatorisches  Paar. 

Nun  erh^t  man  aus  den  Relationen 

2  aidX^^y^^  +  2  a^jfc  ar,«  yj*  +  S  or^p  x^^y^^  =  O , 

offenbar  die  Bedingaog. 

2)  £  (a«  -  a^A)  Xj^y^'  -^- ^^ =  O , 

^i  -  Vi 

WO  fc  >  i  und  Z  =  O,  1 ,  2 , . . . .  («  —  1)  ist. 

Die  inTolutorischen  Paare  der  (n,  n)  sind  somit  Paare  einer 
ge  wissen  inTolatorisohen  Correspondenz  (n  —  1). 

Werden  die  Correspondenzen  (n,  n)  and  (n  —  1)  auf  einen 
Kegelschnitt  abgebildet,  so  umhüllen  die  Yerbindungsgeraden 
entsprechender  Punkte  zwei  Directionscurven,  welche  beziehungs- 
weise  die  Klassenzahlen  2n  and  (n  —  1)  besitzen.  Da  nun 
jedes  involutorisohe  Paar  der  (n,  n)  eine  Doppeltangente  der 
ersten  Curve  bestimmt,  welche  zugleich  einfache  Tangente  der 
zweiten  Curve  ist,  so  erhellt  dass  die  Directionscurve  der  (n,  n) 
n  (n  —  1)  Doppeltangenten'besitzt,  welche  eine  gewisse  Curve 
(n  —  1)^'  Klasse  beruhren. 

30 
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2.    Die  Gleiohung  (2)  enth&lt 

Coe£BzieDten 

Qibt  68,  in  der  (n,  n),  ebenso  viele  involutorische  Paare, 
welohe  nicht  zugleich  Paare  einer  inyolutorisohea  (n  —  1)  aind, 
Bo  genügen  jene  Coeffizienten  einem  System  von  ^  n  (n  + 1) 
homogenen,  linearen  Oleichungen  deren  Determinante  nicht 
verschwindet ;  8&mmtliche  Coeffizienten  aind  Bomit  nuU,  und 
man  hat  aja  =  aik»    Es  gilt  ako  der  Satz : 

Wenn  eine  Correspondem  (n,  n)  zwischen  zwei  coUocalen 
Elementensyatemen  ^n(n  •\'  l)  inüolutorische  Paare  besitztj  wdcht 
nicht  einer  involutorischen  Correspondem  (n  —  1)  angehoren^ 
so  ist  jeHe  Correspondenz  ehenfalls  involutorisch. 

Zu  bemerken  ist,  daBS  die  Zahl  der  unabh&ogigen  involuto- 
riBchen  Paare,  welche  eine  (n,  n)  zu  einer  involutoriBchen 
(n)  macht,  fiir  n>3  kleiner  ist  ak  die  Anzahl  der  inyoluto- 
rischen  Paare,  welche  die  allgemeine  (»,  n)  besitzt.  Für  n  =  3 
Bind  die  beiden  Zahlen  gleich  gross. 

8.  Betrachten  wir  noch  den  Fall  n  =  2.  Die  (2,  2) ,  welche 
zwei  involutöriBche  Paare  enthalt,  wird  zu  einer  (2),  falls  es 
drei  inYolutoriBche  Paare  gibt,  die  nicht  Paare  einer  quadra- 
tischen  Involution  sind. 

Weil ,  einem  bekannten  Satz  zufolge ,  die  singularen  Elemente 
zweier  zwei-zweideutigen  Systeme  auf  vier  Weisen  projectir 
Bind,  indem  den  VerzweigungBolementen  und  Doppelelementen 
des  ersten  Systems  die  analogen  Elemente  des  zweiten  ent- 
sprechen,  so  mussen  zwei  collocale  Systeme  (2,  2)  welche  die 
Yerzweigungselemente  gemein  haben,  auch  dieselben  Doppel- 
elemente  besitzen.  Alsdann  gibt  es  ?ier  involutorische  Paare, 
wonach  die  beiden  Systeme  zu  einer  involutorischen  (2)  ver- 
einigt  sind. 

Hierdurch  ist  ein  eiofacher  Beweis  erbracht  fur  den^Satz  auf 
den  Emil  Weyr  seine  schonen  üntersuohungen  über  Punkt- 
gruppen  aut  Curven  vom  Qeschlecht  Eins  gestützt  hai  Deo 
Satz  selbst  hat  er  in  den  SitzAer.  der  Wiener  Akad,^  Bd. 
LXXXYII,  S.  595,  veröffentlicht ;  der  analytiaohe  Beweis, 
welcher  sich  dort  findet,  ist  aber  nicht  einwandfreL 
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Tables  d'intégrales  indéfinies  par  G.  Petit  Bois, 
Ingénieur  Civil  des  Mioes.  Paris,  Gauthier— Yillars,  Liége , 
Cb.  Béranger,  1906,  4%  154  blz.    Prijs  frs.  10. 

Stelselmatig  gerangschikt  vindt  men  in  dit  werk  ongeveer  2500 
onbepaalde  integralen  met  de  uitkomst  der  integratie.  Deinte- 
]gralen  hebben  betrekking  op  rationale  breuken,  wortelvormen 
en  op  elementaire  transcendente  functies.  In  een  voorafgaand 
hoofdstuk  worden  de  meest  voorkomende  vervormingen  bespro- 
ken, die  de  integralen  en  hare  uitkomsten  kunnen  ondergaan; 

Het  gebruik  van  deze  tafel  zal  in  menig  geval  eene  tijdroo- 
vende  berekening  kunnen  uitsparen ,  terwijl  verder  het  boek  ook 
te  beschouwen  is  als  eene  rijke  verzameling  van  vraagstukken' 
over  integraalrekening  voor  eerstbeginnenden.  El. 

Initiation  mathématique,  ouvrage  étranger  ik  tout  pro« 
gramme  dédié  aux  amis  de  l'enfance  par  C.  A.  Laisant.  Genève, 
Georg  ft  Cie,  Paris,  Haohette  ft  Cie,  1906.    Klein  8o,  l&l  blz. 

Volgens  den  schrgver  kunnen  kinderen  zich  vóór  hun  elfde 
jaar  al  spelende  onder  doelmatige  leiding  de  beginselen  van  het 
rekenen  en  van  de  meetkunde  eigen  maken.  Het  koint  er  slechts 
op  aan ,  hoe  men  het  kind  die  beginselen  bijbrengt  en  het  werkje  , 
dat  nimmer  in  de  handen  van  het  kind  zelf  mag  komen  i  heeft 
ten  doel  den  opvoeder  en  onderwijzer  een  richtsnoer  te  geven. 
Geschetst  wordt  een  geregelde  gang  van ,  wat  men  zou  noemen , 
fröbelonderwgs ,  geheel  er  opgericht,  om  het  kind  vertrouwd  te 
maken  met  de  getallen ,  met  het  tellen  en  met  meetkundige  ^ 
figuren.  Daarna  komt,  wanneer  het  kind  lezen  en  schrgven  heeft 
geleerd ,  de  behandeling  van  allerlei  vraagstukken,  die  gewpon- 
lijk  tot  de  rubriek :  „Wiskundige  verpoozingen*'  worden  gebracht. 
Naar  de  meening  van  den  schrijver  kan  men  op  deze  wijze  het. 
wiskundig  inzicht  versterken  en  verscherpen,  zonder  van  het  kind 
noemenswaardige  inspanning  te  vorderen ,  en  vooral  zonder  het 
kind  te  vervelen. 

Op    den  .  leeftgd  van  elf  jaar  gekomen ,  zal  de  leerling  met 
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coördinaten  kunnen  omgaan  en  belangstellen  in  de  eenvoudigste 
eigensohappen  der  kegelsneden. 

Wg  gelooven  ,  dat  de  acbrijyer  te  zeer  optimist  is.  Zeker  kan 
men  door  den  leergang  van  den  jBohrijyer  te  Yolgen  het  kind 
menig  yerdrietig  uur  besparen ,  maar  zware  eischen  stelt  het  ge- 
bruik van  dit  boekje  aan  den  opvoeder;  en  waarschgnlijk  sullen 
alleen  hoogst  bekwame  pedagogen  er  goede  uitkomsten  mede 
weten  te  verkrijgen.  Kl. 

A  n^n uaire  pour  1'an  1907,  publié  par  Ie  Bu- 
reau des  Longitudes.  Avec  des  notices  scientifiques. 
Paris ,  Gauthier-'yillars.    682  blz.  (1  fr.  60  c). 

Evenals  het  jaarboek  voor  1905  bevat  het  tegenwoordige  een 
sterrenkundig  gedeelte  en  een  gedeelte  gewijd  aan  aardrijkskunde 
en  statistiek.  In  het  sterrenkundig  gedeelte  is  weinig  veranderd ; 
opnieuw  is  het  overzicht  der  veranderlijke  sterren  aangevuld. 
Wat  het  aardrgkskundig  gedeelte  betreft  zgn  twee  nieuwe  tafels 
toegevoegd  over  de  steden  met  meer  dan  10000  inwoners  in 
Frankrgk  en  over  de  gemiddelde  bodemhoogte  in  de  hoofdplaat- 
sen der  departementen  en  der  arrondissementen.  De  tafela  over 
het  muntwezen  zjjn  in  een  geheel  nieuwen  vorm  gebracht.  Ook 
de  interesttafels  hebben  eenige  wijziging  ondergaan. 

Aan  het  einde  zijn  geplaatst  drie|verhandelingen :  Diametro 
de  Vénus,  par  M.  Bouquet  de  'Ia  Grye.  Note  sur  la  XV* 
conférence  de  l'Association  géodésique,  par  M.  Bouquet  de  la 
Grye.  Histoire  des  idees  et  des  recherches  sur  Ie  Soleil.  Rêvé- 
lation  récente  de  l'atmosphère  entière  de  Tastre,  par  M.  H. 
Deslandres.  El. 

Mélanges  de  Geometrie  &  q  uatre  dimensions 
par  E.  JoüFFBET.    Paris,  Gauthier  Yillars,  1906; 

In  1 903 J  gaf  Jouffret  een  eerste  werk  uit  over  de  meetkunde 
met  meer  afmetingen  (zie  Nieuw  archief  der  Wiskunde^  VI,  p.  195), 
thans  ligt  voor  ons  oen  tweede  werk,  tevens  het  laatste,  want 
de  schrgver  is  sedert  dien  overleden.  We  willen  aan  dezen 
arbeid  eenige  woorden  wqdën. 

Allereerst  merken  we  ten  opzichte  van  den  inhoud  op,  dat 
de  hoofdstukken  III ,  IV  (L*hexagramme  de  Pascal;  La  surface 
du  troisième  degré)  zich  niet  met  de  meetkunde  van  vier  afme- 
tingen bezighouden,  terwql  ook  in  andere  hoofdstukken  de 
schrijver  gedurig  bjj  de  meetkunde  van  twee  of  drie  afmetingen 
blijft    stUstaan.     Gaat    men    de    verdere    hoofdstukken    na: 
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I.  Coup  d'oeil  sur  les  priDcipes  de  la  geometrie  &  qaatre  dimen- 
sioos:  II.  Le  syetème  de  coordonnées  et  les  trois  premiers 
polyédroïdes  régaliers;  V.  L*bexagramme  et  Thexastigme;  VI. 
Les  bypersurfaces  du  secood  degré ;  VIL  Les  qaartiques ;  VIII. 
'La  qnestioD  de  l'existence  réelle  de  l'byperespaoe,  dan  ziet 
men,  dat  de  scbr^ver  geen  stelselmatig  in  elkaar  gezet  hand- 
boek geeft  en  werkel^k  de  titel:  „Mélanges"  juist  is  gekozen. 
Een  eenigssins  nauwkeuriger  onderzoek  naar  de  metbode  leert 
ons  dat,  daar  waar  b$  zich  bepaaldeliik  in  de  ruimte  van  vier 
afmetingen  beweegt,  zgn  hulpmiddel  bestaat  in  het  toevoegen 
▼an  eene  veranderlijke  in  de  coördinatenvergelöking  der  analy- 
tische meetkunde  in  de  ruimte ;  terwijl  hfj  aan  den  andoren  kant 
toch  ook  het  beginsel  up  den  voorgrond  stelt,  dat  men  zich 
een  punt  moet  denken ,  dat  buiten  onze  ruimte  is  gelegen »  en 
er  gedurig  naar  streeft  meetkundige  beelden  te  geven.  Ver- 
gelekt men  nu  deze  indeeling  en  behandeling  met  de  streng  weten- 
schappelijke behandeling  en  den  vasten  samenhang  van  Prof.  . 
Schoute's  leerboek,  dan  komt  men  er  allicht  toe  te  meenen, 
dat  hier  alle  eenheid  ontbreekt  en  het  boek  een  onsamenhangend 
mengsel  ter  aanschouwing  geeft. 

Toch  is  er  meer  eenheid  in  dan  bi]  den  eersten  oogopslag 
Bchïjnt.  Neemt  men  Jouffret's  eerste  boek  nogmaals  ter  hand ,  dan 
bemerkt  men  spoedig,  dat  een  hoofddoel  van  den  schrijver  was 
een  pleidooi  te  leveren  ten  gunste  der  meetkunde  van  meer  af- 
metingen en  dit  pleidooi  wordt  in  z jjn  tweede  werk  voortgezet. 
Dit  is  dan  ook  het  standpunt,  dat  bij  de  beoordeeling  moet  wor- 
den gekozen ;  en  dan  blgkt  het,  dat  de  schrijver  uit  de  door  hem 
behandelde  meetkunde  eenige  onderwerpen  heeft  gekozen ,  die 
hem  het  belangrijkst  en  tevens  het  meest  aantrekkelijk  voor  den 
lezer  schenen.  Om  ze  goed  in  het  licht  te  stellen,  neemt  hij 
verwante  deelen  der  meetkunde  van  twee  of  drie  afmetingen ; 
ziJ  moeten  strekken  om  den  lezer  in  hoogere  beschouwingen  in  te 
wijden.  De  meetkundige  beschouwingen  worden  met  figuren  toe- 
gelicht ;  wij  merken  er  in  het  tweede  hoofdstuk  18  op ;  terwijl 
later  de  configuratiën  biJ  het  hezagram  van  Pascal  en  vormen 
der  cubiscbe  oppervlakten  met  de  configuratie  der  27  rechten 
worden  afgebeeld.  Het  doel  is  duidelijk  te  maken,  dat 
de  ruimte  van  vier  afmetingen  door  middel  van  projectie  in 
beeld  is  te  brengen ,  en  de  lezing  der  eerste  vijf  hoofdstukken 
levert  het  bewijs,  dat  de  schrijver  zijne  ond^erwerpen  met  zorg 
heeft  gekozen  en  bewerkt 

We   gaan   over  tot  de  bespreking  van  het  zesde  en  zevende 
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hoofcJBtuk.  De  schrijver  was  blikbaar  getroffen  door  het  feit, 
dat  de  eigenschappen  der  binodale  vlakke  krommen  van  den 
vierden  graad  zeer  goed  in  het  licht  komen,  wanneer  men  dese 
als  centrale  of  evenwijdige  projectiën  beschouwt  van  eene 
bikwadratische  rnimtekromme ;  dit  voert  hem  tot  de  beschou- 
wing der  kwadratische  hyperoppervlakken  en  van  hunne  door- 
snede ,  die ,  in  de  ruimte  van  drie  afmetingen  geprojecteerd , 
het  vierdegraadsoppervlak  met  dubbelkegelsnede  geeft.  Men 
vindt  nu  eene  inleiding  tot  die  behandeling  in  den  vorm  van 
eene  beschouwing  over  den  algemeenen  torus  van  de  la  Gour^ 
nerie  en  de  cycliden,  waarbij  ook  de  aandacht  wordt  gevestigd 
op  de  bijzondere  krommen  en  punten.  Nadat  op  die  wijze  de 
lezer  is  ingeleid ,  wordt  de  projectie  van  bovengenoemde  door- 
snede behandeld,  en  daarop  volgt  de  afleiding  van  eenige 
eigenschappen  van  het  oppervlak.  De  schrijver  brengt  de  uit- 
gebreide literatuur  over  dit  onderwerp  ter  sprake,  waaraan  we 
-den  naam  van  C.  Segre  gaarne  toegevoegd  zouden  zien. 

Eindelijk  draagt  het  laatste  hoofdstuk  een  wijsgeerig  karakter. 
Het  houdt  zich  bezig  met  de  werkelijkheid  der  vierde  afmeting. 
Zooals  men  weet  opent  zich  hier  een  veld  van  velerlei  bespiege- 
lingen; bespiegelingen,  die  zich  van  het  terrein  der  wiskunde 
naar  dat  der  speculatiën  bewegen ,  en  die  dus  voor  wiskundigen 
des  te  minder  van  belang  worden,  naar  mate  de  verwijdering 
grooter  wordt.  We  bespeuren  met  genoegen,  dat  de  schr^ver 
de  scheidingslijn  aangeeft  en  voor  zich  zelven  het  standpunt 
van  den  wiskundige  kiest.  J.  C. 

H.  Laubent,  La  geometrie  analytique  générale. 
Paris,  A.  Hermann ,  1906,  8^,  147  blz. 

De  schrijver  van  dit  werk  is  van  meening  dat,  waar  door 
verschillende  personen  de  meest  uiteenloopende  denkbeelden 
worden  ontwikkeld  over  de  grcfndbeginselen  der  meetkunde , 
de  oorzaak  daarvan  vooral  te  zoeken  is  in  het  feit ,  dat  men 
met  eene  slecht  gestelde  vraag  te  doen  heeft.  Hij  stelt  zich 
daarom  de  vraag,  welke  de  eenvoudigste  onderstellingen  zijn, 
die  men  moet  maken  om  de  stellingen  der  Euclidische  meet- 
kunde terug  te  vinden.  Daartoe  tracht  hij  eene  abstracte  en 
logische  wetenschap  op  te  bouwen ,  die  met  de  meetkunde  alleen 
gemeen  heeft  de  namen  der  beschouwde  dingen,  terwijl  die 
dingen  slechts  een  even  abstract  bestaan  hebben  als  de  getallen, 
Zulk  eene  wetenschap  kan  worden  opgebouwd,  zonder  gebruik 
te  maken  van  andere  hypothesen,  dan  die,  waarop  de  zuivere 
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analyse  berust:  z^  is  een  tak  van  de  getallentheorie.  Zonder 
er  één  woord  in  te  veranderen  levert  z^  alle  stellingen  van  de 
klassieke  nieetknnde;  alleen  de  woorden  punt,  lijn,  cirkel ,  enz. 
hebben  niet  denzelfden  zin  als  in  de  meetkunde. 

In  die  wetenschap  is  eene  definitie  van  het  grootste  belang, 
die  van  eene  verplaatsing  zonder  vormverandering.  Men  heeft 
slecht  deze  definitie  te  wijzigen  om  van  de  meetkunde  van 
Endides  over  te  gaan  tot  die  van  Riemann ,  van  Lobatschewsky 
of  tot  andere  y  minder  bekende. 

Op  dit  algemeene  standpunt  zich  plaatsende,  geeft  nu  de 
achrjjver  eene  geheel  algebraïsche  behandeling  van  de  meetkunde 
in  eene  ruimte  van  een  willekeurig  aantal  afmetingen.  Volledig 
is  die  behandeling  niet;  alleen  eenige  belangr^ke  onderdeelen 
worden  meer  uitvoerig  besproken.  Hij  bepaalt  zich  daarbij  bijna 
geheel  tot  de  Euclidische  meetkunde;  aan  de  niet-Euclidische 
wordt  slechts  een  achttal  bladzijden  gewjjd. 

Ofschoon  daarin  allerlei  zeer  belangrijke  onderwerpen  worden 
behandeld ,  valt  het  te  betwijfelen ,  of  iemand ,  die  omtrent  de 
grondbeginselen,  waarop  de  meetkunde  berust  en  de  niet-Eucli- 
dische meetkunde  nog  geene  heldere  denkbeelden  heeft,  deze  na 
de  lezing  van  dit  werkje  zal  hebbeu  verkregen.  Z. 

E.  Vbssiot ,  Le(on^8  de  geometrie  supérieure, 
professées  en  1905  —1906,  Publicatiöns  du  laboratoire  de  mathé- 
matiques  de  Tuniversité  de  Lyon.  Lyon ,  Delaroche  et  Schneider, 
1906,  4%  822  blz. 

In  deze  voordrachten  over  hetgeen  men  gewoonlijk  differentiaal- 
meetkunde noemt,  wordt  allereerst  een  overzicht  gegeven  van 
de  voornaamste  onderwerpen  uit  de  theorie  der  ruimtekrommen 
en  der  ontwikkelbare  oppervlakken.  Daarna  wordt  overgegaan 
tot  eene  behandeling  van  de  theorie  der  oppervlakken  en  der 
daarop  gelegen  krommen ,  als  minimaalkrommen ,  asymptotische 
Ignen,  kromtelijnen  en  geodetische, lijnen;  in  *t  bizonder  wordt 
die  theorie  toegepast  op  de  regeklakken.  Eene  belangr^ke 
plaats  wordt  ingeruimd  aan  de  studie  der  Ijjnencomplexen  en 
l^nencongruenties ,  aan  de  bepaling  der  ontwikkelbare  opper- 
vlakken en  der  focaaloppervlakken  van  eene  congruentie,  aan 
de  krommen  van  eenen  lineairen  complex,  enz.,  terwijl  op  ver- 
schillende plaatsen  gewezen  wordt  op  het  groote  belang ,  dat  de 
studie  der  lijnen-menigvuldigheden  voor  die  der  oppervlakken 
heeft.  Behalve  lijnen  congruenties  worden  ook  bollencongruenties 
en  cyclische  stelsels,  d.z.  zulke  stelsels  van  qo  *  cirkels ,  die  nor- 
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maal  zgn  op  oo  >  opper?lakken  besproken.  Met  eene  behandéliiig 
▼an  enkele  aanrakingstransformaties ,  o.  a.  de  bekende  timns- 
formatie  van  Lie,  door  welke  de  rechte  Ignen  der  ruimte  in 
bollen  worden  omgezet;  de  bepaling  van  die  aanrakingstrans- 
formaties  die  de  asymptotische  lijnen  Tan  een  opper?lak  in  de 
asymptotische  lijnen  van  een  ander  oppervlak  worden  omgezet 
en  van  die,  welke  hetzelfde  doen  voor  de  kromtelgnen;  een  en 
ander  over  de  bepaling  van  drievoudige  stelsels  van  orthogonale 
oppervlakken  eindigen  deze  voordrachten.  Eene  verzameling 
▼an  vraagstukken ,  ter  toepassing  en  uitbreiding  van  het  behan- 
delde ,  is  aan  het  werk  toegevoegd.  De  lezing  van  dit  boek  kan 
ieder,  die  zich  met  de  studie  der  differentiaalrekening  wil  bezig 
houden,  ten  zeerste  worden  aanbevolen.  Z. 
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